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Regla de la suma

El nimero de elementos de AU B es igual al nimero de elementos de A mas el nimero de elementos de B
menos el nimero de elementos de A N B:

|AUB| = |A] +|B| - |AN B|




Regla del producto

Dados dos conjuntos A y B se llama producto cartesiano de los dos conjuntos A x B el conjunto formado
por los pares (a,b) tales que a € Ay b € B:

Ax B={(a,b)|a€ Abe B}

Por ejemplo, si A ={a,b,c} y B =1{1,2} el producto cartesiano es:
AxB= {(a7 1), (a7 2)7 (b, 1)7 (b7 2)7 (C7 1)7 (C, 2)}
Si los dos conjuntos son iguales:

A X A = {(a’7a)’ (a’7 b)7 (a’7 C)7 (b7 a’)? (b’ b)7 (b7 c)? (C7 a)7 (C7 b)? (C7 C)}

La regla del producto se puede enunciar de forma general como:

A x Bl =|A|-|B]
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Permutaciones, Combinaciones, Variaciones

Sea un conjunto {xl, T2, T3,... ,acm} de m elementos distintos.

Se llaman permutaciones de estos m elementos a las distintas maneras de ordenar los m elementos. El

nimero de permutaciones es:
Po=ml=m(m—-1)(m—-2)...1

Se llaman variaciones de los m elementos tomados de n en n a las distintas manera de elegir y ordenar
n de los elementos del conjunto. El ntimero de variaciones es:

!
Vien =m(m—1)(m—2)...(m—n+1) = (m), = #n)'
Se llaman combinaciones de los m elementos tomados de n en n a las distintas manera de elegir n de los

elementos del conjunto. El nimero de combinaciones es:

m Vimn m)!
Crnn = = mn

n n! nl(m —n)!




ariaciones con repeticion

Supongamos que tenemos un conjunto de tres elementos A = {a, b, c} y formamos listas ordenadas de 5
elementos del conjunto en las que los elementos pueden repetirse:

aaaaa aaaab aaaac aaaba aaabb aaabc aaaca aaachb aaacc aabaa aabab aabac aabba aabbb aabbc
aabca aabcb aabce aacaa aacab aacac aacba aacbb aacbc aacca aacch aaccc abaaa abaab abaac
ababa ababb ababc abaca abacb abacc abbaa abbab abbac abbba abbbb abbbc abbca abbcb abbcee
abcaa abcab abcac abcba abebb abcbe abceca abeeh abece acaaa acaab acaac acaba  acabb acabe
acaca acacb acacc acbaa acbab acbac acbba acbbb acbbc acbca acbcb acbce accaa accab accac
accba accbb accbe accca acceb accce baaaa baaab baaac baaba baabb baabc baaca baacb baacc
babaa babab babac babba babbb babbc babca babcb babee bacaa bacab bacac bacba bacbb bacbe
bacca baccb baccc bbaaa bbaab bbaac bbaba bbabb bbabc bbaca bbacb bbacc bbbaa bbbab bbbac
bbbba  bbbbb  bbbbc  bbbca  bbbcb  bbbce  bbcaa bbcab bbcac bbeba  bbecbb  bbebe  bbeca  bbeecb  bbece
bcaaa becaab becaac beaba becabb becabe becaca beachb becace bebaa  bebab  bebac  bebba  bebbb  bebbe
bebeca  bebeb  bebee  becaa becab  becac  beeba  beebb  beecbe  beeea beeeb  beecee  caaaa caaab  caaac
caaba caabb caabc caaca caacb caacc cabaa cabab cabac cabba cabbb cabbc cabca cabcb cabee
cacaa cacab cacac cacba cacbb cacbc cacca caccb cacce cbaaa cbaab cbaac cbaba cbabb cbabe
cbaca cbacb cbacc cbbaa cbbab cbbac cbbba  cbbbb cbbbc cbbca cbbeb  cbbee  cbecaa  cbecab  cbeac
cbeba  cbebb  cbebe  cbeca  cbeeb  cbeee  ccaaa  ccaab ccaac ccaba  ccabb  ccabe  ccaca  ccachb  ccace
ccbaa  ccbab  ccbac  cebba  ccbbb  ccbbe  ccbeca  cebeb  cebee  cccaa  cecab  cecac  cecba  cecbb  cecbe
ccecea  ceech  cecce

El namero de listas puede obtenerse por la regla del producto:

VR35=3-3-3-3-3=23°=243




ariaciones con repeticion

Dado un conjunto con m elementos, se llaman variaciones con repeticion de estos m elementos tomados

de n en n a las listas ordenadas de n elementos que pueden formarse con ellos en las que los elementos del
conjunto pueden aparecer repetidos.

El nimero de variaciones con repeticiéon de m elementos tomados de n en n es:

VR =m"




Permutaciones con repet

Definicion
Dada una lista de n elementos en la que estos pueden aparecer repetidos, se llaman permutaciones con

repeticién a las distintas maneras de ordenar los elementos de la lista.
El nimero de permutaciones con repeticiéon se representa por:

n
PRy ra,... =
r1,T2,...

donde n es el niumero de elementos de la lista y 71, r2, ... el nimero de veces que aparecen repetidos los
distintos elementos.

Por ejemplo, los elementos de la lista [a, a, b, b, c| se pueden ordenar de 30 maneras:

aabbc  aabcb aacbb ababc abachb abbac
abbca abcab abcba acabb acbab acbba
baabc baacb babac babca bacab bacba
bbaac bbaca bbcaa becaab bcaba bebaa
caabb cabab cabba cbaab cbaba cbbaa
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Permutaciones con repet




Permutaciones con repeti

Vamos a calcular las permutaciones con repeticiéon en el ejemplo anterior:

[*7 *’ *’ *’ *]




Permutaciones con repeti

Vamos a calcular las permutaciones con repeticiéon en el ejemplo anterior:

[*7 a” *’ a7 *]




Permutaciones con repeti

Vamos a calcular las permutaciones con repeticiéon en el ejemplo anterior:

[a’ a) *) *7 *]




Permutaciones con repeti

Vamos a calcular las permutaciones con repeticiéon en el ejemplo anterior:

[*7 a” *’ *’ a]




Permutaciones con repeti

Vamos a calcular las permutaciones con repeticiéon en el ejemplo anterior:

[*7 a” *’ *’ a]

Las a se pueden situar de (}) maneras.




Permutaciones con repeti

Vamos a calcular las permutaciones con repeticiéon en el ejemplo anterior:
[*7 a’ *’ *’ a]

Las a se pueden situar de (}) maneras.

Una vez situadas las a hay tres posiciones para las b. Las b se pueden colocar de (3) maneras.




Permutaciones con repeti

Vamos a calcular las permutaciones con repeticiéon en el ejemplo anterior:
[*, a, %, *, d]
Las a se pueden situar de (}) maneras.
Una vez situadas las a hay tres posiciones para las b. Las b se pueden colocar de (3) maneras.

Por ejemplo:

[b, a, *, b, a]




Permutaciones con repeti

Vamos a calcular las permutaciones con repeticiéon en el ejemplo anterior:
[*, a, %, *, d]
Las a se pueden situar de (}) maneras.
Una vez situadas las a hay tres posiciones para las b. Las b se pueden colocar de (3) maneras.

Por ejemplo:
[b, a, *, b, a]

Y queda una sola posicién para colocar c.




Permutaciones con repet

Vamos a calcular las permutaciones con repeticiéon en el ejemplo anterior:
[*, a, %, *, d]
Las a se pueden situar de (}) maneras.
Una vez situadas las a hay tres posiciones para las b. Las b se pueden colocar de (3) maneras.

Por ejemplo:
[b, a, *, b, a]

Y queda una sola posicién para colocar c.

El nimero de permutaciones es:

5
PR = =
5,2,2,1 2,21




Permutaciones con repet

Vamos a calcular las permutaciones con repeticiéon en el ejemplo anterior:
[*, a, %, *, d]
Las a se pueden situar de (}) maneras.
Una vez situadas las a hay tres posiciones para las b. Las b se pueden colocar de (3) maneras.

Por ejemplo:
[b, a, *, b, a]

Y queda una sola posicién para colocar c.

El nimero de permutaciones es:

5 5
PRs52.2,1

2217 1991 2




Permutaciones con repet

Vamos a calcular las permutaciones con repeticiéon en el ejemplo anterior:
[*, a, %, *, d]
Las a se pueden situar de (}) maneras.
Una vez situadas las a hay tres posiciones para las b. Las b se pueden colocar de (3) maneras.

Por ejemplo:
[b, a, *, b, a]

Y queda una sola posicién para colocar c.

El nimero de permutaciones es:

5 5) (3
PRs52.2,1

2217 1991 2)\2




Permutaciones con repet

Vamos a calcular las permutaciones con repeticiéon en el ejemplo anterior:
[*, a, %, *, d]
Las a se pueden situar de (}) maneras.
Una vez situadas las a hay tres posiciones para las b. Las b se pueden colocar de (3) maneras.

Por ejemplo:
[b, a, *, b, a]

Y queda una sola posicién para colocar c.

El nimero de permutaciones es:

5 5\ (3) (1
PR = =
N O 2/\2/\1




Permutaciones con repet

Vamos a calcular las permutaciones con repeticiéon en el ejemplo anterior:
[*, a, %, *, d]
Las a se pueden situar de (}) maneras.
Una vez situadas las a hay tres posiciones para las b. Las b se pueden colocar de (3) maneras.

Por ejemplo:
[b, a, *, b, a]

Y queda una sola posicién para colocar c.

El nimero de permutaciones es:

5 5\ (3) (1
Rs,2.2.1 2,2,1 2/\2/\1 0-3




Permutaciones con repeticion

Vamos a calcular las permutaciones con repeticiéon en el ejemplo anterior:
[*, a, %, *, d]
Las a se pueden situar de (}) maneras.
Una vez situadas las a hay tres posiciones para las b. Las b se pueden colocar de (3) maneras.

Por ejemplo:
[b, a, *, b, a]

Y queda una sola posicién para colocar c.

El nimero de permutaciones es:

5 5Y(3)\(1
R5’2,2’1 (2’ 27 1) (2) (2) (1) 0 »




Permutaciones con repeticion

Razonando como en el ejemplo anterior, el nimero de permutaciones con repeticion es:

n n n—mT n—r—1rTre
PRn,rl,rg,”. =
T1,72,... T1 T2 T3

Vars Vierir Vn—m—mws

rl! ’r‘z! ’l“3!

n!

7‘1! 7‘2! 7’3! e




reneralizaciéon de la formula de Newton

La formula de Newton se puede escribir como:
o =3 (farr = 3 (1) mazo
k=0 p+g=n b,q
Para tres sumandos, la féormula de Newton se escribe:
(a+bto"= 3 ( . T)a”chT P >0
ptratr=n \P* P

y de forma similar la férmula se generaliza para mas de tres sumandos.

Por ejemplo, el coeficiente de a?b*c® en el desarrollo de (a4 b+ ¢)® es:

9 9!
= =12
(2,4, 3> 2141 31 60




Combinaciones con repeticién

En este caso se trata de formar agrupaciones de elementos en los que estos pueden aparecer repetidos pero
en las que no importa el orden.

Veamos un ejemplo:

Supongamos que tenemos bolas de 3 colores, rojas, verdes y azules. Queremos llenar bolsas con 10 bolas.
Las bolsas las consideramos diferentes cuando tengan bolas diferentes. El orden no importa.

Estas agrupaciones las llamaremos combinaciones con repeticiéon de 3 elementos tomados de 10 en 10.

Las soluciones del problema de las bolas, las podemos expresar en la forma (r,v,a), donde r representa el
nimero de bolas rojas, v el ntimero de bolas verdes y a el nimero de bolas azules. La suma r + v + a debe
ser igual a 10.

Por ejemplo, posibles soluciones serian (3, 5,2), (4,0,6) o (10,0, 0).

A continuacién veremos como podemos calcular el nimero de combinaciones con repeticion.
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Combinaciones con repeticién

Representemos mediante circulos las bolas de la combinacién:

OO0O0O00OO00O00O0




Combinaciones con repeticiéon

Representemos mediante circulos las bolas de la combinacién:

OOO00O00O00O000O0

Una solucio6n, por ejemplo (3, 5,2), la podemos representar en la figura mediante dos separadores.




Combinaciones con repeticién

Representemos mediante circulos las bolas de la combinacién:

0090 O O0OO0OOO

Una solucio6n, por ejemplo (3, 5,2), la podemos representar en la figura mediante dos separadores.




Combinaciones con repeticién

Representemos mediante circulos las bolas de la combinacién:

0000006006600

Una solucio6n, por ejemplo (3, 5,2), la podemos representar en la figura mediante dos separadores.




Combinaciones con repeticién

Representemos mediante circulos las bolas de la combinacién:

Una soluci6n, por ejemplo (3,5,2), la podemos representar en la figura mediante dos separadores.




Combinaciones con repeticién

Representemos mediante circulos las bolas de la combinacién:

Una soluci6n, por ejemplo (3,5,2), la podemos representar en la figura mediante dos separadores.

La solucién (0, 8,2) se representaria asi:




Combinaciones con repeticiéon

Representemos mediante circulos las bolas de la combinacién:

Una soluci6n, por ejemplo (3,5,2), la podemos representar en la figura mediante dos separadores.

La solucién (0, 8,2) se representaria asi:

OO000000000




Combinaciones con repeticién

Representemos mediante circulos las bolas de la combinacién:

Una soluci6n, por ejemplo (3,5,2), la podemos representar en la figura mediante dos separadores.

La solucién (0, 8,2) se representaria asi:

000000000




Combinaciones con repeticién

Representemos mediante circulos las bolas de la combinacién:

Una soluci6n, por ejemplo (3,5,2), la podemos representar en la figura mediante dos separadores.

La solucién (0, 8,2) se representaria asi:




Combinaciones con repeticién

Representemos mediante circulos las bolas de la combinacién:

Una soluci6n, por ejemplo (3,5,2), la podemos representar en la figura mediante dos separadores.

La solucién (0, 8,2) se representaria asi:

La solucion (6,0,4) la representamos como:




Combinaciones con repeticiéon

Representemos mediante circulos las bolas de la combinacién:

Una soluci6n, por ejemplo (3,5,2), la podemos representar en la figura mediante dos separadores.

La solucién (0, 8,2) se representaria asi:

La solucion (6,0,4) la representamos como:

ololelejole elolole




Combinaciones con repeticién

Representemos mediante circulos las bolas de la combinacién:

Una soluci6n, por ejemplo (3,5,2), la podemos representar en la figura mediante dos separadores.

La solucién (0, 8,2) se representaria asi:

La solucion (6,0,4) la representamos como:

0000000 0O




Combinaciones con repeticién

Representemos mediante circulos las bolas de la combinacién:

Una soluci6n, por ejemplo (3,5,2), la podemos representar en la figura mediante dos separadores.

La solucién (0, 8,2) se representaria asi:

La solucion (6,0,4) la representamos como:




Combinaciones con repeticién

El nimero de combinaciones con repeticién de 3 elementos tomados de 10 en 10 es igual al nimero de
maneras de poner 2 separadores en la siguiente figura:

OOO00O00O00O000O0

Este nimero es igual a:
12 1211
012,2<2) B =66

En general, el nimero de combinaciones con repeticiéon de m elementos distintos, agrupados de n en n es:

Ry = (m—l—n—l)
m—1

Combinator,



ombinaciones con repet

Definicién

Sea un conjunto de m elementos {a1,as,...,am}, se llaman combinaciones con repeticion de estos m
elementos tomadas de n en n a las distintas agrupaciones de n elementos que pueden formarse con los m
elementos del conjuntos de tal forma que las agrupaciones puedan contener elementos repetidos y no
importe el orden en que aparecen.

El nimero de combinaciones con repeticién es:

m-+n—1
m— 1

CRmun =




Problema

Disponemos de bolas de 3 colores diferentes.

(a) ;De cuantas maneras se puede llenar una bolsa con 13 bolas?
(b) (De cuantas si debe haber al menos una bola de cada color?
(¢) (De cuantas si debe haber al menos 2 bolas de cada color?

Solucioén:

(a) Este problema ya lo hemos resuelto. Es el nimero de maneras de colocar dos separadores entre 13 objetos:
15
CR3.13 = (2) =105

(b) Vamos a resolver el problema de 2 formas diferentes:
Primero con los separadores:
* ok ok ok ok ok ok ok ok x ok kX
H ok ok |k ok ok ok kR k| ok ok ok

# % ko ox k ok ok ok k| k ok k%

El nimero es:

(122) _ 12-11 = 66

2




(b) Primero introducimos una bola de cada color en la bolsa y luego rellenamos las 10 restantes de todas las formas
posibles:

12
CRsa0 = (7, ) =66
2
(¢) Ahora reservariamos 2 bolas de cada color y repartiriamos las siete restantes:

CRs.7 = (z) =36

LL LT
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