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a (2). Determinant



Determinante

Dada una matriz cuadrada:

a1l ai12 .o A1n
A= a21 azz2 ... Q2n
an1 an?2 e Ann

el determinante de la matriz es un niimero que se representa por:

ail a2 N A1n

a1 a2 . az
|A] = "

an1l an2 . Ann

El determinante es cero si las filas y columnas de la matriz son dependientes y es distinto de cero si las filas
y columnas son independientes.
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Determinantes de segundo y tercer orden
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Determinantes de segundo y tercer orden

ail a2
a1 a2

= a11022 — 12021




Determinantes de segundo y tercer orden

a1
a21

ai

a1
a31

az2

a2
a2
as2

= a11022 — 12021

a13
a23
as3

= (11022033 + 012023031 + 013021032 — 13022031 — G12021033 — 411023032



Determinantes de segundo y tercer orden

ail a2
a1 a2

= a11022 — 12021

ai ai2 ai3
a21 Q22  G23| = 011022033 + 012023031 + 4130210432 — 13022031 — G12021033 — 11023032
asi as2 ass

Regla de Sarrus:




Determinantes de segundo y tercer orden

a1
a21

a1
a1
a31

az2

a2
a2
as2

= a11022 — 12021

a13
a23
as3

Regla de Sarrus:

aii
a21
a31
a1
a21

ai2
a22
as2
a1z
a22

ai3
a23
as3
ais

az3

= (11022033 + 012023031 + 013021032 — 13022031 — G12021033 — 411023032




Determinantes de segundo y tercer orden

ail a2
a1 a2

= a11022 — 12021

ai ai2 ai3
a21 Q22  G23| = 011022033 + 012023031 + 4130210432 — 13022031 — G12021033 — 11023032
asi as2 ass

Regla de Sarrus:

ailr a2 ais ai1r a2 ais
a21 Q22 (23 azr Q22 az23
a31 asz2 G33 asiy az2 ass
a1 a2 13 ailr a2 a3

az1 az2 Q23 a1 a2z Aa23




Determinantes de segundo y tercer orden

ail a2
a1 a2

= a11022 — 12021

ai ai2 ai3
a21 Q22  G23| = 011022033 + 012023031 + 4130210432 — 13022031 — G12021033 — 11023032
asi as2 ass

Regla de Sarrus:

ailr a2 ais ai1r a2 ais
az1 a22 G23 az1 a22 az3
a31 asz2 G33 asy asz2 as3
a1 a2 13 ailr a2 a3

az1 az2 Q23 a1 a2z Aa23




Determinantes de segundo y tercer orden

ail a2
a1 a2

= a11022 — 12021

ai ai2 ai3
a21 Q22  G23| = 011022033 + 012023031 + 4130210432 — 13022031 — G12021033 — 11023032
asi as2 ass

Regla de Sarrus:

ailr a2 ais ai1r a2 ais
az1 a22 G23 az1 a22 az3
a31 asz2 G33 az1 as2 ass
a1 a2 13 ailr a2 a3

az1 az2 Q23 a1 a2z  a23




Determinantes de segundo y tercer orden

aii ai2

= @11G22 — Q12021
a1 a2

ai ai2 ai3
a21 Q22  G23| = 011022033 + 012023031 + 4130210432 — 13022031 — G12021033 — 11023032
asi as2 ass

Regla de Sarrus:

ailr a2 ais ai1r a2 ais ail a2 a3
a21 Q22 (23 a21 a2z G23 a21 Q22 G23
asz1 as2 as3 az1 as2 ass asy asz2 a33
ail a2 ai3 ail a2 ais ail a2 a3

az1 az2 Q23 a1 a2z  a23 az1 Q22 G23




Determinantes de segundo y tercer orden

aii ai2

= @11G22 — Q12021
a1 a2

ai ai2 ai3
a21 Q22  G23| = 011022033 + 012023031 + 4130210432 — 13022031 — G12021033 — 11023032
asi as2 ass

Regla de Sarrus:

ailr a2 ais ai1r a2 ais ail a2 a3
a21 Q22 (23 a21 a2z G23 az1 Q22 G23
asz1 as2 as3 az1 as2 ass asy asz2 a33
ail a2 ai3 ail a2 ais ail a2 a3

az1 az2 Q23 a1 a2z  a23 az1 Q22 G23




Determinantes de segundo y tercer orden

aii ai2

= @11G22 — Q12021
a1 a2

ai ai2 ai3
a21 Q22  G23| = 011022033 + 012023031 + 4130210432 — 13022031 — G12021033 — 11023032
asi as2 ass

Regla de Sarrus:

ailr a2 ais ai1r a2 ais ail a2 a3
a21 Q22 (23 a21 a2z G23 az1 Q22 G23
asz1 as2 as3 az1 as2 ass asy asz2 33
ail a2 ai3 ail a2 ais ail ai2 a3

az1 az2 Q23 a1 a2z  a23 az1 Qa2 G23




Adjunto de un elemento

ail a2 @13
G21 Q22 G23| = Q11022033 + 12023031 + A13G21032 — Q13022031 — 12021033 — G11023032
a3z1 asz2 33

= a11(a22a33 — azzasz) — ai12(az1a33 — azzas1) + a1z(aziase — azeas:)

a21 Qa2
asy as2

az1 a23
asi ass

a2 Aa23
a32 ass

= a1 — a2 + ais

= a11411 + a12412 + a13413

El adjunto de un elemento es el determinante que resulta de suprimir la fila y columna del elemento con
signo + o — segun que la suma de los subindices sea par o impar.

Un determinante de cualquier orden es igual a la suma de los productos de los elementos de una linea por
sus adjuntos.
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Propiedades de los determinantes

= El determinante de una matriz cuadrada es cero si y solo si las filas y columnas de la matriz son
linealmente dependientes.

En particular el determinante es cero si:
— Todos los elementos de una fila o columna son ceros.
— Tiene dos filas o columnas iguales.
— Tiene dos filas o columnas proporcionales.
— Una fila o columna es combinacion lineal de las restantes.

= El determinante de una matriz es igual al de su traspuesta.

— Si se intercambian dos filas el determinante no cambia en valor absoluto pero si de signo.
— Si una fila se multiplica por un niimero, el determinante queda multiplicado por ese nimero.
— El determinante no cambia si se le suma a una fila o columna otra multiplicada por un nimero.
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Otras propiedades

Factor comun:

Qaj; a2 @a13 ail a2 @13
a21 a22 a23 | = @ |G21 Q22 Q23
a31 a32 as33 asz1 asz2 33

Propiedad distributiva:

a1 +bi1 a2 +bi2 aiz+bis ail a2 Qs bir b1z b1z
az1 a22 asz3 = |a21 a2 ag23|+ |a21 a22 a23
as1 as2 ass asr az2 ass asr as2 ass

= La suma de los productos de los elementos de una fila por los adjuntos de otra es cero.

= El determinante del producto de dos matrices es el producto de los determinantes.

|AB| = |A[|B|
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Céalculo del determinante

2 1 -1 0 2 1 -5 0
o 2 1 =2 0o 2 1 =2
1 0 2 0| |1 0 0 o0 Ca = Cs =20k
-1 2 0 4 -1 2 2 4
1 -5 0
=2 1 =2 Cs — C2 +5C
2 2 4
1 0 O
=2 11 -2 desarrollando por la primera fila
2 12 4
11 =2
|12 4

=44+24 =068
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Determinante y rango de la matriz

Si con dos filas de una matriz se puede formar un determinante de orden 2 distinto de cero, las filas son
linealmente independientes.

123 4 F1, F» independientes
2 4 6 10 .
1 2 3 5 F>, F3 dependientes

Si con las filas y columnas de una matriz formamos un determinante distinto de cero, las filas y columnas
que forman el determinante son independientes.

El rango de una matriz es el tamaifio del determinante distinto de cero mas grande que puede formarse con
las filas y columnas de la matriz.

Si el rango de una matriz es r, con las filas y columnas de la matriz puede formarse un determinante de
orden r distinto de cero. Todos los determinantes de tamafio mayor que r que puedan formarse son cero.
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Teorema de la matriz inversa

Si existe la inversa, el determinante de la matriz debe ser distinto de cero:

JATY = AAT =T;  JAATYM=|AlAY=1; JA|#£0

Se llama matriz adjunta de una matriz cuadrada la que resulta de sustituir cada elemento por su adjunto

a1l a2 A1n A A - Aln

a1 a2 e az . A21 A22 e A2
A= I adj A = "

An1  Gn2 Ann Ani Ap2 - Ann

La matriz inversa de A es igual a la traspuesta de adj A multiplicada por 1/|A|:

1 (e a2 az (A Axn An 1 [Al 0 0
T4] a1 aze a3 | [ Az A Az | = A 0 JA 0| =1
az1 asz2 asz) \Aiz Asz Ass 0 0 |4
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Teorema (de la matriz inversa)

La condicién necesaria y suficiente para que una matriz cuadrada tenga inversa es que su determinante sea
distinto de cero.

En ese caso, la inversa es igual a la traspuesta de la adjunta dividida por el determinante.

-1 0 1
Ejemplo: Calcular la matriz inversa de A = 1 0 0
0 1 3
El determinante de A es igual a 1.
La adjunta de A es:
0o -3 1
adjA=(1 -3 1
0 1 0
La matriz inversa es:
1 0 1 0 0 1 0
AT = -3 -3 1]=(-3 -3 1




Método de Gauss

-1 01 ] 100 1 00 1] 01 0
1 00 | 010 Fi +— F» -1 0 1 | 1 0 O
1 3] 00 1 0 1 | 0 1
1 00 01 0
Fy < Py 0 1 3] 00 1
-1 01 ] 100
100 ] 01 0
Fys — s+ 01 3 ] 00 1
00 1 | 1 10
100 0 1 0
FQ—)F2—3F3 0 1 0 | -3 -3 1
001 | 1 1 0
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