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1

1.

CALCULO DE LIMITES

Calculo de limites

. Calcular los siguientes limites:

. 2
a) i1_>r112(3x x+5)

b) lim (3z% —x +5)

T—r00

. Calcular los siguientes limites:

.’174
y
O v VR e |

b) I 23— 6’ +x+ 14
im
z—2 w3+ x2 42

. Calcular los siguientes limites:

) i z? —25
¢ zﬂﬁ—fm

3 + 522 + 10z + 12

b)

fm
z—-3 x34+222 - 22 +3

. Calcular los siguientes limites:

' 23+ 522 +3x—-9
1m
Y s B X T2+ 155+ 9

b i z* — 622 +8x—3
fm
a1 g4 — 223 + 22 — 1

. Calcular los siguientes limites:

2 _ 95
a) lim —

2%5\/5_\/5

D) lim 4] 0T+ 6
=2\ 22 —3x+2

. Calcular los siguientes limites:

a) lim (\/x3—x2+1—\/x3—x—|—1>

T—>00

1 1
1f S -

. Calcular los siguientes limites:

(e v
o) Jim | =z

T —2 2x
b) Jlim (Hl)

. Calcular los siguientes limites:

c)

d)

, 452+ —1
lim
z—oo 3z 44z +2
!

lim
z—oo byt +3x3 + 222 4+ +1

=2+ —2
fm
x—=2 23 + 422 — 11z — 2

x4t 5t 4+ 4
lim
T—=2 x4 4 423 + 422




1 CALCULO DE LIMITES

lim 1 lim 1
a) lim Inz f) lim log, 5z
b) zl;m logs x q) alcli% In(1+ z)
, h) lim logs x
c) xlgrolo logy /o @ ) 1085
d) lim Inx ¢ il_}ml logs
z—0t
lim 1 i) lim log 1
e) lim logs x J o 088
9. Calcular los siguientes limites
) 1 22 =3z +2 ) 1 3 —2x+1 ) i =33 +2
a) lim ¢) lim e) lim ——
z—00 x—2 z—oo 13 — 312 4+ 21 — 1 z—oo 4ot 42
, 3r+5 . 22 —br+2 x5 =323+ 2
b) Jm e ) M D s st
10. Calcular los siguientes limites:
3 2% — 22 +3 , e’
, X : e) lim
0 Jm 0 M e Fi
, e — ; x . 5T
QL R 1) i 5
11. Calcular los siguientes limites:
., Inzx ,  Inzx ,  Senz
o) tm —= ¢) Jim = © M2 Tz
x? senx x
b) 1 d) 1 I
) z—oo Hlnx ) P 7) P ——
12. Calcular los siguientes limites:
o) lim 52 ¢) lim arsen 5 Im sen?
z—=0 I z—0 1 —cosx 50 cosa — 1
tg? . z? r+tgx
{ d) lim {
b) ili% 3 ) z—0 artgw ) }}3}) 3z
13. Calcular las asintotas de las siguientes curvas:
2z +1 x—3 1
= b = =
VY=g ) V= et U v
14. Calcular las asintotas de las siguientes curvas:
a)y—x2_4 b)yZﬁ C)y_x2+1
15. Calcular las asintotas de las siguientes curvas:
) 222+ 1 D)y = 23+ 1 ) Cat 41
WY y_z2—3x+2 “YVT 3
Soluciones:

— o~
w N
=z =
— o~
RG]
= 2
o
=8
o
Z =
=
-
SN o
—_
o
=




2 CONTINUIDAD

(4) (a)2(b) 2 (c) = (d) 502

(5) (a)20v/5 (b) #(c) 0 (d) 3

(6) (a) —oo (b) oo (¢) 5 (d) o0

(7) (a) 0 (b) e (c) 1 (d) e™*

(8) (a) oo (b) oo (c) —oo (d) —oo (e) —oo (f) oo (g) 0 (h) 1 (1) 0 (5) —
(9) (a) oo (b) 0 (c) 1(d)0(e) 5 (f) oo

(10) (a) 0 (b) oo (c) 0 (d) 0 (e) oo (f) o0

(11) (a) 0 (b) 0o () 0 (d) 0 (e) 0 (f) P

(12) (a) oo (b) 0 (¢) oo (d) 0 (e) =2 (f) 3

(13) (a)x:S,y—Q(b):c:—Zy—%(c) :%,y—O

(14) (a) z=—-2,2=2,y=0(b)z=—-1,z=1,y=2(c)y=0

(15) (a) z=3,y=22+6(b)z=1,z=2,y=x+3(c)z=—/3, =3

2. Continuidad

1. Estudiar la continuidad de la funcién:

f(x)_{Z:v—i-a siz <1

2 —ar+2 siz>1
segun los valores de a.
2. Estudiar la continuidad de la funcién:

fz) =

23— 222+ —2
2 —x—2

3. Calcular a y b para que la siguiente funcién sea continua:

2 4ar siz<-1
flx)y=<0b si —l<zx<3
2v+ 4 six>3

4. Estudiar los puntos de discontinuidad de la funcion:

2 12

r—3 x2-9

y:

5. Hallar el valor de k para que la funcién:

4 _
vl siz#1

flay=4 w1
k siz=1

sea continua en x = 1.

6. ;,Coémo hay que definir en x = 1 la funcién:

y:ﬁil r#£1

rz—1

para que sea continua en ese punto?

7. Estudiar la continuidad de la funcién:

f(x):{e‘” six <0

r+2a sizx>0

segun los valores de a.



3 TEOREMA DE BOLZANO 7

8. De la funcién g(x) se sabe que es continua en el intervalo cerrado [0, 1] y que para 0 < z < 1 es:
2
r+x
€Tr) =
9(x) .
i Cuanto vale g(0)?
9. Sea la funcién:
2
4 —4
xTr) =
fw) ==
El segundo miembro de la igualdad carece de sentido cuando = = 2. ; Cémo se deberia elegir el valor
de f(2) para que la funcion f sea continua en ese punto?
Soluciones:
(1) Paraa= % es continua en x = 1. Para los demaés valores hay un salto finito.
(2) En x = 2 hay una discontinuidad evitable. En # = —1 hay un infinito de la funcion.
(3) a=—9,b=10.
(4) En z = 3 hay una discontinuidad evitable. En = —3 hay un infinito.
(5) k=
(6) La funcion tiene que valer 5-
(7) La funcién es continua en = 0 para a = %
(8) Tiene que valer g(0) = 1.
(9) Debe elegirse f(2) = 4.
3. Teorema de Bolzano
1. Demostrar que la ecuacion z° — 3z + 40 = 0 tiene alguna solucién en el intervalo (—4, —3).
2. Demostrar que las gréficas de las funciones f(z) =Ilnz y g(x) = e~ se cortan en algin punto.
3. Dada la funcién f(z) = 2® + 2 — 5, demostrar que existe un ¢ € (1, 3) tal que f(c) = 20.
4. Comprobar que la ecuacion senx — 2z + 3 = 0 tiene una solucién en el intervalo (1,2).
5. Comprobar que la funcién f(z) = 2° — 23 — 2 + 5 toma el valor —1 en el intervalo (—2, —1).
6. Demostrar que la funcién f(z) = ze~ + 3 toma el valor 3 en el intervalo (—1,0).
7. Demostrar que la ecuacion senx — cosx + 2z = 3 tiene una solucion en el intervalo (1,2).
8. Comprobar que la funcién f(z) = cosz — x + 1 corta al eje OX en al menos un punto, e indica un
intervalo de extremos de niimeros enteros consecutivos al cual pertenezca dicho punto.
9. Lo mismo para la funcién f(z) = ze* — x — 16.
10. Demostrar que las gréficas de las funciones f(z) = 2® + 22 y g(x) = cosma — 2 se cortan en un
punto zy. Calcular la parte entera de xg.
11. Demostrar que la ecuacién 23 + 322 + 42 — 7 = 0 tiene al menos una solucion.
12. Comprobar que la ecuacion 2x = cos x tiene al menos una solucién.
13. Demostrar que las gréficas de las funciones f(z) = 2% + 22 y g(x) = 3 + cosz se cortan en algin
punto.
14. Sea la funcion:

y
z §0<z<]
fla)y=1{ 4

2 .
e * 51%<x§1

Observamos que f esta definida en [0,1] y que toma valores de signos opuestos en los extremos
de este intervalo. Sin embargo, no existe ningtin ¢ € (0,1) tal que f(c¢) = 0. ;Contradice esto el
teorema de Bolzano?



4 REGLAS DE DERIVACION

4. Reglas de derivacién

Obtener la derivada de las siguientes funciones:

1Loy= (22 -7z + 1) 2. y = (422 + 5)3
3. y= (323 —42? — 52+ 1)* 4. y =232z +1)3
5. y=(z—3)%(2z+5)3 6. y— z? 41
322 —2x+3
3z +1 2 _
7.y= ﬁ s. yzﬁj)?
9. y=+vad —x+1 10. y = Vb2 — 1
1. y= V= 12. y=va2+1
13. y= ¥z 14. y = Va3 -3z
15. y = L 16. y = #
Vi x2+1
2z -1 3
17y = =7 18. y = %j—fl
19. y = (2® — 3z + 1)v322 +2 20. y = 3In(z? — 3)
21.y:1n§27;i 22. y = InV4zZ + 1
23. y= i 24. y = ;
Inz In(z2 + 1)
25. y=zxlnz -z 26. y = (22 — 3x)In(z + 1)
27. y = e** 28. y=e7"
29. y:e‘%g*?’ 30. y = ze?®
31 y = (22— 1)e*” 32. y = e
x
33. y =x%" 34. y:e\/5
35. y=+/be” —2 36. y =In(e” +1)
37. y=loggz 38. y =logy(1 — )
39. y=2% 40. y = 25@—1
41. y=+1+Inx 42. y = (Inz)?
43. y=(1—Inx)3 44. y=¢e*lnx

45. y = sen3zx 46. y = tg(m — x)



4 REGLAS DE DERIVACION

47. y =cos*x 48. y = 5cos(2m — 1)
49. y = 3sen’zx 50. y =senxcosx
51. y = sen? x cos 2z 52. y = senv
cos?x
J— senx 1
53. Yy = 62 54. Y=
cos T
55. Yy = oSt 56. y =Intgx
sen
57. y=2a" 58. y = o5
59. y = lncotgx 60. u =1 3— bz
Sy 20+ 7
x 2
6l. y=In —— 62. v —=In R
372 + 1 Yy .’L’Q + 1
63. yzllnl—&—senx 64. y = Incose”
8 1l—senx
65. y = Incose®” 66. y = 2te®
67. y = 3°os® 68. y = 5vsene
69. y = eV® e’ +e7 "
y=e 0. y=—"F—
ef)w T
71y = 72. y=—
Y 1+ ex Yy )
73. y=23" Ty =1 1—¢"
-y=In- e
75. y—In 1+Vx 76. y = log (cos® x — sen® z)
1—x
I —cosx 1+senx
77. y =log ——— = [ —
L+ cosx 78. y=log V1—senx
79. y = arsen+/x 80. y = arcosl
x
81. y:xartgl 82. y=+v25—a2+ arseng
x
V1 2 _ T
83. yzlni+ artg x 8. y=(1+x)
1+
85. De la ecuacion de la trayectoria © = xg + vot + %atQ obtener la formula de la velocidad y la

86.

2

aceleracion.

De la férmula

(1+a)" =1+ (T)x-ﬁ- (Z):UQ + (;l)aﬁ 4ot (Z)x"

obtener, derivando y haciendo x = 1, que

= (1) +2(5) #3(5) = o)

87. Obtener la diferencial de:



4 REGLAS DE DERIVACION

a) y=4z% — 5z +2 ¢) y=+v2x—3
1
b) Y= 1+.1?2 d) yil,Qesenz
Soluciones:

(1) v =2(=? - Tz +1)(2z —7)

(2) y'3(4a? +5)*(82) =

(3) ¥ =4(32® — 422 — 52+ 1)3(92? — 8z — 5)

(4) ¥ =322(2z +1)% + 32z + 1)2 - 22°

(5) ¥ =2(z —3)(2x +5)% + 3(2z +5)? - 2(z — 3)2
(6)

; _ 22322 —2243)—(6z—2) (22 +1)

6 y = (3w2_2x+3)2
_ 3(@—3)2—2(z—3)(3z+1) _ 3(z—3)—2(3z+1)
(7) y’ = (1_3)4 = (1_3)3
(8) o = Qe—1)(22+41)*—3(22+1)%-3(a® —242) _ (2u—1)(224+1)—3-3(x® —a+2)
Y (22+1)6 Gat1)®
/3221
OV V' =
/— 10z
(10) ' = S/
(11) y' = ta~3
(12) ¥ = 2@+ )75 -2
(13) o' = 1o~
(14) ¥ = 1(@® —2)~1 - (32% - 3)
(15) ¥/ = -2~ 2
(16) ¥ = —L@2+1)"% .22
(17) y = 22T mECY
@Bz + )V 1= 2 (2% )
_ 2y/a241
(18) ¢' = —
' = (2x - 2194 63 (42 _ |
(19) v (2% 3)m+2m(x 3z+1)
_ 2
(20) ' =3- inS
(21) yl = x§f4 - 9222?%4

(22) ¥ =3 5%
1

(23) V' = Tz

__2z o
/ 2241
24 ' = Wy
(25) ¥ =lnz+ %x— 1=Inz
(26) v/ = (2z —3)In(z + 1) + 5 («? — 32)
(27) ¢y =e?* .2
(28) ¢/ = —e7"
(29) o = 3% —3(6x)
(30) y/ — 27 + e2z-2w
(31) ¢y = 2zee” + o’ . 2z(z? — 1)
(32) v/ = aze
xT
(33) y' = 2we™® — e T2
(34) ¥/ =eV*3io
/ 5e”
(35 ¥ = 3565
(36) ¥ = £
_ 1
(37) yl ~ zln3



4 REGLAS DE DERIVACION

/ 1 -1
(38) y' = (1vz)In2 2vz
(39) ¥ =2%In2
(40) y' =252"1.5In2
’ 1 1
(1) ' = 2y/1tlnz @
(42) v =2Inz- %
(43) ' =3(1 —Inx)2=L
(44) v = e lnz + %ez
(45) y' = 3cos3x
’ 1
(46) v' = o=y (51
(47) y' = 2cosz(—senx)
(48) vy’ =5(—sen(2m — z))(—1)
(49) ¥’ =3-2senzcosz
(50) y' = cos?z —sen’x
(51) y' = 2senxcosxcos?x — 2sen2zsenz
(52) y/ — cos z cos? z72ci)c;ia;(fsen z)senx
(53) y' = e?senT2cosT
/
(54) v' = 555
;. _—1
(55) y' = senZ x
_ 1 1
(56) ¥ = tg 7z coslw
(57) y =e*® (Inz + 1)
(58) y' =esTnT (_senzlnz + %cosx)
— 1 —1
(59) y/ ~ cotgz sen? x
_ =5 2
(60) ¥' = 575z — 37
(61) ¥ =3 — 3550
_2_1_2
(62) y/ —z 51211
1 —
63) v = § (528 - £t
64) y' = ﬁ (—sene”)e”
65) 3y = —— <7 senez2)ez22x
cos e®

2t8% gL
cos< x

y! = 3¢0s8 2® 1n 3 (—senz?) 2z

y = 5vse“x1n52\/ﬁ cos T

~ o~ o~ I~ o~ o~
[=2]
=)

—_ = D D D T
<
~

y’ = (3\/572\1/5

x

(70) o = <=

;_ ePT5(14e%)Fe%e”
M)y =—arey

1 —1

Y =11 /z3/z 1-vz2vz
A 1

Y = os2zIn 10 (_ SGHQIE) "2

—senzx

— sen @ _
y = (1—cosz)1In 10 (1+cosz)In 10

/I 1 cosx __ —cosz
(78) Y = 32mio <1+scnz 1—scnz>




5 CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD

(81) o' = artg%#» L ;—211

1+
]2 / —2x 1 1
(82) v 2¢/25—x2 * 1_z2 5

25

;1 20 1 1
(83) V' = 31527 — T4z T 1722

1.

y/ — ern(1+z) (ln(l +x) 4 H%‘T)

vo +at,a

*

(a) dy = (8x —5) dz (b) dy —22 o dx (¢) dy =

Continuidad y derivabilidad

Considérese la funcién:

o= fe =

20 +1 x>0

donde a es un numero real.

a) Calcular h’r% f(x) y comprobar que f(z) es continua en z = 0.
z—
b) ;Para qué valor del parametro a la funcion es derivable en z = 07

. Determinar el valor de a para el cual la siguiente funcion es derivable en z = 0:

f(x):{cosx x <0

2 +a >0

Dada la funcion:

f(x)_{axg—&—l T <2

e2e x> 2

dz (d) dy = (2ze® + e*2?) dzx

12

calcular a para que f sea continua en z = 2. Para el valor obtenido, jes derivable la funci6n en

=27

Discutir segun los valores de m la continuidad y la derivabilidad de la funcién:

— z>1
mx

. Determinar los valores de a y b para que la siguiente funcion sea derivable en todos sus puntos:

bx? + ax < -1
a
- -1 <1
fl@) =47z ST
2+ axr+1
z>1
z+1

. Dada la funcién:

2 tar+b <1
xTr) =
f(@) {cx r>1

Calcular a, b y ¢ para que la funcion sea derivable en x = 1, sabiendo que f(0) = f(4).



6 RECTA TANGENTE 13

7
8

9

. Estudia la derivabilidad de las funciéon f(z) = |2 — 72 + 12| en z = 4.

. La funcién f(z) = /2 no es derivable en = 0 y la funcién g(z) = senz, si. |Es derivable en z = 0
la funcién p(x) = \/rsenx?

. Sea la funcién:

fz) =

senx 37’“<3€<37r
r—3r x>3m

Estudiar su continuidad y su derivabilidad en = = 37.

Soluciones: (1) a =2 (2) a=1 (3) a = 0, no (4) Continua para m = 1y m = 2. Derivable para m = 1 (5) Es continua

para

6.

2
3
4
5}

7
8

10.
11.

12

13

14.

15

16.

17

18

a =2y b=0.No es derivable (6) a = f%, b=1,¢c= i (7) no es derivable (8) si (9) continua, no derivable

Recta tangente

. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva y = 2 — 5z + 6 en el punto de abscisa = = 2

. Calcular la ecuacién de la recta tangente a la curva —22 + 22 + 5 en el punto de abscisa z = —1
. Calcular la ecuacién de la recta tangente a y = 322 — 42 + 2 que tenga pendiente igual a 2.

. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva y = v/z + 4 en el punto de abscisa 0.

. Calcular las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y = 2% — 32 que sean paralelas a la recta
y = 6z + 10.

. Calcular las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y = 4 — 22 en los puntos de corte con el
eje de abscisas.

. Hallar los puntos de tangente horizontal de la curva y = 23 — 322 — 92 — 1.
. Hallar los puntos de tangente horizontal de las siguientes curvas:

a) y=32%—-2r+1
b) y=2° -3z

. (En qué puntos de y = 1/x la recta tangente es paralela a la bisectriz del segundo cuadrante?.; Tiene
algin punto de tangente horizontal?

.En qué punto la recta tangente a la curva y = 22 — 62 + 5 es paralela a la recta y = 2z — 3?

.En qué puntos la recta tangente a y = x> — 4x tiene la pendiente igual a 8?
2x
. Escribir las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y = p— que son paralelas a 2z+y—1 = 0.
T —

. Calcular la ecuacién de la tangente a la curva y = Inx trazada desde el origen.

/1
Hay algin punto de la gréfica de y = In 1 i—i con tangente horizontal?

. Calcular la ecuacién de la recta tangente a la curvaf(z) = senz en el origen.

(Hay algun punto de la grafica de f(z) = tg2x en el que la tangente tenga menor pendiente que la
bisectriz del primer cuadrante?

. Encontrar los puntos con abscisa en [0, 27] para los que la tangente a la curva f(x) = senx + cosx
sea horizontal.

. Obtener la ecuacién de la tangente a la curva 22 + y? = 13 en P(2,3) de dos formas: utilizando la
derivacion implicita y despejando y.



7 CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO. CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD 14

19. Usar la derivacién implicita para calcular la pendiente de la recta tangente a la curva z2y% = 2 en
el punto de abscisa x =1

20. Dada la funcién:

Valnz
fz) = 2°
T+ k six <0

sixz >0

se pide:
a) Determinar el valor de k para que la funcién sea continua en R.

b) Hallar los puntos de corte con los ejes de coordenadas.

¢) Obtener la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto del abscisa
rz=1.

21. Determinar las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la grafica de la funcién

en el punto de abscisa x = 0.

22. Hallar el area del tridngulo formado por el eje X y las rectas tangente y normal a la curva de

ecuacion y = e~ * en el punto de abscisa x = —1.
Soluciones:
MHy=—-24+212)y=43)y= 1’—1(4)y:% +2(B)y=6(z—V3),y=6(z+v3) (6) y=—dz+8, y=4z+8
(7) (=1,4), (3,-28) (8) (a) (5,3) (b) (—1,2), (1,-2) (9) (~1,-1), (1,1) (10) (4,-3) (11) (=2,0), (2,0) (12) (270)7 (2,4)
(13) y = L2 (14) no (15) y = = (16) no (17) (5,v2), (3£, —v2) (18) y =3 = ~2(@—2) (19) y - V2= -22 (@ - 1)
(20) (a) 0 (b) (0,0), (1,0) () y= L@ —1) @) y=w— L,y = -z~ L (22) <5<

7. Crecimiento y decrecimiento. Concavidad y convexidad

1. Estudiar la monotonia de las siguientes funciones:
a) f(z)=2%(x+1) b) f(x) = —a*+ 322 — 22

2. Estudiar la monotonia de:

0 flo)= 22 ) 1) =
3. Estudiar la monotonia de:

a) flz) =3a%e" ) f() = +Ina

0 fla)= 2T d) f(z) =z

4. Determinar los méaximos y minimos de las siguientes funciones utilizando la derivada segunda:

(z—1)

a) y=a>— 24z —6 b) y =
x2+1
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5.

10.

11.

12.

13.

14.

¢) y=In(z* +1) d) y=(a® +4)e”

Determinar los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de inflexién de las siguientes
funciones:

a) y=a3—32% + 2z +4 b) y = ?
x? -1

¢) y=+9+a2 d)y:lni
2z

e) y=4cosz — cos2zx f) y:fij
e

. Sea f(z) = 2% + mx donde m es un parametro real. Hallar el valor de m para que f(z) tenga un
minimo relativo en z = —3

1
Se considera la funcidn:

flx) = ae® Thrte a>0

Calcular los pardmetros a, b y ¢ sabiendo que la funcién tiene un minimo relativo en el punto (1, a)

y f(0)=1.

. Determinar los valores de a, by ¢ para que la funcién:

flz) =24+ az® +bx +c

pase por el origen de coordenadas, tenga un punto de inflexién en x = —1 y su recta tangente en
z = 1 tenga pendiente 3.

. Calcula para f(z) = (x+1)e~" los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos,

los puntos de inflexién y los intervalos de concavidad y convexidad.
Hallar los méaximos y minimos relativos y los puntos de inflexién de la funcion:

322+ +3
fo)=—m51

Demostrar que la curva de ecuacién
y=a* -2 +2> —z+1

no tiene ningin punto de inflexiéon.

Sea f: R — R la funcién definida por:
f(z) =223 +122° 4 ax + b

Determinar a y b sabiendo que la recta tangente a la gréfica de f en su punto de inflexiéon es la
recta y = 2z + 3.

Calcular los valores del parametro a, a # 0, que hacen que las tangentes a la curva de ecuaciéon
y=az +2a2® —ax +1

en los puntos de inflexién sean perpendiculares.

Se considera la funcion
fz)=2®+ax’ + bz +c

donde a, b y ¢ son parametros reales.
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a) Averiguar los valores de a y b para los que las rectas tangentes a la gréfica de f(z) en los
puntos de abscisas x = 2 y x = 4 son paralelas al eje X.

b) Con los valores de a y b hallados anteriormente, obtener el valor de ¢ para el que se cumple
que el punto de inflexion de la grafica de f(z) esta en el eje X.

15. Demuestra que la curva f(x) = z — 2cosz tiene un punto de inflexion en el interior del intervalo
[0, 7] y halla la ecuacion de la recta tangente a la curva en ese punto. Haz un dibujo en un entorno
del punto hallado.

16. Hallar una funcién polinémica de tercer grado que tenga un extremo relativo en (1,1) y un punto
de inflexion en (0,3). jEs (1,1) el tnico extremo de la funcion?.
Soluciones:
(1) (a) creciente en (—oo, —%) U (0c0) (b) creciente en (—oo7 _1%‘/3) U (#, 1)

(2) (a) creciente en (—o0,0) U (2,00) (b) creciente en (—\/57 \/5)

(3) (a) creciente en (—oo, —2) U (0, 00), maximo en = —2 (b) decreciente en (—oo, —4), minimo en x = —4 (¢) creciente
en (0,v/€), maximo en = = /e (d) decreciente en (0, %), minimo en x = é

(4) (a) maximo en x = —2+/2, minimo en z = 2v/2 (b) maximo en = —1, minimo en z = 1 (¢) minimo en z = 0 (d) no
hay extremos relativos

(5) (a) concava en (1,00) (b) concava en (—oo,—1) U (1,00), puntos de inflexién en z = —1y = 1 (c) céncava en

(—00,00) (d) convexa en (O,e%> (e) convexa en [0, 277’) U (4?”,27@ (f) concava en (—o0,2 — v/2) U (2 + /2, 00)
6

(

(7
(8
(

m =

N

a=1p=-2c=1
e

a=3,b=—-6,c=0

creciente en (—o0,0), concava en (1,00)

méaximo en x = —1, minimo en & = 1, puntos de inflexibn en . = —vV3, 2 =0y z = V3

a=26,b=-19
a=—-1,a=1
a=-9,b=24,c=—-18
y-5=3(-13)
a=1

)
)
)
)
)
11) La derivada segunda no tiene raices
)
)
)
)
) ,b=0,c=-3,d=3.

8. Teoremas de Rolle y del valor medio

—

. Estudiar si se puede aplicar el teorema de Rolle a f(z) = 2tgx en el intervalo [0, 7] y, si es posible,
determinar el punto en el que la derivada se anula.

o

Razonar si se puede aplicar el teorema de Rolle a la funcién f(z) = {/(z — 2)? en el intervalo [0, 4].

w

. Aplicar el teorema de Rolle a la funcién f(x) = 22 + 2z — 3 en el intervalo [—4,2] e interpretarlo
geométricamente.

4. Cada una de las funciones siguientes toma el mismo valor en los extremos del intervalo [—2, 2], pero
no hay ningtn valor £ € (—2,2) en el que la derivada se anule. Justificar en cada caso por qué no
contradicen el teorema de Rolle:

1
a T)=—
) f@) ==
b) fz) =2~ |z|
. Probar que la funciéon f(z) = 3 +2%—x—1 satisface las hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo
[-1,1] y calcula un punto del intervalo abierto (—1,1) cuya existencia garantiza el teorema.

(@3¢

(=]

. Demostrar que la ecuacién 2 — x = e” solamente tiene una solucién.
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2 = gcosx — senx se verifica para un solo valor de z.

7. Demostrar que la ecuaciéon x
8. Demostrar que la curva y = 2> — 3z + 1 solo corta al eje X en un punto del intervalo (0,1).
9. Demostrar que la ecuacion 2% 4+ 22 4+ 2z — 1 = 0 solo tiene una solucién real.

10. Dado el intervalo I = [0,5] y dadas las funciones f(x) = 22 — Az, encontrar el valor de A para que
se pueda aplicar el teorema de Rolle al intervalo I y aplicar el teorema en ese caso.

11. Utilizando los teoremas de Bolzano y Rolle, demostrar que las curvas y = cosz e y = 1/ se cortan
en un unico punto del intervalo (0, 7).

12. Demostrar que se puede aplicar el teorema del valor medio a la funcion f(xz) = vaz2+9 en el
intervalo [0,4] y halla el punto que verifica el teorema.

13. Aplicar el teorema del valor medio a la funciéon f(z) = —2% + 2z — 8 en el intervalo [—3,3] e
interpretarlo geométricamente.

14. Razonar si es aplicable el teorema del valor medio a la funcion

zlnz x>0
Fla) =19, =0
en el intervalo [0, e]. En caso afirmativo, hallar el valor al que se refiere el teorema.
15. Dada la funcién:
flx)y=a"-2"+2x -1
demostrar que existen «, 8 € (1,2) tales que f(«a) =0y f'(8) = 2. Decir que teorema se utiliza.

16. Sea f(z) = 2>+ 2z — 1 y sea el intervalo I = [0,2]. Aplicar el teorema del valor medio a la funcién
f en el intervalo I, hallando el punto de dicho intervalo cuya existencia asegura el teorema.

17. Dada la funcién
f(x) =z cos %

demostrar que existe £ € (1,2) tal que f'(§) = —2. Citar los teoremas que se utilicen.

Soluciones:

Jus

2
(2) No se puede aplicar. La funcion no es derivable en z = 2

(1) No se puede aplicar. La funcién no es continua en z =

(3) La funcién es continua y derivable y toma valores iguales en los extremos del intervalo. Existe un punto de derivada
cero £ = —1
(@) La funcion no es continua en « = 0 (b) La funcién no es derivable en z =0

_ 1
£=3
F(x) = e* + x — 1 es continua y derivable, toma valores positivos y negativos y su derivada no se anula
La funcién F(z) = 22 —x cos z +sen z es continua y derivable y se anula en = = 0. Para z # 0 la derivada no se anula
Toma valores de signo contrario en los extremos y la derivada no se anula en el interior del intervalo
La funcién F(z) = 23 4+ 22 + 2z — 1 toma valores positvos y negativos y su derivada no se anula en ningin punto

5

A= 5) ’E =3
La funcién F(z) = cosz — /= es continua y derivable en el interior del intervalo (no en xz = 0), toma valores de
signos contrario en los extremos y la derivada no se anula en el intervalo

—~
[
—_

(12) La funcion es continua en el intervalo y derivable en su interior, £ = v/3

(13) € =0, en ese punto la tangente es paralela a la cuerda

(14) Se puede aplicar porque escontinua en el intervalo y derivable en su interior, £ = 1

(15) f(1) =—1y f(2) = 1. La funcién es continua y derivable para « > 0. Existe a por el teorema de Bolzano y 3 por el

teorema del valor medio
(16) €= %

(17) Basta aplicar el teorema del valor medio teniendo en cuenta que f(2) = -2y f(1) =0
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9. Regla de I'Hopital

1. Calcular los siguientes limites:

22 —Adx 44 , et —e’"
_— b) lim ———
z—0 2senzx

) i Sen T — T cos T 2 —_5_9
¢) im ———— Y
X 3 d) llm ———
z—0 €T ) e z_3

r—2 $2 —4

2. Calcular los siguientes limites:

x 2
, e —x—senx 22
a) lim — fn € 1
z—0 sens x z—=0cosx — 1

et —e T =2
¢) fm ——
z—0 T —senx

3. Calcular los siguientes limites:

a) lm —— i
=0 In(1 + z) b) ilﬂ% 1—cosz
Inz . sen?2z
2 230 cotg x 9) PL% xd +
4. Calcular:
, 1
a) i%l‘cotg.ﬁ b) lim ( — cotg :z:>
z—0 \ &
) - 1 1+x—¢"
¢) lim (e —x)= m —————
) ac—>o( ) d) ilﬂ% sen?
5. Calcular:
2_5_9 1\"*
0 1 V52 b Jin (1- %)
r—3 xr—3 Lo z
6. Calcular:
e“senx — T —senx
e seny — & b) lm ———
a) :llg%) 922 1 oA ) 250 tgx —senx
7. Calcular:
1 1 ’ €T ™
, I b) lim x(artge —7)
2 ignl (lnx sc—1> e 2
8. Calcular:
lim (Inz)*" LY
a) lim (Inz) b) lim (1 +tg )
T —00 X

9. Calcular:
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10.

11.

12.

13.

14.

- Vi+l—+vzr—1 b) lim Inv/1—cosz
=00 /T + 2 — /T — 2 =% In(1 — cosx)

a)

Calcular, si existen, los siguientes limites:

a) lim (senx)'&” Sen
z—0+ z—0 ‘x|

Calcular:

VaZ+1-1 m (22 — 1) tg —
a) lim ——o— b) Jim (@7 = 1)ts 5

. [m—8
ot (2+1>

Calcular los valores del nimero real a sabiendo que:

ar _ | _
@) lim 2% g p) tim BUFAT)
z—0 €T z—0 sen 2x

2z
1’[[] —_— 4
2 o0 In(ea® — 1)

Calcular los valores de A # 0 para los cuales:

sen .132

e B —
250 cos2 \x — 1
Calcular:

a) lim(z —2)In(z —2) b) lm z™"®

r—2 z—0

8=
8=

s ’ 3 _ -
c) alclino(cosx +senx)= d) mlggo(m 1)

e) lim Va2 +2

T—00

Soluciones:

(
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(b) —1 a la izquierda y 1 a la derecha
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10.

10.

11.

12.

13.
14.
15.

16.

17.
18.

. Determinar un punto de la curva de ecuacién y = xe™

Problemas de optimizacién

. De todos los cilindros que pueden inscribirse en una esfera de 9 cm de radio, hallar la altura y el

radio del que tiene mayor volumen.

. Descomponer el nimero 8 en dos sumandos positivos de manera que la suma del cubo del primer

sumando mas el cuadrado del segundo sea minima.

. En qué punto de la pardbola y = 4 — 22 la tangente forma con los ejes coordenados un tridngulo

de area minima?

Determinar el punto de la pardbola y = 22 que estd mas proximo al punto (3,0).

=* on el que la pendiente de la recta tangente

sea maxima.

. Considérense las funciones f(z) = e” y g(x) = —e™*. Para cada recta r perpendicular al eje X, sean

Ay B los puntos de corte de dicha recta con las gréaficas de f y g respectivamente. Determinese la
recta r para el cual el segmento AB es de longitud minima.

El coste del marco de una ventana rectangular es de 12,50 euros por metro lineal de los lados
verticales y 8 euros por metro lineal de los lados horizontales.

a) Calcular razonadamente las dimensiones que debe tener el marco de una ventana de 1 m? de
superficie para que resulte lo mas econémico posible.

b) Calcular, ademas, el coste de este marco.

. De entre todos los rectangulos situados en el primer cuadrante que tienen dos de sus lados sobre

los ejes coordenados y un vértice en la recta r de ecuacién

X
bl -1
5 TV

determinar el de drea méaxima.

. Considérese el recinto limitado por la curva y = 22 y la recta y = 3. De entre los rectangulos que

tienen un lado sobre la porcién de recta que queda sobre la curva y los otros dos vértices sobre la
parabola, determinar el que tiene drea maxima.

Un trozo de alambre de longitud 20 se divide en dos trozos. Con el primero se forma un rectangulo
cuya base es el doble de su altura y con el segundo trozo se forma un cuadrado. Encontrar las
longitudes de ambos trozos para que sea minima la suma del area del rectangulo y la del cuadrado.

Una cartulina tiene forma rectangular con 30 cm de base y 20 cm de altura. Se quiere construir un
cajon sin tapa con la forma resultante tras recortar cuatro cuadrados de lado x en cada esquina
de la cartulina. Calcular x para que el volumen del cajéon resultante sea méaximo. Calcular dicho
volumen.

Hallar el rectangulo de area méaxima inscriptible en un tridngulo isésceles de base 6 cm y altura
10 cm.

Hallar el rectangulo de area méxima inscriptible en un semicirculo.
Demostrar que de todos los rectangulos de igual perimetro, el de drea maxima es el cuadrado.

Hallar el cilindro de maximo volumen inscriptible en un cono recto circular de radio 10 cm. y altura
20 cm.

Demostrar que todos los cilindros de igual superficie, el de volumen méaximo es el de altura igual al
diametro.

Inscribir en una esfera el cilindro, de volumen maximo.

Idem de &rea méaxima.
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19. Demostrar que la altura del cono de volumen méximo inscrito en una esfera vale los 4/3 del radio.
(Tomar como variable dicha altura.)

20. Calcular las dimensiones de un depésito coénico invertido abierto, de 2000 litros de capacidad, de
modo que requiera la minima cantidad de superficie.

21. Sabido es que el desarrollo de la superficie lateral de un cono es un sector circular. Dado un circulo,
icudl es el sector correspondiente a un cono de maximo volumen?

Soluciones:
(1) r=3v6, h=6V3
(2) 2y6
-2 -2
3) z= 5 T =5
(4) z=1
(6) z=
(6) z=
(7) 80 cm y 125 cm
(8) El que tiene un vértice en (1, %)
(9) El que tiene un vértice en (1,1)
180 ., 160
10) 7y 17
25—5v7
(11) ==~
(12) La base es 3 cm y la altura 5 cm.
R
(13) La base es Rv2 y la altura 75
(14) La base debe ser la cuarta parte del perimetro.
(15) El radio es 23—0 cm y la altura ? cm.

(16) El radio es ,/6% y la altura el doble. S es el area total.

(17) El radio es RT? y la altura 27%

El radioes r =R %

™

El angulo debe ser Lﬁﬂ'. Aproximadamente 294.

(18)

(19)

(20) El radio es r = { 3Y2
(21) 5

11. Representaciéon de funciones

1. Estudiar y representar las siguientes funciones:

1
b) y=z+ —
T
2. Representar graficamente la funcion y = 23 — 3.

3. Dada la funcion

rz—1
r+1

y:

determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los de concavidad y convexidad, los
puntos de inflexiéon y las asintotas. Esbdcese su gréfica.
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4.

10.

11.

Se considera la funcion:
oz
y= 241

a) Halle sus asintotas, maximos y minimos.

b) Represéntese graficamente la funcion.

cién:
_ 20— 1

y_
s

. Representar graficamente la funcién:

23

e

estudiando las asintotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Calcular las asintotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion: y =

representarla graficamente.

. Se considera la funcién:

(x+1)?
eac

Hallar los extremos locales y los puntos de inflexién. Representar graficamente la funcion.

2 T

. Sea la funcién f(x) = z%e™".

a) Comprobar que la recta y = 0 es asintota horizontal en +oc.
b) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

¢) Con los datos anteriores, hacer una representacion aproximada de la funcion.

Representar graficamente las funciones:

a) y=xlnz b) y

Sea f(x) =2—x +1Inz con x € (0,00). Se pide:

a) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos.
b) Determinar los intervalos de concavidad y convexidad.

¢) Determinar las asintotas y esbozar la grafica.

Soluciones:

(1)

1
z

22

. Estudiar (dominio, crecimiento, méximos, minimos y asintotas) y representar graficamente la fun-

y
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12.

10.

11.

12.

INTEGRAL INDEFINIDA

Integral indefinida
. Calcular las siguientes integrales inmediatas:
(a) /(4x275x+7) dz (b) / ! dx
Jx

. Calcular las siguientes integrales inmediatas:

(a) /(x —senz) dz (b) /(ﬂc2 +4)z(2® — 1) da

. Calcular las siguientes integrales inmediatas:

(a) /\/ﬁdz (b) /(senx—l—ez)d:c

. Calcular las siguientes integrales inmediatas:

(a) /sen(m —7) dz

7
(b) /cost dz

. Calcular las siguientes integrales inmediatas:

dx

rz—1

(@ [ar w [

. Calcular las siguientes integrales inmediatas:
3 dx dx
b .
@ [ 0 [ ==

Calcular las siguientes integrales:

@ [

dx
r—4

dx

[

. Calcular las siguientes integrales:

(a) /eg”*4 dz

(b) /672$+9 dz

(c) /65“" dz

. Resuelve las siguientes integrales de tipo arcotangente:
dz 4 dx 5dz
" b Bl o
(a)/4+a;2 ()/3+5L‘2 (0)/4x2+1

Calcula las siguientes integrales del tipo arcoseno:
dz dx
(a) / — () / — =
Vv1—A4zx Vi —x
Calcular las siguientes integrales racionales:

@ [ ) /*“4 de

z+1
Calcular las siguientes integrales:

22 —bx +4
r+1

dx

25

(c) / 2xl+ 7

© [@-1d

o f g

-3+ —1
d
(0 [
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

INTEGRAL INDEFINIDA

2¢ + 3
(@) /<x—2><x+5> dr

Calcular las siguientes integrales:

@ [ 7=

Calcular las siguientes integrales:

T+ 2

(b) /mdx

2 _
(b) /de

3+ 22 - 22

202 4 Tx — 1
(a) 3.2 _
x> +x x—1

Calcular las siguientes integrales:

1
S S
e () /3x2+6x+6 .

T —2

3r+1
b ——d
()/2x2+x+2 .

(a) /x2+2x+2dm

Calcula las siguientes integrales:
(a) /cosxsen?’:z:dx (b) /2:1:6‘”2 dz

Calcular las siguientes integrales:

(a) /m4e””5 dz (b) /xsengc2 dz

Calcular las siguientes integrales:

(a) z dx

Calcular las siguientes integrales:

(a) / NCEEE

(b) /senxcosa: dz

3z
(b) /72—6372 dx

nz)?
(b) /wdgj

X

Calcular las siguientes integrales:
(a) /tgacsec2 x dz

Integrar por partes:

(a) /$263r dz

(b) /e%dx

Integrar por partes:

(a) /xcosx dz (b) /x?’senm dz

Integrar por partes:

(a) /arcosxdx (b) /:Ccos3a: dz

Calcula / cos(Inz) dx integrando por partes dos veces.

Calcula:

(C)/<

(22 +3)°

z do

26

© [ w55

z—1
(e) /2x2+4x+3dx

(d) /éln?’xdx
@ | =

(e) /cosf’a:dglj

(@ [V =2ula -1 do

(o) /msenxdm
(¢) /artgmdx

(¢) /xlnx dz

(¢) /m5e_13 dz
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26.

27.

28.

29.

30.

INTEGRAL INDEFINIDA

W [Fra o w [ gne o [2e
Calcular:

DfEE w2
Calcular:

(0 [oviFias 0 [
Calcular:

(a) /senzwda: (b) /coszxdx

Encuentra la primitiva de la funcién:

1

fla) = 1+ 3

que se anula para x = 0.

Halla la funcién F(x) para la que

27

31. De todas las primitivas de la funcion y = 4z — 6, jcuél de ellas toma el valor 4 para x = 17

Soluciones (no se ha puesto la constante de integracion):

K 5,
2 _ 522 47 (b) 2YEL () Llnf2z + 7]
2 6

4 z—1)4
3z 2:E2 (c) ( 4)

(b) arsenz (c)

(z—4)3
3

o

arsen Z

5 (c) arsene”

[T ST

(b)
2 3 2
—6z+10Infz+ 1| (b) T +z+3Inlz+1] (c) HF — F —

|£2 + 3z — 10| (b) % In(z? + 1)+ 2 artgz (¢) 2In(z + 2) + In(z — 2)

S

E o

N ol

=3
8
I

3 (b) % artg (x + 1) (¢) artg(z+2)

(a)
(a)
(a)
(a)
(a)
(a)
(a)
(a)

3v15 t 4x+41

a %1n(z2+2x+2)—2artg(x+1) (b)iln(2x2+;t+2)— 1o artg “ A

sen z

(a) =5

25

(a) = (c)
(a) VaZ 15 (b) —252 (c)

(8) € (0) srigyr (@)

8(x2+3)4

z
arsen 3

C 2
(b) _Coza:

4costz

1n(a:—2)—%1n(a:+1) () —%ln|x+2|+21n|z—1|+%ln|z\ (¢) %ln|x+1|—%ln|x—1|—

z—3In|z — 2|

_tr 1
4(x—1) 4(x+1)

(¢) 1 In(22% +4z+3) — V2 artg (z+1)v2
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13.

(a) M (b) =3 |2 — 622 (c) V(@2 =22)%

3

tgx ( ) (1+lnz) ( ) 2\/(1+5cosz)5

2

(a)

(a) (922 —6x+2)e3z (b) =2 (¢) z artga — L In(1 + 2?)
)
)

3 1.2

(a cosz + 3z%senx — 6senz + 6z cosx (c) %x21nm71x
(a
zcoslnz + 2 sxsenlnz

a) (Inz)? (b) In(lnx) (¢) cosl (d) %( artg z)?

(a) —2cos /7 (b) vTlnz — 2z (¢) z (Inz)? — 2zInz + 2z

\/m@c—m() 2VEFT(@—2) (¢) —lnfo — 1|+ 23 +In| — 1+ &l — In [1 + V]

cosxz +xsenx (b) —x

x arcosz — V1 — z2 (b) %cos 3z + %m sen 3z (c) —%(1 + 13)3_“3

15
(a) % - 7senxcosx (b) %I+%SEHICOSI (c) %ez (senx + cos x)
£1n |1+ 3z
= +3
20% — 6z — 7

Mas integrales indefinidas

Calcular las siguientes integrales:

2 2
1. /1+x dz 2. /ﬂ dx 3. /cos?)x dx
NG @+ 1)?
1
4. / B % 5. /7 dz 6. /(tg2x +sec2z)? dz
cos2 1+ cosz
(multiplicar y dividir por 1 — cos ;v)
1 1 1
7. ——dx 8. /* dr 9. /7 dr
/ Vi — 12 9 4 22 25 — 1622
1 1 T
10. —d 11. R — | e
/ 472 +9 . / zv4r? -9 ’ 12 / V1— 26 dr
(hacer t= x3)
x 1 323 — 422 + 32
13. —d 14. —d - = =
/z4+3 o /x\/x‘lfl v 15. / 2 +1 dz
(hacer t = z?)
secx tgx z+3 1
16. _ 17. 18. ——d
/9+4sech v w/l—xQ /x2+10x+30 m
1 1 1
19. /— dz 20. /27 de 21. / d
V20 + 8z — a2 222 +2x +5 2v/28 — 122 — 22
1 x4+ 2 / 3
22. — dx 23. 24. r—2)2 dz
/\/5—4.’1’5—.%‘2 V4 —x2 ( )
1 1
25. ——dx 26. —dx 27. V3r—1dz
/ (x —1)3 / vr+3 /
28. /\/2—33@ dx 29. /x\3/2m2—|—3dx 30. /\/1+x4 22 dx
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31 /M dz 32. /(x — 1)z dz 33. /(ac2 —2)*(2z —1) dz
1 2 _
o ot b [LVE? o, [EXNE=2
VaZtor—4 N2 NS
37. /sec3x tg 3z dx 38. /008602 2z dx 39. /xsec2 z? dx
40. /thxdx 41. /cos4xsenx dx 42. /# dz
V5 — 2?2
2
43, [ =L 44, / 3% da 45. / £ dx
V1—4tg?x
46 /(egﬂ +1)3e dz 47 / dr e
49. —rt 2y 50. /(ez +1)% da 51. [ (e —2°) dx

dx 53

e(E
| —dz 54.
2 43 /\/lfeh

52.

55. [ a%e® d 56. /111(302 +2)dx 57.

58. arsen x dx

rsenz dr 59. /x2 Inx dx 60.

/e /
[ /
/ /
/ /
/ /
/ /
| = /
= /

arcos 2z dx

2

64. z“senx dzr 65. /
67. | xsec’3x dx 68. /x artg x dx 69. [ z%e3" dx
3 ne
70. z”senx dzr 71. x arsen z? dz 72. —de
T
22+ 3z —4
4.
73. o 9 7 /a72 3m 4 dz 75. x2—2x—8d
20+ 1 3
. d
76. x —2)? [ /x —l—w—i—l s 22422 +6 o
rz—1 4o —1
. —d d
™ /:v2+437+5 . 80. /2$2+3LL‘+2 .

Soluciones: (no se ha puesto la constante de integracion):

2z (14 :v + 13:2) (2) 121 (3) %seni’)a: (4) secx (5) — cotgx + cosecx (6) tg 2:v+sec2:c —z (7) arsen g (8) % artg

1)
)

(

(9 iarsen‘% (10) éartg 5 (11) %artg\/4z2 -9 (12) %arsenx3 (13) \GF artg”” 3 (14) % (15) % — 4z + 4 artgx

(16) é 1rtg;Ebecz (17) —v1—x2? + 3 arsenz (18) %artg% (19) aursenT4 (20) %artg 2241 (21) arsen x+6

(22) arsen £12 (23) —VAz — 22 +4 arsen 52 (24) 2(z—2)3 (25) fﬁ (26) 2v/& + 3 (27) 2(3x— 1) (28) —2(2— 395)3

9) f5 43t 0) Ja+aht g - sy () 4ot =40 a? (39) J ) 00 VIR ) F1vE)

(36) %xi % 423 (3 (3 ) % sec 3z (38) —5 cotg 2z (39) 5 Ltgx? (40) tgz—x (41) _g cos® - (42) arsen I\F (43) 5 arsen (2tgx)
a2

(44) 11‘33% (45) e (46) CHUY (47) ¢ — In(e” + 1) (48) —Le3? (49) —Le~+2 (50) Le27 4 2% 4z (51) e® — 2T

(52) 53)

arsen e” (54) 411 = (55) %ezz (2 — 1) (56)  (In(z? +2) — 2) + 22 artg % (57) z(Inz — 1)
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58) —x cos x+senx (59 5” lnmf—x 60) z arsen z++v'1 — z2 (61 martnglln 1+z2) (62) 2 secrtgx + In|secx 4+ tgx
2 2
63 xarcos?x—7\/1—4x2 64) —x2 cosx + 2 (zsenx + cosx) (65 1 23e2% — 332627 4 35620 _ 322 (66) wsenx + cosa
i 1 8
(67) lxtha}—f ln|secx\ (68) %(x +1) artgz—fx (69) — l 32 (g2 + x—i— 5) (70) —x3 cos x+3x2 sen x+62 cos z—6 sen
(71)
(77)

3
71 %x arsen x + V1—2a?(72) — 1“z+1 (73) § iin ;”Jrg‘ (74 %ln}(z+ 1)(z — 4)*| (75) z+In |(z + 2) (m —4)4| (76) 1n|3072|7£

77) In(2? +z + 1) (78) % artg 2L (79) %ln(:c + 4z +5) — 3 artg (z + 2) (80) In(222 + 3z + 2) — 7 artg 22£3

NG V7

81. Demostrar la siguiente férmula de reduccion:

—1
sen™ “xcosx m-—1 _
sen" z dzr = — + sen™ 2z dz
m m

82. Aplicar la férmula anterior para calcular la integral de sen? z.

83. Calcular la integral de sen® .

84. /secx dx Con el cambio t =senx dt = cosz dx

1
/Secx dx:/ dx
Ccos T
1 1 1
:/ dtz/ 5 dt
COS T COS T cos? x

1 1 1 1 1
o dt=g [ dir g [t
/1—t2 Al

1 1

1 1+4+¢ 1 1+senx
=-In|— =-In|—| 4+ C
2“‘1—t’+0 2n‘1—sen1: *
=In|secx + tgx|+ C
85. /sec?’x dx Por partes u = secx ; dv =sec?z dx

/sec3x dx = /secxsech dx

sen sen? x
=secrtgr — [ tgr —— do =secztgr — 3
cos? x cos3
1—cos?z
=secrtgr — [ ——=— dz
cos3 x

1 1
:secxtgaj—/ 3 dx—l—/ dz
cos® x coszT

:secxtgx—/secgzdx+ln\secz+tg:c|
2/sec3x dz =secxtgx + Inlsecx + tgz| + C

1 1
/sechdz = isecxtgz+ §ln|secx+tg:1:| +C
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86. /ﬂdx Con el cambio x =sent; da =costdt
/\/17:1:2 dx:/\/lfsen%costdt

:/COStCOStdtZ/COSQtdt

(t+sentcost) + C

(arsenx—ﬁ—xx/l —:c?) +C

N~ N~

87. /\/ﬁ dz  Con el cambio x =sect; dx = UL dt

cos? t
t
[ Vet = [ Ve ro1 2 ar

cos?t
sent sent sent
= / tgt dt = / = dt
cos? t cost cos?t
2 2
sen”t 1 —cos“t
:/‘ &:/4447&
cos3 t cos3 t

:/secstdtf/sectdt

1 1
= isecttgt—i— §1n|sect+tgt| —In|sect +tgt|+ C

1 1
= Esecttgt— §ln|sect+tgt| +C

:%x\/folféln’er\/fol‘JrC

14. Integral definida

1. Se define el valor medio de una funciéon f(z) en un intervalo [a,b] como el cociente

1 b
b—a/ f(z) dx

Calcular el valor medio de la funcion f(z) = x - v/4 — 22 en el intervalo [0, 2].

2. Sea f una funcion definida por

2+ 1

)

flz) =

Hallar ¢ tal que

2 1<x<3

3
fO =5 [ 1@ da

3. Sea
2x 5
F(x):/ el” dt
0

Hallar el valor de F’(0).

31
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4.

10.
11.

12.
13.
14.
15.

16.
17.

18.
19.

20.
21.

22.

23.

24.

INTEGRAL DEFINIDA 32

Determinar el valor maximo y minimo de la funcién

F(z) = / Int dt
1

en el intervalo [2, 10].

. Determinar la siguiente integral definida:

2
/ 2% — 4| da
—4

. Hallar el area encerrada por las funciones f(z) =z y g(z) = 2?.

Dadas las funciones f(z) = 2z — 22 y g(z) = 2?

entre ellas.

— x — 2, encontrar el valor del area comprendida

. Dadas la pardbola y = 6x — 22 y la recta y = 2z, determinar el area limitada por ambas.

. Determinar el area de la region limitada por las curvas y = 22, y = /z y lasrectas z = —1y = = 1.

Calcular el area de la region limitada por la funcién f(z) = 22 — 4z + 3 y el eje OX.

Averiguar el area comprendida entre la grafica de la funcion f(z) =
r=—-1lyx=1.

ﬁ, el eje OX y las rectas

Calcular el area limitada por la grafica de la funcién y = cosx entre z = 7, x = ?jf y el eje OX.

Calcular el area encerrada por la curva y = x senz y las rectas y = 0, v =0y z = 3.

Hallar el drea limitada por la curva y =Inx y lasrectas y =0y x =e.

Hallar el area del recinto limitado por los ejes de coordenadas, la recta y = 2 y la curva cuya

ecuacion es y = v — 2.
Hallar el area del recinto plano delimitado por las rectas y = = e y = 22 y la parabola y = z2.

Determinar el area del recinto limitado por las graficas de las funciones f(z) = 23 — 2z y g(x) = 2?

cuando solo se consideran valores positivos de x.
Hallar el drea de la region limitada por las curvas y = [z| e y = 22 — 1 y lasrectas v = —1 y z = 1.

Representar la region del plano limitada por y = Inz, su recta tangente en x = e y el eje OX.
Calcular su area.

Encontrar el area del recinto limitado por las curvas y = |z — 2| e y = 22 — 42 — 2.

Calcular el volumen engendrado al girar alrededor del eje OX el recinto limitado por las gréficas
de las funciones y = 2z — 22 e y = —x + 2.

La curva y = fﬁ, los ejes de coordenadas y la recta = 4 limitan una superficie S. (a) Calcular
el area de S (b) Determinar el volumen de la figura generada por S al dar una vuelta completa
alrededor del eje OX.

Considérese la figura plana encerrada entre las curvas y = /z e y = 22 cuando 0 < x < 1. Hallar
el volumen que genera esta figura cuando da una vuelta completa alrededor del eje OX.

Se considera la funciéon
8
f@)=azx+b+ —
x
Calcular a y b para que la gréafica de f(z) pase por el punto (—2, —6) y admita en dicho punto una

tangente horizontal. Calcular también el area limitada por la grafica de f(z) y las rectas z = 1,
r=2ey=0.
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25. Si la integral definida de una funcién en el intervalo [1, 2] verifica que ff f(z)dx > 1, jes cierto que
para todos los puntos x € [1,2] se tiene que f(z) > 07

26. Sabiendo que la funcion f es derivable en todos sus puntos y su derivada verifica f'(z) > 1 para
cualquier valor de z y que f(0) = 3, demuestra que f(2) > 5.

27. Dada la funcién f(z) = ax® +bx? 4+ cx + d se sabe que tiene un méaximo relativo en x = 1, un punto
de inflexion en (0,0) y que fo x) dx = , calcula a, b, c y d.

28. Hallar el valor de a sabiendo que el area limitada por la grafica de la parabola y = 2

OX es de %

—azx y el gje

29. Dos constructores tienen una parcela que han de repartirse en partes iguales para la construccion
de un centro comercial. La parcela es la regién plana encerrada entre la parabola y = z2 y la recta
y = 1. Si deciden dividir la parcela mediante una recta y = a paralela a la recta y = 1, hallar el
valor de a.

30. Determinar el valor del parametro a para que el area limitada por las gréficas de f(z) = az y
glx) = %2, en el primer cuadrante, sea igual a 3 unidades cuadradas.

31. Sea y = 22 + a. Calcular el valor de a para que las tangentes cuya abscisa tenga valor absoluto
1, pasen por el origen de coordenadas. Hallar el area del recinto limitado por la curva y las dos
tangentes.

32. Se considera la funcion y = xe®*, donde a es una constante no nula. Calcular el valor de a si sabemos
que el area limitada por la curva y = ze®” y las rectas y =0, x =0, y x = 1 es igual a a%

33. Determina el valor de a sabiendo que el 4rea comprendida entre la parédbola y = 22 + ax y la recta
y+2x =0 es 36.

34. Con ayuda de la calculadora representar y calcular el area encerrada por las curvas y = cos2zx e
y=In(z—1).

35. Lo mismo para las curvas y = cos § e y = cos 2z para = € [0, 27].

36. Lo mismo para las curvas y = 2senz e y = ez 4 + 1.
™

37. Representar el area encerrada por la curva y = tgx, x € (—5, %), su tangente en el punto de
abscisa © = 7 y el eje OX.

Soluciones: (1) % (2) c=+v3(3)2(4) F(2) = 2In2 -1, F(10) = 10ln 10 -9 (méximo y minimo absoluto) (5) %

6) 5 (1) 32 (8) F (93 ( 3 (11) n2 (12) 2 - V2 (13) 1 (14) 1 (15) 3 (16) § (17) § (18) § (19) § — 1 (20) 2
(21) %ﬂ (22) 4In 2,27 (2 3) (24) 2,2,5481In2 (25) no (26) Aplicar el teorema del valor medlo del calculo diferencial

0)
(27) —1,0,3,0 (28) 4y —4 (29) 7 (30) 3 (31) 1,3 (32) 1 (33) 5y — 7 (34) 0,668 (35) 3,63 (36) 10,1 (37) 1,30

15. Problemas de selectividad. Calculo.

1. Se considera la ecuacion z® + A\z2 — 2z = 1. Utilizando el teorema de Bolzano de los valores
intermedios:

a) Probar que si A > 2, la ecuaciéon admite alguna solucion menor que 1.

b) Probar que si A < 2, la ecuacion admite alguna solucién mayor que 1.

2. Se considera la funcion

f(x)_{eI—lsi.x<0

2 +xsiz>0

Contestar razonadamente a las siguientes preguntas:
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a) {Es continua en el punto x = 07
b) ;Es derivable en el punto z = 07

¢) (Alcanza algin extremo?

3. Se considera la funcién:

-2
z 1 six <2
T —

f(x)— 3x2 — 2z .
— siz>2
T+ 2

a) Estadiese si f(x) es continua en z = 2.
b) Calculese la ecuacién de la recta tangente a f(x) en el punto = = 3.

¢) Calcilense sus asintotas oblicuas.

4. Se considera la funcién real de variable real definida por:

f(x):{\?’/ac—2 siz>2

x(r—2) siz<2

a) Estudiar su continuidad y derivabilidad.

b) Hallar la ecuacion cartesiana de la recta tangente a la grafica de f en el punto (3,1).

5. Dada la funcién:

$‘5—$8

1— 26

flz) =

34

a) Encontrar los puntos de discontinuidad de f. Determinar razonadamente si alguna de las

discontinuidades es evitable.

b) Estudiar si f tiene alguna asintota vertical.

6. Calcular los siguientes limites:

. Incos(3x 4 — /4=
a) lim 7() b) lim Rk °
z—0 In cos(2x) z—0 4x

7. Sea la funcién:

flz) =

2 —cosx

senx

definida en el intervalo cerrado y acotado [—2m, 27]. Se pide:

a) Calcular los puntos del intervalo dado donde f alcanza sus valores maximo y minimo absoluto.

b) Dibujar la grafica de f en el intervalo dado.

/3
c) Calcular/ f(z) dz
0

8. Calcular la base y la altura de un tridngulo isosceles de perimetro 8 y area maxima.

9. Se considera la funcion:

2z —1)?

F@) = e

a) Calcular las asintotas, el maximo y el minimo absolutos de la funcion f(z).

1
b) Calcular/ f(z) dz
0
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10. Sabiendo que la funcién f(x) tiene como derivada
()= (x —4)*(z* -8z +7)

a) Hallar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
b) Hallar los maximos y minimos relativos de f.

¢) (Es el punto z = 4 un punto de inflexion de f? Justificar razonadamente la respuesta.

11. Sea f(x) una funcion derivable en (0,1) y continua en [0, 1] tal que f(1) =0y

/1 2zf'(z) de =1

0
1
Utilizar la férmula de integracion por partes para hallar / f(z) da.
0

12. Calcular un polinomio de tercer grado p(z) = ax® + bx? + cx + d sabiendo que verifica:

a) Tiene un méaximo relativo en x = 1.
b) Tiene un punto de inflexion en el punto de coordenadas (0,1).

¢) Se verifica:

se pide:

a) Hallar la ecuacion de la recta tangente a su gréfica en el punto (a, f(a)) para a > 0.
b) Hallar los puntos de corte de la recta tangente hallada en el apartado anterior con los dos ejes
coordenados.

¢) Hallar el valor de a > 0 que hace que la distancia entre los dos puntos hallados sea minima.

14. a) Dibujar la gréfica de la funcion f(z) = f—fl indicando su dominio, intervalos de crecimiento y

decrecimiento y asintotas.

b) Demostrar que la sucesion a,, = f—fl es mondtona creciente.
¢) Calcular lim n?(a,q1 — ay)
n—o0

15. Calcular:
/2 dz
1 1242z

16. a) Calcular los valores de a y b para que la funcion:

3x 4+ 2 six <0
f(x) =< 2%+ 2acosz si0<z<m
ax? +b siz>m

sea continua para todo valor de z.

b) Estudiar la derivabilidad de f(z) para los valores de a y b obtenidos en el apartado anterior.

17. Dada la funcién f(x) = ze*® se pide:
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a) Dibujar su grafica indicando su dominio, asintotas, intervalos de crecimiento y decrecimiento,
maximos y minimos relativos, intervalos de concavidad y convexidad y puntos de inflexién.

b) Calcular el area comprendida entre el eje OX y la grafica de f(z) entre —1 < z < 1.

18. a) Hallar los maximos y minimos relativos y los puntos de inflexion de la funcion:

3z +x+3
f@) = —F5——7—
4 +1
b) Determinar la funcién F(x) tal que su derivada sea f(x) y ademas F(0) = 4.
19. Sea g una funcién continua y derivable de la que se conoce la siguiente informacion:

a
b
c

d

g'(x) > 0 para todo z € (—00,0) U (2, 00), mientras ¢’(z) < 0 para todo z € (0, 2).
¢"(x) > 0 para todo z € (1,3) y ¢"(x) < 0 para todo = € (—o0, 1) U (3, 00).
9(=1) =0, 9(0) =2, g(2) = L.
hm g(xz) = —ooy lim g(z) =3.
——00 T—0o0

)
)
)
)

Teniendo en cuenta los datos anteriores, se pide:

a) Analizar razonadamente la posible existencia de asintotas verticales, horizontales u oblicuas.
b) Dibujar de manera sistematica la grafica de g(z).

) Si G(x) = [ g(t) dt, encontrar un valor zo tal que G'(zq) = 0.
20. Estudiar los siguientes limites:

7 T 2
a) xlggo (e® —a?)

, 4% 45"
lim

b)
21. Obtener los maximos y minimos relativos y los puntos de inflexion de la funcion:
f(@) = 2 (Ina)’
siendo In z el logaritmo neperiano de x.

22. a) Para cada valor de ¢ > 0, calcular el area de la region acotada comprendida entre la grafica de
la funcién

f(z) = ca* + %1‘2 +1,
el eje OX y lasrectas x =0y x = 1.
b) Hallar el valor de c pare el cual el area calculada en el apartado anterior es minima.
23. Dada la funcién
flo)=e""(a* +1)
se pide:

a) Dibujar la grafica de f estudiando el crecimiento, decrecimiento, puntos de inflexion y asintotas.

b) Calcular fo ) dz.

24. a) Calcular /x3 Inz dz
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

37

b) Utilizar el cambio de variable x = ¢! — e~ para calcular:

1
——dz
/ V4 + z?
Indicacion: Para deshacer el cambio de variable, utilizar:

r+ V2 +4
po Ve T

t=1
2

Calcular el siguiente limite:

1 r+1
1' 1 -
acggo( +a332+41'—|—8>

segun los valores del pardmetro .

Calcular la integral
F(z) = / t2et dt
0

Si la derivada de la funcion f(z) es:
f'(@) = (z = 1)*(z - 5)
obtener:

a) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.
b) Los valores de = en los cuales f tiene méximos relativos, minimos relativos, o puntos de
inflexién.
¢) La funcion f sabiendo que f(0) = 0.
Dada la funcién:

In(1 + az) — bz

5 sil+axr>0yxz#0

- = sizx=0

se pide:

a) Hallar los valores de los parametros a y b para los que la funciéon f(z) es continua en z = 0.
b) Para a = b = 1 estudiar si la funciéon f es derivable en x = 0 aplicando la definicién de
derivada.

Dada la funcién:
% +2
T =T
a) Estudiar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x).
b) Hallar los puntos de inflexion de la grafica de f(z).
¢) Hallar las asintotas y dibujar la grafica de f(z).
)

d) Hallar el area del recinto acotado que limitan la grafica de f(z), el eje de abscisas y las rectas
y=z+2 =1

Dada la funcién:

Valnzx
f(z) = 2°
T+ k siz <0

siz>0
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a) Determinar el valor de k para que la funcion sea continua en R.
b) Hallar los puntos de corte con los ejes de coordenadas.

¢) Obtener la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto del abscisa

z=1.
31. Hallar :
3 25 7 3 %
) i | V3F5E =80 b) lim (1+42°)
@ T—00 1+ 2z

32. Dada la funcién f(z) = In(z? + 42 — 5), se pide:

a) Determinar el dominio de definicion de f(z) y las asintotas verticales de su grafica.

b) Estudiar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x).

33. Dadas las funciones:

y=9—2%; y=2zr+1

se pide:

a) Dibujar las graficas de las dos funciones identificando el recinto acotado por ellas.
b) Calcular el area de dicho recinto acotado.

¢) Hallar el volumen del cuerpo de revolucién obtenido al hacer girar alrededor del eje OX el
recinto acotado por la grafica de y = 9 — 22 y el eje OX.

34. Obtener el valor de a para que:

2
2 _ axr
i (223) 0 4
z—o0 \ 12 +3
35. Hallar:

16 11
— 8 X xr — 191’* X
a)/l (x—15)° d b)/9 (2 —10)°(z —9) d

4

36. Dada la funcion:

_ 32® 4 5z — 20

1) z+5

se pide:

a) Estudiar y obtener las asintotas.
b) Estudiar los intervalos de concavidad y convexidad.

¢) Representar graficamente la funcion.
37. Calcular los limites:

a) lim (1+ artgz)/® STt 2e”

38. Calcular:

1 T
x
— = _d b) / zcosx dx
2 /0 V4 — 22 o 0

3
39. a) Calcular la integral / V4 + 522 dx
1
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b) Hallar los valores minimo y méximo absolutos de la funcién f(z) = v/12 — 3z2.

40. a) Calcular el siguiente limite:

Ii Ve
1m ——-
T—00 | /o 4 \/E

b) Demostrar que la ecuaciéon 42° + 3z + m = 0 solo tiene una raiz real, cualquiera que sea el
nimero m. Justificar la respuesta indicando qué teoremas se usan.

41. Dada la funcién:

axt+1
3

fz) =

a) Determinar el valor de a para el que la funcién posee un minimo relativo en « = 1. Para ese
valor de a obtener los otros puntos en que f tiene un extremo relativo.

b) Obtener las asintotas de la grafica de y = f(x) para a = 1.

¢) Esbozar la grafica de la funcion para a = 1.

42. Hallar el valor de A para que la funcién

Az?
€ 3.2 six>0
T
fz) =
sen 2x .
six <0
T

sea continua. Razonar la respuesta.

43. Dado el polinomio P(z) = 2+ ax?+bx + ¢, obtener los valores de a, b y ¢ de modo que se verifiquen
las condiciones siguientes:
o El polinomio P(z) tenga extremos relativos en los puntos de abscisas z = —%, r=-1

¢ La recta tangente a la grafica de P(x) en el punto (0; P(0)) sea y = x + 3.

44. Sabiendo que la funcién F(x) tiene derivada f(x) continua en el intervalo cerrado [2;5] y, ademas,

que:
F(2) =13 F(3) =2 F(4) = 6; F(5) = 3; f(3) =3y f(4) = —1;
hallar:
5
o f(z) dx

2

45. Calcular razonadamente las siguientes integrales definidas:

a w/2
(a) / e** cosx da (b) / _sen2r
0 o 1+cos?2x

46. Dadas las funciones:

B e ke

f(x)

se pide:
(a) Hallar el dominio de f(z) y el lim f(z).
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(b) Calcular ¢'(e).

(¢) Calcular, en el intervalo [0, 27], las coordenadas de los puntos de corte con el eje de abscisas y
los extremos relativos de h(x).

47. Hallar a, by ¢ de modo que la funcién f(z) = 23+ ax? + bz +c alcance en r = 1 un maximo relativo
de valor 2, y tenga en z = 3 un punto de inflexién.

48. Dada la funcién f(z) = cos? z, se pide:

(a) Calcular los extremos relativos de f en el intervalo (—m, 7).
(b) Calcular los puntos de inflexién de f en el intervalo (—m, ).

(¢) Hallar la primitiva g(z) de f(z) tal que g(7/4) = 0.

49. Dada la funcién:

z—3
T) = —
@) =~
se pide:
(a¢) Hallar lim f(z),y lm f(x)
xz—3+ z——3"

(b) Hallar lim f(z),y lim f(z)

50. (a) Sea f(z) una funcion continua tal que

8

/ f(u) du=3

1
hallar:

2

/ f(x®)2? da
1

(b) Hallar el dominio de definicion y las abscisas de los puntos donde la funcién:
@)= /=30 - 2

alcanza sus maximos y minimos relativos.

51. Dada la funcion

Fo) = 3z+A z <3
N 4410z —2%> >3

se pide:
a) Hallar el valor de A para que f(x) sea continua. {Es derivable para ese valor de A?

b) Hallar los puntos en que f/(z) = 0.
¢) Hallar el méximo absoluto y el minimo absoluto de f(z) en el intervalo [4, 8].
52. Dada la funcién f(z) = 22 senx, se pide:
a) Determinar, justificando la respuesta, si la ecuacion f(z) = 0 tiene alguna solucién en el
intervalo abierto (%, 7).
b) Calcular la integral de f en el intervalo [0, 7].

¢) Obtener la ecuacion de la recta normal a la grafica de y = f(z) en el punto (7, f(7)). Recuérdese
que la recta normal es la recta perpendicular a la recta tangente en dicho punto.
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53.

54.

55.

56.

o7.

58.

59.

Dada la funcién:
22%43
T z<0
flz)=<a z=0
1
e = x>0
se pide:
a) Determinar el valor de a para que f sea continua en z = 0.
Para ese valor de a estudiar la derivabilidad de f en z = 0.

)
¢) Hallar si las tiene las asintotas de la grafica de f(z).
)

Representar graficamente el recinto limitado por la grafica de la funcion f(z) = Inx y el eje
OX entre las abscisas © = % y x =e.

b) Calcular el area de dicho recinto.

¢) Calcular el volumen del solido de revolucion obtenido al girar dicho recinto alrededor del eje
0X.

Dada la funcién:

73

f(x):m

se pide:

a) Hallar las asintotas de su grafica.

b) Hallar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(z) en el punto de abscisa z = 2.

Calcular las siguientes integrales:
r—3 23— 22 4ot
2 /3:2—0—9dx %) /1 a3 de

Dada la funcién f(z) = 2cos? z, se pide:

a) Determinar los extremos absolutos en [—%, Z].

¢) Calcular /5 f(z) dz
0

Dada la funcién:

4 27
@)= 1t o

se pide:

a) Hallar las asintotas de su grafica.
b) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y calcular sus puntos de inflexion.

¢) Esbozar la grafica de la funcion.

Dada la funcion:

f(x)

oz
2241
se pide:

(a) Hallar la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de f(z) en z = 0.

1
(b) Calcular/ xf(z) dz.
0
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60. Dada la funcién f(z) = ex, se pide:
a) Calcular lim f(z)y lm f(x) y estudiar la existencia de lim f(x).
T—00 T——00 z—0

b) Esbozar la gréafica de y = f(z) determinando los intervalos de crecimiento y decrecimiento de
f(z) y sus asintotas.

61. a) Sea f:R — R una funcién dos veces derivable. Sabiendo que el punto de abscisa z = —2 es
un punto de inflexion de la grafica de f(z) y que la recta de ecuacién y = 16z + 16 es tangente
a la grafica de f(x) en dicho punto, determinar:

f(=2), f(=2), f"(-2)

b) Determinar el drea de la regién acotada limitada por la gréfica de la funcion G(z) = z* + 423
y el eje OX.

62. Calcular justificadamente:

1—-2x—¢€"
2) lim x—e 2+ sen(3z) D) lim
x—0 xX

63. Dada la funcion:
a—In(l—z) siz<0
fay =" |
e six>0
se pide:
a) Calcular wlgrolo flx)y mgrfoof(m)

b) Calcular el valor de a para que f(z) sea continua en todo R.

¢) Estudiar la derivabilidad de f y calcular f’ donde sea posible.

64. Dada la funcion

se pide:

a) Determinar el dominio de f y sus asintotas.

b) Calcular f'(z) y determinar los extremos relativos de f.

1
¢) Calcular/ f(z) dz
0

65. Dada la funcion

55 1 :
et t+g siz<O
fl@y=<a sizx=0

re® + 3 siz>0
se pide:
a) Hallar, si existe, el valor de a para que f(z) sea continua.
b) Decidir si la funcion es derivable en = 0 para algun valor de a.
¢) Calcular la integral:
Inb

f(z) dz

1
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66. Dada la funcion:

L In(z +1)
22 —4 z+1
se pide:
(a) Determinar el dominio de f y sus asintotas.

(b) Calcular la recta tangente a la curva y = f(z) en x = 0.
(¢) Calcular [ f(z) d

67. Dada la funcién:
sen

fay =4 @

e +1 six>0

siz <0

se pide:
(a) Estudiar la continuidad de f.
(b) Estudiar la derivabilidad de f y calcular f’ donde sea posible.

(¢) Calcular /3 f(z) dz
1

68. (a) Estudiar el crecimiento de la funcién f(z) = 1 + 2x + 322 + 423,

(b) Demostrar que la ecuacién 1+ 2z + 322 + 423 = 0 tiene una tnica solucién real y localizar un
intervalo de longitud 1 que la contenga.

69. (a) Calcular la integral definida

/14(1 —xz)e ¥ dx

(b) Calcular los limites:

wggloo(l - QC)C ; wkrjloo(l - LU)G

70. Dada la funcion:
a+zxzlnx siz>0
z2e” sixzx <0

se pide:

(a) Calcular el valor de a para que f(z) sea continua en todo R.
(b) Calcular f’(x) donde sea posible.

(¢) Calcular /0 f(z) dz
-1

71. Dada la funcién
In(1 —z)
fle)=¢ 1-x

xre x>0

<0

donde In denota el logaritmo neperiano, se pide:

(a) Estudiar la continuidad de f(x) y calcular Lirzl f(x).

(b) Calcular la recta tangente a la curva y = f(z), en x = 2.

(¢) Calcular /1 flz) dx
—1
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72. (a) Determine el polinomio f(z) sabiendo que f(z) = 12, para todo z € R y ademés verifica:
f)=3,rQ)=1y f'(1) =4.

(b) Determine el polinomio g(x), sabiendo que ¢g”(x) = 6, para todo z € R y que ademas verifica:
1 2
/ g(zx)dx =5, / glx)de =14
0 0

73. Estudie la continuidad y la derivabilidad en x =0y en x =1 de:

0 <0

|ltlnz| >0

flx) =
donde In denota el logaritmo neperiano.
Soluciones:

(1) Sea F(z) = 23 + Az? — 2z — 1 continua, F(1) = A — 2. Para A > 2, F(1) > 0 y limy—_oo F(z) = —oo0 significa que
F(x) tiene un cero menor que 1. Razonar igual para A < 2.

(2) (a) si (b) si (¢) no

(3) (a)no (b )y—2 = %(CE—:S) (¢) y=3z —8en +oo

(4) (a) Continua y no derivable en x =2 (b) y — 1 = %(m -3)

(5) (a) evitable en = 1, infinito en = —1 (b) z = —1

(6) (a) 3 (b) §

(7) (@) maximos en —=" y %, minimos en —% y 5{ (b) (c¢) ln%

(8) La base es £ y la altura M (triangulo equilatero)

(9) (a) (b) y=1 maximo en (—5,0), minimo en (570) (¢) #
(10) (a) creciente en (—o0,1) U (7,00) decreciente en (1,7) (b) maximo en z = 1, minimo en = =7 (¢) si

1
(1) —3
(12) a=—-4,b=0,c=2,d=1
(13) (a) y— 3 = —zz(z—a) (b) 22,00y (0,3) (¢) a=1
(14) (a) R — {1}, siempre creciente, y = 2, x = —1 (b) si es creciente para todo x también lo es para todo n (c) 2
11, 3
(15) 5lng
(16) (@) a=1, b= —2 (b) derivable en = 7, no derivable en z =0
(17) (a) dominio R, asintota y = 0 en —oo, decreciente en (—oo, 77) creciente en (75,00), convexa en (—oo,—1),
concava en (—1,00), minimo en x = — 2, punto de inflexién en x = —1 (b) 2 5+ 5 T — %

(18) (@) minimo en = —1, maximo en z = 1, puntos de inflexién en = —v/3, =0y z = /3 (b) 3z + % In(z? +1)+4
(19) (a) no hay asintota vertical, y = 3 es asintota horizontal en +oo, puede haber una asintota oblicua en —oo

(b) () z=~—1

(a) oo (b) O

2 1

méximo en x = e~ ~, minimo en & = 1, punto de inflexién en x = e~

(a) S=£+35+1(b) /2

(a) i:}:‘llnx— %14 +C (b) lngth\/m +C

El limite es 1si a #0y ef si a =0

F(z)=2—-(2+2z+22%)e™®

(a) creciente en (—oo,1) U (5, 00), decreciente en (1,5) (b) maximo en z = 1, minimo en x = 5, punto de inflexion en
r=4(c) f(@) = L@ - —5) - D 4 8

(a)a=b=—-1,a=b=1(b) f'(0)=12

(20)
(21)
(22)
(23) (a) siempre decreciente, puntos de inflexién en = = 1 (tangente horizontal) y x = 3 (b) 3 — 6e!
(24)
(25)
(26)
(27)

(28) 3

(29) (a) creciente en (—o0,0), decreciente en (0,00) (b) z = %, x = % (c)y=1(d)3+ 7%
(30) (a) 0 (b) (0,0), (1,0) (¢) y = 3(z—1)

(31) (a) —1 (b) €2
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(32) (a) (—o0,—5) U (1,00) (b) decreciente en (—oo, —5), creciente en (1, c0)

(33) (a) (b) 36 (c) +23°%

(34) —%1n2

(35) (a) § (b) 57

(36) (a) x = —5,y =3z — 10 (b) convexa en (oo, —5), concava en (—5,00)

(37) (a) e* (b) 3

(38) (a) 2 —+/3 (b) —2

(39) (a) 38 (b) 0, V12

(40) (a) 1

(41) (a) 3, -1 (b)) z=0,y==

(42) 6

(43) 2,1y 3

(44) (a) 2 (b) =2 (c) ¥

(45) (a) f% (1+€2m) (b)

(46) (a) (V3,00), 3 (b) 1 (c) 0,m,2m, T, 3%

(47) —9,15,—5

(48) (a) —=%,0, Z (b) £7, £37 (¢) 1(z + senzcosz) — ﬁTH

(49) (a) 0, —co (b) 1, —1

(50) (a) 1 (b) {-3}U[3,00),z=3

(51) (a) A=8,1n0 (b) =5 (¢) maximo en (5, 20), minimo en (8,12)

(52) () no (b) —4+ 7 (¢) y = L (o —m)

(53) (a) 0,no (b)) y=2z+5,y=1

(54) (a) (5)2—2 (¢) m(e—2)

(55) (@) z=3,y=a+4+6(b) y—8=28(x—2)

(56) (a) 3In(z? +9) — artg 2 +C (b) 2L —In2

(57) (a)cc:O,a:::I:g (b)a:::tg (¢) %

(58) (a) =4, z=—1,y =0 (b) siempre decreciente, x = 2

(59) (a)y==z(b)1-7F

(60) (a) limg oo f=1,1img 5 oo f=1,1im,_,4— f=0,lim,_ 4+ f = oo (b) siempre decreciente, asintotas z =0, y = 1

(61) (a) —16, 16, 0 (b) 22¢

(62) (a) —5 (b) 5

(63) (a) 0, —oo (b) a =0 (¢) no derivable en z =0

(64) (a) R—{-1,-4},2=—-1,2=—4,y=1 (b) maximo en x = —2, minimoen =2 (¢) 1 +9In2 —41In5

(65) (a) a=3(b) no (¢) 8In5—8

(66) (a) z=-1,2=2,y=0(b) y= 3z (c) 3In(x? —4) + <1n(z;r1>>2 s

(67) (a) continua para todo x (b) no es derivable en z = 0, f'(z) es igual a =522 siz < Oy e*(z+1)siz >0
(c) 2+ 2€3

(68) (a) siempre creciente (b) Tiene un cero en (—1,0), no tiene ninguno mas porque es continua y creciente

(69) (a) 4e=* —e~1 (b) 0, 00

(70) (a) a=0(b) f/(x)=1+Inzsiz >0y f'(z) =e®(z% + 2z) si < 0. No es derivable en z =0 (c) 2 — 2

(71) (a) continua en R, 0 (b) y = e~2(4 — z) (c) % +1-— %
(72) (a) f(z) =223 — 422 + 3z + 2 (b) g(z) =322 — 22+ 5
(73) Continua en R, derivable en R — {0, 1}
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16.

10.

. Dada la matriz A = {a

Matrices y determinantes

. Dadas las matrices:

=l om= 0]

hallar las matrices: (a) 24 + 3B (b) AB (c) BA (d) A2

. Sean las matrices

2 6 0
A{_ll Z _22} B=|0 -4 2
-3 1 -5

calcular: a) AB b) BA ¢) BB! d) AB?

. Dadas las matrices:

2
AE ?J B= |3
0

I

comprobar que (BA)! = A'B?.

1 b
que A2 = A?

) . (12
. Qué matrices conmutan con la matriz 0 1 ?

. Sean las matrices A = E :1} y B= [O _3].

3 1 -1

Resolver el sistema:

3X+Y=A4
X -2Y =2B

. Calcular la matriz A2°° + A?° siendo A = F O} .

1 1

. |11
. Dada la matriz A = {0 1].

a) Calcular A% y A3.

b) Hallar una regla general para calcular A™.

. Se consideran las matrices:

0
M= 10
1

O = O
O O =

0
N = |x
Y

o = O
O O =

a) Determinar = e y para que MN = NM.
b) Calcular M99 y 1996,

Se consideran las matrices:

11 1 0
A=10 1 1|, B=|0
00 1 0

S O =

1
1
0

calcular B y A3. (Sugerencia A = B + I).

46

0 .. .
} , ,qué relaciéon deben guardar las constantes a y b para que se verifique
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MATRICES Y DETERMINANTES 47

. Probar que A® =277 1A, siendo A = E ﬂ

Hallar la inversa de A = E ﬂ aplicando la definicion.

(a) Calcular todas las matrices diagonales de orden 2 que coinciden con su inversa.
(b) Si A es una de estas matrices, calcular su cuadrado.

Si Ay B son matrices diagonales de orden 2 demostrar que AB = BA.
(a) Demostrar que la matriz A = % ﬂ verifica una ecuaciéon del tipo A2 + oA + BI = 0,

determinando o y 5 (I denota la matriz identidad).
(b) Utilizar el apartado anterior para calcular la inversa de A.

Calcular los siguientes determinantes de orden 2:
2 5 -3 1 0 0 37
2 ‘3 4‘ b) ‘ 4 0’ 2 ‘1 —25‘ 9) ‘0 0‘
Calcular los siguientes determinantes de orden 3:
1 2 3 1 2 3 1 0 8 1 8 1
a) 1 1 -1 by |IT 0 0 c) |0 =5 5 d |1 7 0
2 0 5 0 -2 -1 1 —6 2 1 6 -1
Calcular los siguientes determinantes de orden 4:
10 -1 2 6 9 -2 -3
) 2 2 3 4 b) 1 2 1 0
Y3 0 -2 1 7 -1 0
01 9 1 2 -1 0 -1

Calcular el valor del siguiente determinante:

a b—1 c d+1
a+1 b c—1 d
a b+1 c d—1
a—1 b c+1 d

Sean A y B las siguientes matrices:
2¢ 2 3+=x z 2 3
A=12 = ) B=1|1 z 4
10 6 x=+5 5 6 =

sabiendo que el determinante de B vale 7, utilizar las propiedades de los determinantes para calcular
el valor del determinante de A.

Sea A una matriz cuadrada de orden 2 que verifica 242 = A. Calcular razonadamente los posibles
valores del determinante de A.

Si la matriz
(@ b ¢
A=|d e f
g h i

tiene determinante 1, averiguar el valor del determinante de las siguientes matrices:
[6d 4e 2f d+f e f+e

B=13g 2h 1 C=la+c b c+b
[9a 60 3c g+t h 1+h




16 MATRICES Y DETERMINANTES 48
23. Resolver la ecuacion:
T+ 2 1 1 1
1 T+ 2 1 1 0
1 1 x+2 1|
z z z 3
24. Calcular el rango de las siguientes matrices:
A=1(1 1 0 B =
2 1 1 0 1 4
-1 -2 -1
25. Calcular el rango de:
ey
C=1|-1 3 2 6 3 D=
0 5 5 9 1 0 0 1 1 4 6
0 0 01 8 9
26. Calcular la inversa de las siguientes matrices:
) 1 4 1 10 1 2 1
Y11 —6 b) [0 1 1 ¢) [1 0 0
0 0 6 0 3 1
27. Calcular los parametros a, b y ¢ para los cuales:
1 a
2 b
B= 1 rango(B) =1
-3 ¢
28. Encontrar, en funciéon de los valores del parametro a, el rango de la matriz:
a a 1 1
A=1|1 a a 1
1 1 a a
29. Estudiar segun los valores de z, el rango de la matriz
[z -1 -1 0
—r x -1 1
A= 1 -1 =z 1
|1 -1 0 =
30. Calcular el rango de la matriz A segun los diferentes valores del parametro real a:
[ 2 0 a 2
A= |-1 0 -1 3
|5 a+4 —4 -3
1 0 -1
31. a) Demostrar que la matriz A = |1 a b—1/, tiene inversa si y solo si los pardmetros a y b
1 a -1

son no nulos.
b) Calcula A~! cuando a = b = 1.
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32. Se consideran las matrices:

kO—l}

10
A=12 k B[
0 1 1 1 2

a) Discutir en funcion de los valores que pueda tomar el parametro real &, si la matriz AB tiene

inversa.

b) Discutir, en funcién de los valores de k, si la matriz BA tiene inversa.

33. a) Demostrar que A? — A — 21 = 0, siendo:
0 1 1 1 00

A=11 0 1 I=10 1 0

1 10 0 0 1

b) Calcular A~! utilizando el apartado anterior o de cualquier otra forma

34. Calcular la matriz A sabiendo que se verifica la igualdad:

1 2 3 2 00
A- |10 2 3[=10 2 O
0 0 3 0 0 2
35. Encontrar la matriz A que verifique la ecuacion AX + B = C, siendo:
1 00 100 300
A=1|1 2 0 B=10 1 0 C=12 5 2
1 2 4 0 0 1 0 1 3

36. Dadas las matrices:

A:

OO =

0 0
2 1 B =
5 3

—_ o O
O = O
S O =

hallar la matriz X dada por AXA~! = B.

37. Se consideran las matrices:

1 10 1 1 1
A=(1 0 1 B=1]0 11
-1 1 1 0 00

a) Determinar si A y B son invertibles y, si lo son, calcula la matriz inversa.
b) Resolver la ecuaciéon matricial BA — A2 = AB — X.

38. Resolver la ecuacion matricial B(2A + I) = AX A + B, siendo:

3 -2 -1 1 -1 2
A=|-4 1 -1 B=|-1 0 -1
2 0 1 0 -1 1

39. Hallar las matrices simétricas de orden 2 tales que A? = A.

40. Resolver la ecuacion:

8 8 8 8
8 O~ 8
— 8 O8
O =8 8
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41

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

Calcular A" siendo A =

O O =
[
_ o

Se considera la matriz:

0 2 -1
A=10 0 1
0 0 O

Probar que B = I + A 4+ A? es la matriz inversa de I — A.

-1
a) Averiguar para qué valores del parametro ¢, la matriz A =

N R

-t

b) Calcular, si es posible, la matriz inversa de A para ¢t = 2.

Sin desarrollar el determinante probar la igualdad:

1
1 = (a+3)(a—1)
1

— Q= =

1
1
1
a

[N )

Calcular el siguiente determinante:

8 8 8 w
8 8 WK
8 Wy K
W 88

Hallar el rango de la matriz A segun los valores del parametro a:

1 a?2-1 a
A=1|1 2a*°-=2 2a—-1
1 0 a?

Calcular el valor del parametro k para que el rango de la matriz A sea igual a 2:

1 0 -2 3 1
A=1(2 -1 3 0 2
4 k£ -1 6 4

a) Averiguar para qué valores del parametro k admite inversa la matriz A:

1 2 -1
A=12 0 1
3 2 k

b) Hallar la inversa de A para k = 1.

a) Hallar los valores del parametro p para los que la matriz A tiene inversa:

0 0
p+1 1
0 p—1

A:

— =3

b) Halla la inversa para p = 2.

0
t 3 | no tiene inversa.
1

50
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Soluciones:

0@ (5 )0 o0 w o o)
40 —24 0

) (a) (fg e ig) (b) no existe () (—54 ) _3;4) (d) (:}3 - :;‘g)

3

a=0yb=16a=1yb=0

r Yy
o (5 Y)
(6) x=1

4 -8 (2 17
Wi D=5 )

o (5006 %))

(14) El producto de matrices diagonales es una matriz diagonal
(15) =

(16) (a) =7 (b) 4 (¢) 0 (d) 0
(17) (a) —15 (b) —28 (¢) 60 (d) O
(18) (a) 39 (b) —14

(19) 0

(20) 14

(21) Oy

(22) |B| =36, |C| = -1

(23) == -1

(24) rango A = 3, rango B =3
(25) rango C' =3, rango D =4

6 4 6 —6 1 0 1 o

1 1

(26) ﬁ(l 71), Lo 6 —1), -1 1 1
0 0 1 3 -3 -2

a=-1,b=-2¢c=3

(27)
(28) Para a # +1 el rango es 3. Paraa = —1 es 2 y para a = 1 es igual a 1
(29) Para z # £1 el rango es 4. Para ¢ = £1 es 3

(30)

Para a = —4 el rango es 2. Para los demas valores es 3
1 1 -1
(31) (a) El determinante es igual a —ab (b)) A=l = -1 0 1
0o 1 -1

(32) (a) AB no tiene inversa para ningtn valor de k (b) BA tiene inversa para cualquier valor de k

-1 1 1
(33)(a)*(b)A1§(1 -1 1)

1 1 -1
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o 5 3
36) X=[(-1 6 3
2 —10 -5

1 2 3 9 -7 3
(37) (a) No existe la inversa de B. La inversa de A es ( 2 5 7 ) (b) X = (—18 12 —8)

-2 -8 6
(38) X=|[-6 -18 12
4 14 10

(39) Si A= (x z), debe cumplirse que z + z =1 y 2z — y2 = 0. también son soluciones A=Ty A=0

Yy
(40)x:0,x:%

1 n n
(41) An=[0 1 o0

0O 0 1
(42) =

-7 -1 2
(43) (a) No tiene inversa parat =1y t =3 (b) (12 2 —3)

-8 -1 2
(44) =
(45) 81 — 54x? + 2423 — 3z*
(46) Para # £1 el rango es 3. Para a = 1 el rango es 1 y para a = —1 el rango es 2
(47) k=-1

1 3 -2
(48) (a) Todos menos —% (b) é ( 3 0 3 )

17. Problemas de selectividad: Matrices y Sistemas.

1. Calcular las edades actuales de una madre y sus dos hijos sabiendo que hace 14 anos la edad de la
madre era 5 veces la suma de las edades de los hijos en aquel momento, que dentro de 10 anos la
edad de la madre serd la suma de las edades que los hijos tendran en ese momento y que cuando el
hijo mayor tenga la edad actual de la madre, el hijo menor tendra 42 anos.

2. Calcular el rango de la matriz A segtn los diferentes valores del pardmetro real a:

2 0 a 2
A= |-1 0 -1 3
5 a+4 —4 -3

3. Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones, dependiente del parametro real a:

T—y=2
ar+y+22=0
r—y+az=1

(a) Discutir el sistema segtn los valores de a.
(b) Resolver el sistema para a = —1.

(¢) Resolver el sistema para a = 2.
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4. Se considera el sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real A:

10.

T4+y+ Az =\2
y—z=2A
T+ AY+2z=2A

(a) Discutir el sistema segun los valores del parametro A.
(b) Resolver el sistema en los casos en que sea posible.

(¢) En el caso A = 2, indicar la posicion relativa de los tres planos cuyas ecuaciones forman el
sistema.

. Para cada valor del parametro real a se consideran los tres planos siguientes:

M r+ytaz=-—-2; My xt+ay+z=——1; m3iar+y+z=3
Se pide:

(a) Calcular los valores de a para los cuales los tres planos anteriores contienen una recta comin.

(b) Para los valores de a calculados, hallar unas ecuaciones cartesianas de dicha recta comun.

. Sea A una matriz real cuadrada de orden n que verifica la igualdad A? = I, siendo I la matriz

identidad de orden n. Se pide:

(a) Calcular A~! en términos de A.
(b) Expresar A™ en términos de A e I, para cualquier namero natural n.

(¢) Calcular a para que A% = I, siendo A la matriz:
1 1
=l
Se considera el sistema de ecuaciones:
(m+2)x+(m—-1y—2=3
mr—y+z=2
r+my—z=1
Se pide:
(a) Resolverlo para m = 1.

(b) Discutirlo para los distintos valores de m.

. Comprobar aplicando las propiedades de los determinantes la propiedad:

a>  ab b?
20 a+b 2b|=(a—0b)3
1 1 1

. Encontrar un nimero real A # 0 y todas las matrices B de dimension 2 x 2 (distintas de la matriz

nula) tales que:
A0 30
oy Y =mfs 5
Se considera el sistema lineal de ecuaciones:

3z +4y+32=9
mr+2y+z=>5
THy+z=2

Se pide:
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(a) Determinar los valores de m para que el sistema tenga solucion tnica.

(b) Resolverlo para m = 1.

11. (a) Sean A y B dos matrices invertibles que verifican la igualdad A + B = AB. Comprobar que
entonces se tiene la férmula:

(I-B)'=-B1'4A

donde I denota la matriz identidad.
(b) Dada la matriz:

=[5

hallar la matriz B para la cual se verifica A+ B = AB.
12. Dado el sistema:

(I-a)z—2y+42=0
r—(1+4+a)y+2z=0
—z+ay—2z=0

(a) Estudiar la compatibilidad segun los valores del parametro real a.

(b) Resolver el sistema lineal anterior en el caso en que sea compatible indeterminado.

13. Dadas las matrices:

1 0 0 1 0 0
A=1-3 1 -1 B=|0 -1 0
5 -1 2 0 0 0

se pide:

(a) Hallar A~L.
(b) Hallar la matriz X tal que:

AXA'=B
donde A! significa la traspuesta de A.

14. (a) Dado el sistema:

r+2y=1

3r—y =2
escribir una tercera ecuacion de la forma ax + by = ¢, distinta de las anteriores, de manera que
el sistema de tres ecuaciones y dos incoégnitas resultante siga siendo compatible.

(b) Dado el sistema:
2x4+2y—z=1
r+y+2z=1

escribir una tercera ecuacion de la forma ax + By + vz = 1 distinta de las dos anteriores, de
manera que el sistema de tres ecuaciones y tres incégnitas resultante sea compatible indeter-
minado.

15. Dadas las matrices:

1 20 11 2
A=1(0 1 2 B=1]1 1 -1
0 2 3 01 3
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

(a) Determinar la matriz inversa de B.

(b) Determinar una matriz X tal que A = BX.

(a) Si A es una matriz tal que A% = {8 8] , icudl es el valor del determinante de A?

(b) Calcular un numero k tal que:

(G al-b ) -F

(a) Discutir segtn los valores del parametro real A el sistema:

Ar+3y+z=2A

T+ Iy+Arz=1

r+y—z=1
(b) Resolverlo para A = 2.

Dado el sistema de ecuaciones:

(m—1ax+y+2z=3
mx+(m—1y+32=2m—1
x4+2y+(m—2)z=4

(a) Discutirlo segun los valores de m.
(b) Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.
(a) Resolver el sistema de ecuaciones:

r+2y+3z2=1
20 4+y—z2=2

35

(b) Hallar dos constantes a y 5 de manera que al anadir al sistema anterior una tercera ecuacioén

Sr+y+az=0
el sistema resultante sea compatible determinado.
Hallar una matriz X tal que

A'XA=B

. 3 1 1 -1
s1endoA—{_2 _l]yB—{2 1}

Discutir segun los valores del parametro real A la posicién relativa de los planos:

T r+z=A
ma: de+ (A=2)y+(A+2)z=X+2
m3: 20+ Do — (A +6)z=—A

Dadas las matrices:

R [

(a) Hallar dos constantes « y 3 tales que A% = oA + BI.

(b) Calcular A utilizando la expresién obtenida en el apartado anterior.
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(c) Hallar todas las matrices X que satisfacen (4 — X)(A+ X) = A% — X2,

23. Dadas las matrices:

0 k ¢ 1 k t
A=10 0 k B=1|0 1 k
0 0 O 0 0 1

(a) Hallar A
(b) Hallar la matriz inversa de B.

(¢) En el caso particular k = 0, hallar B1°.

24. Dado el sistema homogéneo:

r+ky—2z2=0
kr—y+2=0
(k+1z+y=0

averiguar para qué valores de k tiene soluciones distintas de z = y = z = 0. Resolverlo en esos
casos.

25. Dada la matriz A = [

r=[

tales que AP = PA.

1 2
0 1] , encontrar todas las matrices:

26. Dada la matriz:

2 1 —a
M=1{2a 1 -1
2 a 1

(a) Determinar el rango de M segun los valores del parametro a.

(b) Determinar para qué valores de a existe la matriz inversa de M. Calcular dicha matriz inversa
para a = 2.

27. Dadas las matrices

S E S

(a) Comprobar que det A% = (det A)? y que det (A + I) = det A + det I.

(b) Sea M una matriz cuadrada de orden 2. ;Se puede asegurar que det M? = (det M)2?. Justifica
la respuesta.

(¢) Encontrar todas las matrices cuadradas M de orden 2 que verifican det (M+1I) = det M +det I.

28. (a) Hallar todas las matrices A = [ a} distintas de {O O} tales que A% = A.

a
0 b 0 0
(b) Para una cualquiera de las matrices calculadas en el apartado anterior calcular:

A+ A2+ A3 4.+ A

29. (a) Resolver el sistema de ecuaciones:

r+y—32=0
20 4+3y—2z=95
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

(b) Hallar la solucion del sistema anterior tal que la suma de los valores correspondientes a cada
una de las tres incognitas sea igual a 4.

Estudiar el rango de la matriz

m m—1 m(m-—1)
A=1m 1 m
m 1 m—1

segun los valores del pardmetro m.

Sean las matrices:

2 0 8 -9
IR
Hallar una matriz X tal que XAX~! = B,

Dadas las matrices:

5 2 0 b 0
0 1 0 1

[ecRE SIS

(a) Encontrar las condiciones que deben cumplir a, b y ¢ para que se verifique AB = BA.

(b) Para a =b=c=1 calcular A°,
Dado el sistema de ecuaciones lineales

x4+ (k+1y+2z=-1
kx4+y+z=k
(k—1Dz—-2y—2z=k+1

se pide:

(a) Discutirlo segun los distintos valores del pardmetro k.

(b) Resolverlo cuando tenga infinitas soluciones.

Calcular una matriz cuadrada X sabiendo que verifica X A% + BA = A2, siendo

0 0 -1 0 0 -2
A=]10 -1 0 B=|0 -2 0
-1 0 0 -2 0 0

Dado el sistema de ecuaciones

r+2y—32=3
2r+3y+z2z=>5

se pide:

(a) Calcular a y b de manera que al anadir una tercera ecuaciéon de la forma ax + y + bz = 1 el
sistema resultante tenga las mismas soluciones que el sistema original.

(b) Calcular las soluciones del sistema dado tales que la suma de los valores de las incognitas sea
igual a 4.

Dado el sistema de ecuaciones lineales:

rT—ay=2
ar—y=a+1

se pide:
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(a) Discutir el sistema segin los valores del parametro a. Resolverlo cuando la solucion sea tnica.

(b) Determinar para qué valor o valores de a el sistema tiene una solucién en la que y = 2.

37. Dada la siguiente matriz de orden n:

1 1 1 - 1
A,=|-1 -1 9 - 1
-1 -1 -1 9

se pide:

(a) Calcular el determinante de la matriz A,.
(b) Calcular el determinante de la matriz As.

(¢) Calcular el determinante de la matriz As.

38. Dada la matriz

A= |2a 0 1

se pide:
(a) Calcular el rango de A segun los valores del parametro A.

(b) Decir cuando la matriz A es invertible. Calcular la inversa para a = 1.

39. Resolver el siguiente sistema:

T—2y+z—3u=—4
r+2y+z+3u=4

2z —4y + 2z — 6u = -8
20 +22=0

40. El cajero automatico de una cierta entidad bancaria solo admite billetes de 50, de 20 y de 10 euros.
Los viernes depositan en el cajero 225 billetes por un importe total de 7000 euros. Averiguar el
ntmero de billetes de cada valor depositados, sabiendo que la suma del niimero de billetes de 50 y
de 10 euros es el doble que el nimero de billetes de 20 euros.

41. Dado el sistema:

4z 4+ 4y + 22 = 2\
At +y—Az=2A
D +4dy+ Az =9

se pide:

(a) Discutir el sistema segun los valores de A.

(b) Resolver el sistema para A = —1.

42. Dado el sistema:

20—y = A
Ar—2y=4
3x—y =2

se pide:
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(a) Discutir el sistema segun los valores del parametro.
(b) Resolver el sistema cuando sea posible.
43. Dada la matriz:

A:

—_ = Q
—_Q =
Q ==

se pide:

(a) Estudiar el rango de la matriz segin los valores del parametro a.
(b) Obtener la inversa de A para a = —1

44. Dada la matriz:

m 1 2m
M=m 1 2

0 1 1

se pide:

(a) Determinar los valores del parametro m para los cuales la matriz M es invertible.
(b) Determinar los valores del parametro m para los cuales la matriz M2 es invertible.

(¢) Para m = —1 calcular, si es posible, la matriz inversa M~! de M.
45. Dado el sistema:

Ar+2y+2z=0
Ar—y+2z=0
r—Ay+22=0

se pide:

(a) Obtener los valores del parametro A para los cuales el sistema tiene soluciones distintas de
r=y=2=0.
(b) Resolver el sistema para A = 5.

46. Dadas las matrices:
4 -2 4 -2
S O I Y
obtener una matriz cuadrada X de orden 2 que verifique la ecuacién matricial AXB = A + B.

47. Dado el sistema homogéneo de ecuaciones:

c+ky—2=0
20 —y+22=0
r—4y+kz=0

se pide:

(a) Determinar para qué valores del parametro k el sistema tiene soluciones distintas de z = y =
z=0.
(b) Resolverlo para el caso k = 3.

48. Dadas las matrices:

39
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(a) Hallar dos constantes a y b, tales que A% = aA + bl.

(b) Sin calcular explicitamente A® y A%, y utilizando sélo la expresién anterior, obtener la matriz
A5,

49. Dado el sistema de ecuaciones:

rt+ay—z=a
axr +2z = -2
T+ z=-2
se pide:
(a) Discutirlo segun los valores del pardmetro a.

(b) Resolverlo en el caso a = 0.

50. Dada la matriz:

m—1 1 m 1
A= 1 m—1 m 1
1 1 2 m-—1

se pide:

(a) Estudiar el rango de A segtn los valores del parametro m.

(b) En el caso m = 0, resolver el sistema

b
SRS IS
Il
o O O

51. Dado el sistema:

r+2y—2z=0
2r—y+2=3

se pide:

(a) Estudiar la compatibilidad del sistema.
(b) Anadir una ecuacién para que el sistema sea compatible determinado. Razonar la respuesta.

(¢) Anadir una ecuacién para que el sistema sea incompatible. Razonar la respuesta.
52. Dada la matriz:

—a 0 a
A=|a a-1 0
0 a a+2

se pide:

(a) Estudiar el rango de A segtn los valores del parametro a.

(b) Para qué valores de a existe la matriz inversa A~1? Calcular A~! para a = 1.

53. Dadas las matrices:

0 1 2 4 -1 1 -2
A=1-2 -1 0f ; B=1|-2 -3 -7 -8
1 a 1 3 2—a 34+a 3

se pide:
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54.

55.

56.

o7.

58.

59.

(a) Estudiar el rango de la matriz B en funcién de a.

(b) Para a =0, calcular la matriz X que verifica AX = B.

Calcular el valor del determinante:

1 1 1
1 y 11
11 2z 1
1111

Dadas las matrices:

kook K2 12 3 x
A=[1 -1 k|; B=|6|; Cc=|3]; X=|y
2% -2 2 8 3 z

se pide:

(a) Hallar el rango de A en funcion de los valores de k.
(b) Para k = 2, hallar, si existe, la solucién del sistema AX = B.

(¢) para k =1, hallar, si existe, la solucién del sistema AX = C.

Sabiendo que

N =R

w =

Ut O N
I
—_

calcular los siguientes determinantes:

3 1 0 z+1 y+1
(a) 3z y 2z (b) 12—z 2—y
6 3 10 3 4

Dado el sistema de ecuaciones lineales:

3x+2y+ (a—1)z =1
—x + ay + z =0
20 4+ y — 2z =3

se pide:

(a) Discutir las soluciones segun los valores de a.

(b) Hallar la solucién del sistema para a = 1

Dado el sistema de ecuaciones lineales:

3z + ay+4z =6
x4+ (a+1l)y+ z =3
(a— 1z — ay —3z = —3

se pide:

(a) Discutir el sistema segtn los valores de a.

(b) Resolverlo para a = —1.

Sean @,b,¢,d € R3, vectores columna. Si

- - —

det (@,b,d) = —1,  det(a,éd)=3,  det(bcd)=—2

calcular razonadamente el determinante de la siguientes matrices:

z
—Zz

61
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60.

61.

62.

63.

64.

—3d + d).
Dado el sistema de ecuaciones lineales:

x — 2z =2
ar —y+ z = —8
2z +az =4

se pide:

(a) Discutir el sistema segtn los valores de a.
(b) Resolverlo para a = —5.
Dado el sistema de ecuaciones lineales:

ax + Ty +5z =0
r+ay+ z =3
y+ z = —2

se pide:

(a) Discutirlo segun los valores de a.
(b) Resolverlo en el caso a = 4.

(¢) Resolverlo en el caso a = 2.

Dadas las matrices:

se pide:

(a) Hallar el valor de X para el cual la ecuacién matricial XA = B tiene solucién tnica.

62

(b) Calcular la matriz X para A = 4. Calcular el determinante de la matriz A?B en funcién de \.

Dadas las matrices:

1

b

I
ISESIIR SIS
ISEE S
—= = Q 2

I
SRS IS

o

I
o O OO

1
a
a

se pide:

(a) Calcular el determinante de A. Calcular el rango de A segtn los valores de a.
(b) Resolver el sistema homogéneo AX =0 en el caso a = 1.

(¢) Resolver el sistema homogéneo AX = 0 cuando a = —1.

Dado el sistema de ecuaciones lineales:

2z + \y + Az =1-AX
4+ y+A-1)z = -2
A=Dz+ y+ z =A-1

se pide:

(a) Discutirlo segun los valores del pardmetro A.
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65.

66.

67.

68.

69.

(b) Resolverlo para el caso A = 1.

(¢) Resolverlo para el caso A = —1.

Dadas las matrices:

a B v x 1 0
A=~y 0 «a ; X=1y]| ; B=|0]|; 0=1{0
1 8 7 z 1 0
se pide:
1
(a) Calcular «, 8,7, para que [ 2| sea solucion de AX = B.
3

(b) Si B =~ =1 jqué condicion o condiciones debe cumplir o para que el sistema homogéneo
AX = 0 sea compatible determinado?

(¢) Sia=-1,=1yv=0, resolver el sistema AX = B.
Dada la matriz

-1 -1 a
A=1-3 2 a
0 a -1

se pide:

(a) Hallar el valor o valores de a para que la matriz A tenga inversa.

(b) Calcular la matriz inversa A~! de A, en el caso a = 2.
Dado el sistema de ecuaciones lineales:

—mzr+my+z=0
r—my+3z=4
2 -2y —2z=10
se pide:
(a) Discutirlo segun los valores del pardmetro m.

(b) Resolverlo en el caso m = 0.
(¢) Resolverlo en el caso m = 2.

Sabiendo que

= e
N o o
W= 0o
Il
w

y usando las propiedades de los determinantes, calcular el valor de los siguientes determinantes:

(a)

20 —2b ¢ 5b
2d—2e f be
-2 3 10
b
(5) a—1 b—2 2¢c—6
2 4 12
d e 2f
. 3 1 . a b .
Dada la matriz A = 10 hallar todas las matrices B = ¢ g) aue conmutan con A, es decir

que cumplen AB = BA.
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70. (a) Discutir segtn los valores de m, el sistema de ecuaciones lineales:

dr+3y+(m—-1)z=0
r—2y+mz=1
Sr+my+z=1

(b) Resolver el sistema anterior para el caso m = 1.

71. Dadas las matrices:

00 1 30 0
A=|o 1 0|, y B=]0 30
100 00 3

se pide:
(a) Calcular AY y B2,

(b) Resolver la ecuacion matricial 6X = B —3AX, donde X es una matriz cuadrada de orden 3.

72. Dadas las matrices:

1 2 3 100
A=[o0 ¢ 2 y I=[010
3 -1 ¢ 00 1

se pide:
(a) Hallar el rango de A en funcién de t.
(b) Calcular ¢ para que det(A —tI) = 0.

73. (a) Despeje X en la ecuacién matricial X(CD)™!' = A+ X(D~1C~! — B), siendo 4, B, C'y D
matrices cuadradas invertibles. Exprese X de la forma més simple posible.

(b) Para
2 0 -1 1 1 -1
A=11 0 1 ; B=|-1 0 1
2 1 1 1 1 1

determine la matriz fin tal que Y B = A.
74. Dado el sistema de ecuaciones lineales:

3r+y+mz=1
T—y+2z=-2
S5x+(m+1)y+2z=4

se pide:

(a) Discutirlo segun los valores del pardmetro m.
(b) Resolverlo en el caso m = 0.

(¢) Resolverlo en el caso m = 2.

Soluciones: (obtenidas con Maple)

(1) 62,36y 16
2) Para a = —4 el rango es 2. Para los demas valores es 3
g

(3) (a) Para a # 0y a # —1 es compatible determinado. Para a = 0 es incompatible y para a = —1 es compatible
indeterminado (b) z =2+ X\, y=\z=1(c)xz=1,y=—-1,z2= —%

(4) (a) Es compatible indeterminado para A = 0 y A = 1. Para los demas valores es incompatible (b) Para A = 0,
r=—t,y=t,z=t ParaA=1,2=—-2t,y=1+41¢,2 =1 (c) Se cortan en rectas paralelas

(5) (a)a=-2B)z=—-3+Ny=—2+X2=2A



17 PROBLEMAS DE SELECTIVIDAD: MATRICES Y SISTEMAS. 65

(20)

(21)

(22)

(a) A=t = A (b) A" = A (n impar), A" = (n par) (¢) a = —1
y=1,z= 35 (b) Es compatible determinado salvo para m =0y m = —1 que es incompatible

x = 3, matrices (a b) conb=d=0
c d

(a)ym#1(b)z=—-1-ANy=3,z=2A
_1
@@= (° )

(a) Es compatible determinado (solucion trivial) salvo para a = —3 que es compatible indeterminado (b) z = —A,
y=0,z=X\
1 0 O 1 1 -2
(a)A=l=[1 2 1|MBX=(1 -3 -4
-2 1 1 -2 -4 3
(@) Cualquier combinacion lineal de las anteriores, por ejemplo 4z+vy = 3 (b) Cualquier combinacion de las anteriores

que tal que el término independiente sea 1, por ejemplo 3z + 3y —4z =1

4 -1 =3 4 1 -11

a)B'=11-3 3 3|wmx=%|-3 3 15
3 3

1 —1 0 1 1 —2
(a) 0 (b) k=-1
(a) Salvo para A = —1 y A = 2 el sistema es compatible determinado. Para A = —1 y A = 2 es compatible indeter
D)yz=1+4t,y=-3t,z=t
(@) Salvo para 2, 4 y —1 el sistema es compatible determinado. Para m = 4 es compatible indeterminado. Para los
otros dos valores es incompatible. (b) x = %, y = % -\ z=A
(a) z=1+ %)\, y = fg)\, z =X (b) Cualquier a # —6, 8 puede tomar cualquier valor. Se puede afiadir la ecuacion
S5z +y=0

9 11

(% 1)
Para a # % y a # 2 se cortan en un punto. Para a = % se cortan en rectas paralelas. Para a = 2 hay dos planos

paralelos y otro que los corta.

@a=25=-10 (5 1)

0 0 0 1 —k K-t 1 0 10t
(a) AV=10 0 0] (B)B'=[0 1 -k | (¢)B®=(0 1 o0
0 0 O 0 0 1 0 0 1
Tiene soluciones distintas de la trivial para k =2 y k = —1. Para k = 2 la soluci6n es (—%)\, 33, )\). Para k= —11la

solucion es (A, 0, \)
. . a b
Matrices del tipo (0 a)

(a) El rango es 3 salvo para a = 0 y a = £1 que vale 2 (b) Existe la inversa salvo para a = 0y a = =*1.

-3 5 -1

-1 _ 1

Mt=L(6 -6 6
-6 2 2

(a) = (b) Si, porque el determinante del producto de dos matrices cuadradas es igual al producto de sus determinantes

(¢) Son las matrices b) tales que a +d =0

d

10 10 0 0
(a)a—l,b—Ooa—O,b—l(b)(O 0),(0 10)

(a) z=—-54+8\y=5-5\2=A(b)z=3,y=0,z=1
El rango es 3 excepto para m = 0y m = 2 que vale 2
Matrices de la forma (gx y)

3% ¥

141267149 141208100 0

(a) a=b=rc(b) | 141208100 141267149 0

0 0 1
(a) El sistema es compatible determinado salvo para k = % que es incompatible y para k = 2 que es compatible
indeterminado (b) z = % — %)\, y = —% - %)\, z=A

-1 0 0
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(35)
(36)

(62)

(63)
(64)

(65)

(66)

(@) Cualquier combinacion lineal de las dos ecuaciones, por ejemplo 3z + 5y — 2z = 8 (b) = = 1?7, y= f%, z= %
(a) Para a # £1 el sistema es compatlble determinado. Para a = —1 el sistema es incompatible y para a = 1 es
compatible indeterminado; z = Zif, y = a+2 (b)a=1,a= —%
() 10 (b) 100 (c) 10000

0 2 -1
(a) El rango es 3 salvo paraa=—1y a = ’1:2‘:‘/5 que vale 2 (b) % 1 -1 0

0o -2 2

x:—)\,yZQ—%,u,z:/\,u:u
100, 75 y 50

(a) El sistema es incompatible para A = 0, A =1y A = % Para los deméas valores es compatible determinado
Byz=-1ly=-1,2=-1

(a) El sistema es incompatible salvo para a = 2 y a = 6 que es compatible determinado (b) Para a = 2, x = 0,
y=—2.Paraa=6,x=—-4,y=—-14
0 1 1
(a) El rango es 3 excepto para a = —2 que vale 2 y para a = 1 que vale 1 (b) Al = % 1 0 1
1 1 O
-1 -3 4
(a) Todos salvo m =0y m =1 (b) Los mismos (¢) M~ 1=1[ 1 -1 4
—1 1 0

a) Parak=3yk=-3 (b)z=—
a)a=—1,b=3(b) *

a) incompatible para a = 2, compatible indeterminado para a = 0, compatible determinado para los deméas valores
re=-1ly=X2=-1
)
)
p

a) El rango es 3 salvo para m = —1 que vale 2 y param =2 quevale 1 (b)) x = -\, y=—-X,z2=X,t=0

(
(
(
(
(
(

a) Compatible indeterminado (b) = 0 (independiente de las dos anteriores) (¢) 4+ 2y — z = 1 (contradictoria con
la primera)

0 1 0
(a) El rango es 3 salvo para a =0y a = 2 que vale 2 (b) Existe salvo paraa=0ya=2. A"1=[-3 -3 1
1 1 0
1 2 3 4
(a) El rango es 3 salvo paraa=1quevale2 (b)) X=(0 -1 1 9
2 0 0 -1
(z—-1)
(@) El rango es 3 salvo para k = 0,1, —1 que vale 2 (b) z = %,y:O,zzg (¢) x:%—)\,y:%,z:)\
(a) =6 (b) 3
(a) Para a = —2 y para a = —% es incompatible. Para los deméas valores es compatible determinado (b) z = —%,
y=1,z= —%
(a) Para a = —1 es compatible indeterminado, para a = —% es incompatible. Para los deméas valores es compatible
determinado (b)) x =3 -\, y=3+X,z=A
(a) 3 (b) =5 (c) 4
(a) Para a # —4 es compatible determinado, para a = —4 es compatible indeterminado (b) z =2,y =—-2,2=0

a) Para a # 2y a # —1 el sistema es compatible determinado. Para a = 2 es compatible indeterminado y para
a = —1 es incompatible (b) c =2, y=1,2=-3(c)z=T+A\y=—2—-X z=2A

2 -2 5
() A#3 () X=[-4 5 —11],-224+61-9
-5 7 -14
(a) Para a # +1 el rango es 4. Paraa=—les 3y paraa=1es 1 (b) (A —p—v, A\ pn,v) (c) (0,X,0,X)
(a) Para XA # —1y XA # 2 es compatlble determlna.do, para A = —1 y para A = 2 es compatible indeterminado
()zfo y=—2, 372(c)z77+>\ yff—&-)\ z=A
(a) a= —%,0273(b)a7$0ya;£1(c)x:O,y:l,z:O

6 -3 6
(@) Todos excepto :I:\/g (b) % 3 -1 4
6 —2 5
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(67) (a) Para m # 1y m # 2 el sistema es compatible determinado, para m = 2 es compatible indeterminado y para
m =1 es incompatible (b) x =4,y =4,2=0(c) x = —4+4\, y=—4+ I\ 2=

(68) (a) —30 (b) —12

(69) Matrices de la forma (3yy+t ?)
(70) (a) Para # 1y m # 7 el sistema es compatible determinado, para m = 1 es compatible indeterminado y para m =7
es incompatible (b) z = % — 13—1)\, y= —% + %)\, z=A

2 0 -1
(71) (a)a15:A,BQO=3201(b)X=§(0 1 0)

-1 0 2
(72) (a) Elrango es 3 salvo parat =2y t=7quevale 2 (b) t=7
-1 -4 1
(73) (a) X=AB 1 (b)) Y =1[-2 -2 2
-1 -2 3

(74) (a) m # —2,2 compatible determinado, m = 2 compatible indeterminado, m = —2 incompatible (b) x = -2, y =7,
z %(c)m:fif/\,y:%+/\,z:/\
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18.

10.

11.

12.

Geometria

. Para cada uno de los siguientes casos, calcular las coordenadas del vector de origen el punto A y

de extremo el punto B:

a) A(3,0,—2), B(1,-3,5).

b) A(3,-2,1), B(-1,2,2).

. Del vector ]@ = (—2,0,3) se sabe que el origen tiene coordenadas P(1,—2,3). Calcular las coor-

denadas del extremo Q.

. Del vector Fﬁ = (4,—1,2) se sabe que el extremo tiene coordenadas (2, —3,—4). Calcular las

coordenadas de P.

Calcular las coordenadas de los puntos A y B que dividen el segmento de extremos P(2,2,—1) y
Q(5,—4,—7) en tres segmentos iguales.

. Calcular las coordenadas de tres puntos A, B y C' que dividen el segmento de extremos

1 2 3 2
P<13253>3 Q<33233>

en cuatro segmentos de igual longitud.

. Escribir las ecuaciones paramétricas y la ecuacién implicita del plano:

a) Que pasa por el punto A(—1,3,1) y lleva la direccién de los vectores @ = (1,—1,3) y ¥ =
(_17 _174)'

b) Que pasa por los puntos A(1,—1,2), B(2,0,—1) y C(-3,1,0).
¢) Que contiene el triangulo de vértices A(1,0,0), B(0,1,0) y C(0,0,1).

Calcular dos puntos de cada uno de los siguientes planos:

c=1+A+pu
T Sy=24+2\—p ; pr2z+y—3z=1
z=3-3\—2u

. Calcular un punto, dos vectores directores linealmente independientes y un vector normal de cada

uno de los siguientes planos.

r=-1-—A
T Sy=3\—2p ; p:3r—y—22=0
z=1-2\—p

. Escribir unas ecuaciones paramétricas para el plano de ecuaciéon implicita 7: z — 2y + 3z = 1.

Escribir las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por A(1,3, —2) y tiene como vector normal
—
n =(1,-2,0).

Escribir la ecuacién implicita del plano de ecuaciones paramétricas:

T=—-2-2\43u
T sy=1—-2\—2u
z=14+2\—-2pu

Comprueba se los puntos P(—1,3,5) y Q(2,—1,—1) pertenecen o no a los siguientes planos:

r=142A+pu
T y=2-3\—p prr—2y+3z=1
z=14+2X\+3u
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

23.

24.

Escribir las ecuaciones paramétricas, la ecuaciéon continua y las ecuaciones implicitas de la recta:

a) Que pasa por los puntos A(1,—-2,0), y B(2,—3,—1).
b) Que pasa por el punto A(—2,—2,0) y tiene la direccion del vector & = (—1,—1,4).

Dados los puntos A(1,—1,2) y B(—1,—2,0), calcular las ecuaciones implicitas para la recta que
pasa por el origen de coordenadas y tiene la direccién de 1@

Calcular dos puntos de cada una de las siguientes rectas:

v=2E 1 y+2 2y+2=0
T — Yy z r—2y+z=
: = — b) s: == — t:
a)r: Ly 1+ ) s — 5 — c) {Zx—y—z:O
z=—-142\

Calcular un punto y un vector de direccion de cada una de las siguientes rectas:

= -3\
v r  y—2 242 2% +y=3
a) r: Sy =—-2+3\ b)s:_—2:T: 3 c)t: op 21
z=1—4\

Calcular la ecuacién en forma continua y las ecuaciones implicitas de la recta de ecuaciones para-
meétricas:

z=1-—X
roQy=2+2\
z=3—3\

Calcular las ecuaciones paramétricas y la ecuaciéon en forma continua de la recta de ecuaciones
implicitas:

3r—y—z—1=0
r:
r+y—2—-3=0

Escribir las ecuaciones de los ejes y los planos coordenados.

Escribir las ecuaciones en forma continua de las rectas que se dan a continuacion:
z—1

29 — 2
= = ; st

x —x+1 2y—4 32-2
2 3 -3 N B

3 2 —4

r:
Se considera la recta que pasa por el punto A(—1,2,—3) y tiene como direcciéon la del vector
U =(2,-1,2):

a) Escribir las ecuaciones parameétricas y las ecuaciones continuas de la recta.

b) Decidir cuéles de los siguientes puntos pertenecen a la recta y cuéles no:

P(537173); Q(7373a 74)7 R <07272>

Escribir la ecuacion del haz de planos paralelos, tal que uno de ellos pase por los puntos A(—2,1, 1),
B(3,0,-3) y C(—2,1,4).

Escribir la ecuacién del haz de planos secantes en las rectas:

r=1-—\
-1 2 2 32=3
rroy=—-24+X s:gU2 :L—'_l :g, t: {Qx—l—g—:_z_l
=12\ roATE=

Calcular el valor de a para que los puntos A(2,0,—1), B(1,2,—2) y C(1,a,a) pertenezcan a una
misma recta.
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Calcular todos los valores de m que hacen que los puntos del espacio A4(0,2,2), B(1,1,m? — 1) y
C(2,0,2m) pertenezcan a una misma recta. Escribir las ecuaciones implicitas de esta recta.

Calcular el valor de m para que los puntos A(0,1,2), B(1,0,3), C(1,m,1) y D(m,—1,2m) perte-
nezcan a un mismo plano.

Dado el plano 7: 6z +4y — 3z —d = O:

a) Calcular el valor de d para que el plano pase por el punto P(2,0,0).

b) Calcular las coordenadas de A, B y C, puntos de corte de los ejes de coordenadas con el plano
.

¢) Calcular las coordenadas del baricentro del tridangulo de vértices A, By C.

Calcular el valor de a para que los puntos A(3,0,2), B(0,a,a), C(1,2,2) y D(—1,-1,0) sean
coplanarios. Para este valor hallado, calcular la ecuacién del plano que contiene a los cuatro puntos.

Escribir la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(3,1,—1) y B(2,—1,4) y es paralelo a la
recta de ecuaciones:
r—2 y+1 2-3

1 3 4

T

Determinar la ecuacion del plano que pasa por el punto P(—2,—3,2) y es paralelo a las rectas:

r=2+4+3t
zr+2 y—-1 2-3 ’
: = = ; S: =
LA 3 4 Y
z=-1-1

Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto A(2,—3,0) y es paralela a la recta determinada
por la intersecciéon de los planos:

r=1+t+s
w: 2x — 3y + 2z = 0; T {y=t—s
z=24+2t+s

Determinar la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(1,—1,1) y B(0,3,—2) y es paralelo al
eje Z.

Determinar la ecuacion del plano paralelo a los ejes de coordenadas X e Y, y que pasa por el punto
de interseccién de la recta r y el plano 7, siendo:

r=2+t
r:{dy=1—-1t ; mx—2y—2z+3=0
z =23t

Dadas las rectas:

{x—kz—Q z—1
T ; S: =y+1l==z

y—z=-3
JExiste algtn valor de k que haga que estas rectas sean secantes?

Calcular la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(—1,2,3) y que toca a los ejes de coordenadas
XyZ.

Se considera la recta r que pasa por el punto A(3,0,0) y que tiene como direccion la del vector U=
(1,1,—1). Se consideran también los planos paralelos de ecuaciones 7: 2e+y =0y 7': 204+y+3 = 0.
La recta r corta a los planos en los puntos P y Q. Calcular las coordenadas del punto medio de

PQ.
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

Estudiar la posicion relativa del plano 7: ¢ — y 4+ 2z = 1 y las rectas siguientes:

r=14+1 L r=1+2t
oy  z-—
: = -2t b) s: ¢« = =2 = t: =4t
Wy R e N LAT

Estudiar la posicion relativa de los planos 7 y 7’ en los siguientes casos:

/

@) m:2x—y+2=0, 7 —2zx+y+2=0
b) m: 2z —y+2=0, 7' —4do+2y—22=3
¢) m:2e—y+2=0, 7 —4dx+2y—22=0
Estudiar la posicion relativa de los planos m, 7' y 7" en los siguientes casos:
a) m:2x—y+2=0, 7:3zx+y+42=0, 7:izx+y—2z=3
b) m: 2z —y+2=0, 7:x—-2y+3z=1, «":3x—-3y+4z=1
¢) m:2e4+y+2=0, 7:ax+y—2z=0, 7'ix+2z=1

Estudiar la posicion relativa de las rectas:

r—2 y z+1 r+2 y+38
r: === ; S: =——=2+5
-1 2 1 1 2
Estudiar la posicién relativa de las rectas:
L1 T =2t
x Y z
— == : = -2t
o T Ty Y
z= =3t
Estudiar la posicion relativa de las rectas:
r=—1
ror=-—-yYy==2z s:qy=t
z=—t
Dadas las rectas:
r+y—z=-—6 r+2 y—2 z+1
r: ; s: = =
20—z = =2 2 m 2

Estudiar sus posiciones relativas segun los valores de m.

Estudiar la posicion relativa de las rectas 7 y s y obtén, si es posible, el &ngulo que forman siendo:

=142\
r=1
r: sy=20 ; s:{ g2
2 =2\ 42 ==Y
Se considera las rectas:
r+y+2+3=0 z+1 L1 z+d
T ; s: = =
r—y—2—1=0 2 4 -2

Hallar el valor de d para que las rectas sean secantes. Para ese valor de d determina el angulo que
forman r y s.
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46.

47.

48.

49.

50.

51.
52.

53.

54.

55.

Estudiar la posicion relativa de las siguientes rectas:

r+y—2z41=0 2r+y—2—1=0
Tt ; ro:
! 20 —y+2—-1=0 ? r—y—2z4+1=0

Estudiar la posicion relativa de las rectas r y s y calcular el &ngulo que forman:

=34+ A
T 5 —3—4, S: Yy=3+
z =4+ 3\

Hallar el dngulo que forman los planos m; y w2, donde 71 es el plano determinado por los puntos
(0,0,8), (—5,1,2) y (0,—2,0) y m2 es el plano perpendicular a la recta

z
nx Y 5

que pasa por el punto (0,0, 1).

Hallar el d&ngulo que forman el plano determinado por las rectas:

r=14+ X\
r'x—g—?)_z S: =A-1
T3 T YT

z=3-—A

con el plano de ecuaciéon 2z —y + z = 1.

Hallar el dngulo que forman la recta r de ecuacién

rT=—z
T
y=0

con el plano que contiene la recta
st —x=y—2=1-z
y el punto A(3,1,6).
Calcular la proyeccion ortogonal del punto P(0,0,0) sobre el plano 7: . +y + z = 1.

Dados la recta:

r—1 y+1
r: = =

2 1

z

y el plano 7: x +y + z — 4 = 0, halla la ecuacién de la recta s, proyeccién ortogonal de r sobre 7.

Hallar la ecuacion continua de la proyeccion ortogonal de la recta (z,y,z) = (2,1,1) + ¢(—1,0,2)
sobre el plano 2z +y — z = 0.

Hallar el punto del plano 7: z + y + z = 1 que equidista de los puntos A(1,-1,2), B(3,1,2) y
C(1,1,0).

Determinar la distancia que hay desde el origen de coordenadas al plano que contiene las rectas:

z—1 2 — 6 {m:3—2y
=2—y= ; S:

T
2 4 7 z=2y—2
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56. Calcular los puntos de la recta
r—z=1
r:
r+y=2
que equidistan de los planos:
a:2x+y—22=0; B:rx—2y+22—1=0
57. Calcular la distancia del punto P(1,0,3) a la recta:

z+y=0
r:
20 —2=0

58. En cada caso, estudia si las rectas dadas se cruzan y, en caso afirmativo, calcular su distancia:

r=1 9 0
€T — =
@) riisy=1—¢t ro: 4
r+2—-3=0
z=14+2t
r=t—1 9 0
xT—y=
b) ry: =t+1 ; To:
)iy 2 {3y—2z—0
z=1

59. Determinar la perpendicular comun a las rectas:
r+y=z+4 r—2=0
T st
x4+2y="7 y+3=0

60. Demostrar que las rectas:

y=0 z—ay =0
r: st
z=0 z=15

se cruzan, cualquiera que sea el valor del parametro a. Calcular la recta perpendicular comin a r
y S.

61. Determinar el plano m que pasa por los puntos de coordenadas A(0,0, 3), B(2,0,—3) y C(2,—2,0).
Calcular el area del tridngulo que forman los puntos en que el plano 7 corta a los tres ejes de
coordenadas.

62. Sean A(—3,4,0), B(3,6,3) y C(—1,2,1) los tres vértices de un tridngulo. Se pide:

a) Calcular la ecuacion del plano que contiene al tridngulo.
b) Calcular el coseno de cada uno de los tres angulos del triangulo.

¢) Calcular el area del triangulo.

63. Los planos m: x +y+z2 =4, 7: 2 —2=0y «”: x4+ y = 3, tienen un tnico punto en comun. Se
pide:

a) Determinarlo.

b) Hallar las ecuaciones de las rectas en que cada uno de los planos corta al plano z = 0.

¢) Volumen del tetraedro limitado por cada uno de esos tres planos y el plano z = 0.

64. Considera un cuadrado cuyo centro es el punto P(1,1,—1) y tiene uno de sus lados en la recta:

{m—2:y—1
T
z=1
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a) Calcular la ecuacion del plano en el que se encuentra el cuadrado.

b) Calcular la longitud del lado del cuadrado.
65. Hallar el punto P’ simétrico de P(3,4,0) respecto al plano 7: z +y + z = 0.

66. Hallar las coordenadas del punto simétrico de P(—2, —2,3) respecto del plano de ecuacién general
2z4+y+2—-3=0.

67. Se consideran las rectas de ecuaciones:
r—1=0 r—2z2—2=0
r: ; s:
20+2—1=0 y—z2—2=0
y el plano 7 que pasa por los puntos A(1,0,2), B(2,1,2) y C(1,0,1).

a) Calcular la ecuacion general o implicita de 7.

=

Una de las dos rectas corta a m. Determinarla y halla el punto de corte con 7.

Calcular el seno del dngulo que forman dicha recta y el plano 7.

o

)
)
)
)

d) Comprueba que la otra recta es paralela a m y calcular la ecuacién general del plano que la

contiene y es paralelo a .

68. a) Demostrar que los planos 7: 22 + 3y —4z =6 y n’': — 32 + 4y — 2z = —2 no son paralelos y
calcular sus planos bisectores.

b) Calcular el d&ngulo que forman entre si ambos planos bisectores.

69. Sean los puntos P;(1,2,1), P2(2,3,1), Ps(—1,4,3) y P4(0,5,3).

a) Demostrar que los cuatro puntos estan en el mismo plano.
b) Verifica que el poligono que tiene como vértices esos cuatro puntos es un rectangulo.

¢) Calcular el area de ese rectangulo.

70. Considérese la recta r de vector director (1,1,0) que pasa por el origen. escriba las ecuaciones
paramétricas de todas las rectas que pasan por el origen, que estan contenidas en el plano z —y =0
y que forman, ademés, un angulo de 60 con r.

71. Calcular la distancia entre las rectas r y s siendo:

y—1 2z+3 ) )
r: 1 2 5 T2 _yt z

=0

1 -1 3

Obtén la ecuacion de la perpendicular comin a ambas.
72. Sea el plano 7 de ecuacion = + 2y + 3z = 5.
a) Encontrar la ecuaciéon de un plano paralelo a 7 y cuya distancia al origen sea 3. ;Cuantas
soluciones hay?
b) Calcular el punto P del plano 7 que estd més proximo del origen.

¢) Sea @ el punto (1,1, 1). Se sabe que los segmentos OP y OQ son dos lados de un paralelogramo.
Hallar los vértices y el area de dicho paralelogramo.

Soluciones:

A( 707 _3)7 B(47 _27 _5)

5) A(0,3,—%), B(-1,1,0),C (-2,3, %)
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) (@) z+Ty+22—22=0(b)2c+7y+32—1=0(c)z+y+2—1=0
) (a) (1,2,3), (0,4,0) (b) (0,1,0), (0,4,1)
) (a) P(-1,0,1), @(-1,3,-2), v(0,—2,—-1), 7(7,1,—2) (b) O(0,0,0), @(1,3,0), 0(0,—2,1), 7#(3, —1,—2)
9) =1422-3u, y=X\, z=4
) x=-5+4+2\ y=X z=p
) de+y+52+2=0
) (a) Pem, Qé¢m(b)PEp, QEp
) (a)x =14+t y=—-2—t, z=—t; %‘1: 2 Fir+y+1=0,z2+2-1=0(b)z=-2—t, y=—-2—t, 2 =4t;
0

1
R TR T e

14) 2 —2y=0, z—2=0

15) (a) A(=2,—1,-1), B(0,0,1) (b) A(1,~2,0) B(0,0,~2) (¢) A(0,0,0) (d) 1,1,1
16) (a) P(0,—2,1) #(—3,3,—4) (b) P(0,2,—2) #(—2,1,3) (¢) P(0,3,—1) #(1, —2,2)
17) St =42 =228 954y —4=0,32-2=0

18) x=t, y=1+t z=-2+2t, & =¥t = 2£2

19) y=0, 2=0,2=0, 2=0,2=0, y=0,z2=0,y=0,2=0

21) (a) z=—-1+2t, y=2—1t, z=—-3+2¢t (b) Psi, Q no, Rsi

22) z+5y+D=0

23) (o) AMz+y+1)+pRe—2—1) =0 (b) M(z+2y+3)+u(Bz—22—3) =0 (c) A\2z+y—32—3)+u(2e—2y+2—1)=0
24) No tiene solucion.

25) (a)m=2,m=—-1(b)z+y=2,2c+2=2

26) m=2,m= -2

(a) d =12 (b) A(2,0,0), B(0,3,0), C(0,0,—4) (c) G (2,1,—3)
(a)a=3 (b) 2242y —52+3=0

8r—4y+2z—19=0

r—13y — 10z —17=0

z=2+5\y=—-3+T\z=11\

dx+y—3=0

Secantes
Paralelas
Coincidentes

m = —14 se cortan, m # —14 se cruzan
Secantes, 60
d=1,145

Se cruzan
Secantes, 658’57
90

60

60
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Las rectas no son coplanarias.
11 1 5 35 _1
P(% 58)Q(1 1 —1)

V66
6

V3

(a) Se cruzan, 5% (b) Se cruzan V6

) g
22 _ y+3 _ =%
1 2 0
Lap.c.esel eje OZ,es decirz =0, y =0
6x+3y+22—6=0, 2
(a) z —22+3=0 (b) éf B —1(c)4vB
(a) P(1,2,1) (b) r: =
(a)
Q(-
(
)
)
)

P(

x—2y—z—170(b)3\/§
5 —14)
3
0

_§ 3

P'(2,0,5)

—~
IS

y+2z2—1=0(b) (c) 26

xz _
I =

1T =6

(a) o +2y+32+ k=0, k==£3v14 (b) P (F, 19,1

Paralelismo y perpendicularidad

. Calcular la ecuacion de la recta perpendicular al plano 2z —3y+5z —2 = 0 por el punto P(1,

. Calcular la ecuacién del plano perpendicular a la recta

z—1 y+7 =z

3 2 -1

por el punto P(3,—1,5).

. Calcular la ecuacién del plano perpendicular a la recta:

2c —3y+52—-—2=0
r+y—2z4+3=0

por el punto P(1,-1,2).

Calcular la ecuacién del plano que contiene al punto P(1,1,1) y a la recta:

z—1 y—1 =z+4

3 7T 2

. Calcular la ecuacién del plano que contiene a la recta:

2r—y+2—-1=0
z+y—2—-3=0

y pasa por el punto P(1,3,—1).

Calcular la ecuacion de la recta paralela a
x—1 y+2 2z-3
3 -1 1
por el punto P(1,—1,2).

2
0,y=XNz=4—-Xs:2=0,y=X2=0;t:2=0,y=3,2= X (¢c)

z—y—1=0(0b)z=1y=—-X\z=1+2X (1,0,1) (¢) 1826'6" (d) x —y =0
bx—y—2z—8=0, —o+Ty—6z2—4=0(b) 90
z—

Yy
1
23 ()z—2y+2+5=0, bz — 16y — Tz —21 =0

76

2,-3).

. Calcular la ecuacion del plano que pasa por el punto A(1,1,1) y es paralelo a 2o — 3y + 6z —7 = 0.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

Calcular la ecuaciéon de la recta paralela a:

z+y—2+3=0
20 +3y—2+7=0

por el punto P(0,1,2).

. Calcular la ecuacién de la recta paralela a los planos:

T 20 4+y—2—-3=0; 7 x+y+22—1=0
que pasa por el punto P(—1,2,0).

Calcular la ecuaciéon del plano paralelo a las rectas:

r=1+1¢
r—1 y—3 z , 9 _
T = = — r =2 —
2 3 1’ Y
z=4+2t

que pasa por el punto P(0,1,0).
Calcular la ecuacion del plano que contiene a la recta:
r=1-t
r: {y=3t
z=3+2t
y es paralelo a:

T,'x—l_y+3_z+5
2 -1 3

Calcular la ecuacion del plano que pasa por el punto P(3,2,1) y es perpendicular a los planos:

T rz—y+22—-3=0; 720 —3y+z—1=0
Calcular la ecuacion del plano que contiene a la recta:
r+3 y z-—1

-1 3 2
y es perpendicular a x +y — 22 = 0.

Calcular la ecuacién del plano que pasa por el punto P(3,1,2), es paralelo a la recta:
r—1 y—3 z
2 -1 -1
y perpendicular al plano 3x —y+ 2z —1 = 0.

Soluciones:

(1)
(2)
3)
(4)
()
(6)
(7)
(8)
(9)
)
)
)
)
)

z 1 _ y—2 z+3
- 3~ 5
3:1:+2y7z72—0
r+9y+52—-2=0

Tx—3y—4=0

Tx+y—2z—11=0
20 —3y+6z—5=0
z—1 _ y+l _ z2—2

llz+7y—5z2+4=0
5x+3y—2z—20=0
2 +2z+5=0

—2r—-5y+2+9=0

7
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20.

Problemas de selectividad: Geometria.

. Hallar una ecuacién cartesiana de plano que contiene a la recta r :

r=1+4+t; y=142t; z=1
y es perpendicular al plano 7:

20 4+y—2z2=2

. Los puntos A(1,1,1), B(2,2,2) y C(1,3,3) son vértices consecutivos de un paralelogramo. Se pide:

a) Calcular las coordenadas del cuarto vértice y el area del paralelogramo.

b) Clasificar el paralelogramo por sus lados y sus dngulos.

. Se consideran las rectas:

r y—1 =z2z-3 r—2 y z+1
ro—- == ; s ==
1 -2 2 3 1 -1

a) Calcular la distancia entre 7 y s.

b) Hallar unas ecuaciones cartesianas de la recta perpendicular comin a r y s y que corta a
ambas.

¢) Hallar unas ecuaciones cartesianas de la recta que corta a r y s y pasa por P(1,0,0).

. Para cada valor del pardmetro real a se consideran los planos siguientes:

mrx+ytaz=-2; m :rx+ay+z=-1; m rarx+y+z=3
Se pide:

a) Calcular los valores de a para los cuales los tres planos anteriores contienen una recta comun.

b) Para los valores de a calculados, hallar unas ecuaciones cartesianas de dicha recta comun.

. Dadas las rectas en el espacio:

r—2 y—1 =z

3 —2 1

x+1 y+2 z-1
2 -1 2

r=

a) Hallar la distancia entre las dos rectas.

b) Determinar las ecuaciones de la perpendicular comtn a r y s

. Dados el plano:

T=x+3y—z=1

y la recta
r+2 y—-1 =z
r= = — ==
6 2 1
se pide:

a) Hallar la ecuacion general del plano 7’ que contiene a r y es perpendicular a .

b) Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de los planos m y 7.

Dados los puntos A(1,0,1) y B(0,2,0), y el plano 7 =« — 2y — z — 7 = 0, determinar el plano que
es perpendicular al plano 7 y pasa por los puntos A y B.

. Dadas las rectas

r—1 y+1 z—-k r—y+z2z2=3
r = = ; S =
-1 1 1 3r+z=1



20 PROBLEMAS DE SELECTIVIDAD: GEOMETRIA. 79

a) Hallar el valor de k para que las dos rectas estén contenidas en el mismo plano.

b) Para el valor de k obtenido en el apartado anterior, determinar la ecuacién general del plano
que las contiene.

9. Dadoelplanowza:+y+z:0,ylarectarz%‘l:%: Z'gl,sepide:

a) Calcular el punto @ en que se cortan el plano 7 y la recta r.

b) Encontrar un plano 7/, paralelo a 7, tal que el punto Q" en el que se cortan el plano 7’ y la
recta r esté a distancia 2 del punto @ hallado en el apartado anterior.

10. Se consideran la recta y los planos siguientes:

z=2-3\
r=<y=14+2\ ; m=2-3z+2y—2=0; m=3+2r+2y—22=0
z=4—-A

Se pide:
a) Determinar la posicion relativa de la recta respecto a cada uno de los planos.

b

) Determinar la posicion relativa de los planos.
¢) Calcular la distancia de r a 7.
)

11. a) Determinar la posicion relativa de los siguientes planos segin los valores del parametro k:

m=2c+3y+kz=3
T =x+ky—z=-1
m3=3r+y—3z=—k

b) En los casos en que los tres planos anteriores se corten a lo largo de una recta comun, hallar
un vector director de dicha recta.

12. Sea el plano ™ = = + 2y + 3z = 6:
a) Hallar el punto simétrico de (0, 0,0) respecto de .

b) Hallar el plano perpendicular a m que contiene al eje OZ.

¢) Hallar el volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen y los puntos de interseccion de 7
con los ejes coordenados.

13. @) Hallar el conjunto formado por los puntos del plano z = 0 que distan 3 unidades del plano de
ecuacion 2x —y + 2z = 4.

b) Describir dicho conjunto.

14. El plano m = 2z — 2y + 2z = —2 determina un tetraedro con los tres planos coordenados. Se pide:

a) Calcular la longitud de la altura del tetraedro que parte del origen.
b) Determinar las ecuaciones paramétricas de la recta que contiene dicha altura.

¢) Calcular el area de la cara del tetraedro que esta contenida en el plano 7.
15. Dado el punto P(1,3,—1), se pide:

a) Escribir la ecuacion que deben verificar los puntos X (z,y, z) cuya distancia a P sea igual a 3.

b) Calcular los puntos de la recta:

T =3\
y=1+2A
z=1—4\

cuya distancia a P sea igual a 3.
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16. Dadas las rectas:

r—1 y—1 =z-1 r+1 y—2 =z
T = = : s : = =
2 3 4 1 -1 2

a) Hallar la ecuacion de la recta ¢ que corta a las dos y el perpendicular a ambas.

b) Calcular la minima distancia entre r y s.

17. Discutir segun los valores del parametro real A la posicion relativa de los planos:

mir+z=2A
maidr+A=2)y+ (A+2)z=A+2
3 :2A+ 1)z — (A +6)y=—A\

18. Se consideran las rectas:
r—y=3 rx—z=4
ro s
r+y—2z2=0 20 —y =7
a) Hallar la recta ¢, perpendicular a r y a s, que pasa por el origen.

b) Hallar las coordenadas del punto de interseccién de la recta s con la recta t obtenida en el
apartado anterior.

19. Se considera la familia de planos:
mz+(m—2y+3m+1)z+(m+1)=0
siendo m un parametro real:

a) Determinar la recta comun a todos los planos de la familia.
b) Determinar el plano de esta familia que pasa por el punto P(1,1,0).

¢) Determinar el plano de esta familia que es paralelo a la recta:

r—2z+1=0
ro:
—y+2+1=0

20. Sean las rectas:

r+1 y—2 z r—2 y+1 z+2
T = =— S = =
-2 2 —4 3 1 1

a) Hallar la ecuacion de la recta ¢ que pasa por el origen y corta a las dos rectas anteriores.

b) Hallar la recta perpendicular comin a las rectas r y s.

21. Sea r la recta que pasa por el origen de coordenadas O y tiene como vector director 7 = (4,3, 1).
Hallar un punto P contenido en dicha recta, tal que si se llama @ a su proyecciéon sobre el plano
7wz =0, el tridngulo OPQ tenga &area 1.

22. Determinar la posicion relativa de las rectas:

T

1 20 +y+22—-4=0

r+4 y-—7 =z 5 r+2y—52—-5=0
-3 4 1 ‘

23. Se consideran los puntos A(0,1,0) y B(1,0,1). se pide:

a) Escribir la ecuaciéon que deben verificar los puntos X (z,y, z) que equidistan de A y B.

b) Determinar la ecuacion que verifican los puntos X (z,y, z) cuya distancia a A es igual que la
distancia de A a B.
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31
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¢) Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta formada por los puntos C(z,y,2) del plano
x +y+ z = 3 tales que el tridngulo ABC' es rectangulo con el dngulo recto en el vértice A.

. Un plano corta a los ejes de coordenadas en los puntos A(1,0,0), B(0,A,0), C(0,0,4). se pide:
a) Hallar el valor de A > 0 de manera que el volumen del tetraedro OABC (donde O es el origen)
sea 2.

b) Para el valor de A obtenido en el apartado anterior, calcular la longitud de la altura del
tetraedro OABC correspondiente al vértice O.

z+y+1=0

0 yelplanon: z -2y —3z+1=0, se
z =

Dados el punto A(1,—2,—3), la recta r : {
pide:

a) Ecuacién del plano que pasa por A, es paralelo a r y perpendicular a .

b) Ecuacion de la recta que pasa por A, corta a r y es paralela a .
Sean los puntos A(\,2,\), B(2,—AX,0), C(X,0,\+ 2).

a) {Existe algtn valor de \ para el que los puntos A, B y C estén alineados?
b) Comprobar que si A, B y C no estan alineados el tridngulo que forman es isosceles.

¢) Calcular la ecuaciéon del plano que contiene al tridngulo ABC para el valor de A = 0 y hallar
la distancia de este plano al origen de coordenadas.

Hallar los puntos de la recta r: £=3 = ¥=5 = 2%l cyya distancia al plano 7: 2z —y +2z+1=0

: 1 1 1
es igual a 1.

Se consideran las rectas:
r—y=3 r—z=4
T s:
r+y—2=0 2c —y =7

Hallar la ecuacion continua de la recta que contiene al punto P(2,—1,2) y cuyo vector director es
perpendicular a los vectores directores de las dos rectas anteriores.

Sean las rectas:

.f_y—l_z—2 5 r—3y—95=0
1 B |z -32-8=0

a) Hallar la ecuacion del plano 7 que contiene a r y es paralelo a s.

b) Calcular la distancia entre el plano 7 y la recta s.

Dadas las rectas:
r—ay=2 r—z=1
r= s =
ay+z=1 y+z=3
se pide:

a) Discutir la posicion relativa de las dos rectas segun los valores del parametro a.

b) Si a =1, calcular la distancia minima entre las rectas r y s.
. Dados los puntos A(0,0,1), B(1,0,—1), C(0,1,—2) y D(1,2,0), se pide:
a) Demostrar que los cuatro puntos no son coplanarios.

b) Hallar la ecuacion del plano 7w determinado por los puntos A, By C.

¢) Hallar la distancia del punto D a plano .
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Dados los puntos P(1,1,3), Q(0,1,0), se pide:

a) Hallar todos los puntos R tales que la distancia entre P y R sea igual a la distancia entre Q y
R. Describir dicho conjunto de puntos.

b) Hallar todos los puntos S contenidos en la recta que pasa por Py @ que verifican
dist(P, S) = 2 - dist(Q, S)
donde “dist” significa distancia.

Dadas las rectas:

z+1 y—2

T =

z
1 2 3

; s=
hallar la ecuacién de la recta ¢ perpendicular comun a ambas.
Dados el plano:

m=cz+y+z=1

y la recta:
r—1 y+1 z
r= = =—
2 3 —4
se pide:

a) Hallar el punto P determinado por la intersecciéon de r con 7.
b) Hallar un plano 72 paralelo a 71 y tal que el segmento de la recta r comprendido entre los
planos m; y 72 tenga una longitud de v/29 unidades.
Dado el plano 7 : = + 3y + z = 4, se pide:

a) Calcular el punto simétrico P del punto O(0,0,0) respecto del plano 7.
b) Calcular el coseno del angulo a que forman el plano 7 y el plano x = 0.
¢) Calcular el volumen del tetraedro T' determinado por el plano 7, y los planos x =0,y =0y
z=0.
Dadas las rectas:

r—1 y—2 z
r= = — = - s = =
2 3 1

se pide:

a) Hallar la ecuacion del plano 7 que contiene a r y es paralelo a s.
b) Determinar la distancia entre las rectas r y s.

¢) Estudiar si la recta t paralela a r y que pasa por O(0,0,0) corta a la recta s.

Dadas las rectas:

<
Il
— 8

z
a’ b
determinar los valores de los parametros a y b para los cuales las rectas r, s se cortan perpendicu-

larmente.

Dado el plano m = 22 — y + 2z + 1 = 0, hallar las ecuaciones de los planos paralelos a ™ que se
encuentran a 3 unidades de 7.
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39. Dada la recta:

z—1 Y z
r= == ==
1 -1 1

y el plano m: x +y — 2z + 1 = 0, hallar la ecuacién de la recta s simétrica de la recta r respecto
del plano 7.

40. Dadas las rectas:

se pide:

a) Determinar la ecuaciéon de la recta perpendicular comin a r y s.

b) Calcular la minima distancia entre las rectas r y s.

41. Dadas las rectas:

y+z=3
; s=
2 —1 20 —y =2

se pide:
a) Hallar la ecuacion del plano 7 determinado por r y s.
b) Hallar la distancia desde el punto A(0,1,—1) a la recta s.
42. Sea 7 el plano que contiene a los puntos P(1,0,0), Q(0,2,0) y R(0,0,3). Se pide:

a) Hallar el volumen del tetraedro determinado por el origen de coordenadas y los puntos P, @
vy R.

b) Calcular las coordenadas del punto simétrico del origen de coordenadas respecto del plano .

43. Dadas las rectas:

y=1 z=0
ry= ro =
! z2=3 Z y—Z:O

se pide:
a) Hallar la ecuacion de la recta ¢ que corta a r1 y ray es perpendicular a ambas.

b) Hallar la minima distancia entre r1 y 7.

44. Dados el plano
m=2x—-3y+z=a

y el plano w5 determinado por el punto P(0,2,4) y los vectores u3 = (0,2,6) y ua = (1,0,0), se
pide:
a) Calcular los valores de a y b para que 71 y my sean paralelos.
b) Para a =1y b= 0 determinar las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de 7 y 7.
¢) Para a =4y b= —2 determinar los puntos que estan a igual distancia de 71 y ma.
45. Los puntos P(1,2,1), Q(2,1,1) y A(a,0,0) con a > 3, determinan un plano 7 que corta a los
semiejes positivos de OY y OZ en los puntos B y C respectivamente. Calcular el valor de a para

que el tetraedro determinado por los puntos A, B, C y el origen de coordenadas tenga volumen
minimo.
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46. ) Hallar el volumen del tetraedro que tiene un vértice en el origen y los otros tres vértices en las
intersecciones de las rectas:

. _Jy=0 _Jx=0
MmM=r=y=z, T2= , T3=
1 Yy 2 L—0 3 L—0

con el plano 7 =2z 4 3y + 7z = 24.

b) Hallar la recta r que corta perpendicularmente a las rectas:

_rz+1 y-5 z+1 _r_y+l  z-1
METT T T TTae Ty T
47. Dados los planos
m=2r+y—2z=1, my=x—y+2z=1

se pide:

a) Estudiar su posicién relativa.

b) En caso de que los planos sean paralelos hallar la distancia entre ellos; en caso de que se corten,
hallar un punto y un vector de direcciéon de la recta que determinan.

48. a) Hallar la ecuacion del plano 7 que pasa por los puntos A(1,0,0), B(0,2,0) y C(0,0,1).

b) Hallar la ecuacion del plano me que contiene al punto P(1,2,3) y es perpendicular al vector
0(—=2,1,1).

¢) Hallar el volumen del tetraedro de vértices A, B, C'y P.
49. Dados los planos
m=2x+3y+2—-—1=0, me=2r+y—32—1=0

y la recta:

x—1 y+1 2z+2
2 1 2

r

se pide:

a) El punto o puntos de r que equidistan de m1 y 7.
b) El volumen del tetraedro que m; forma con los planos coordenados XY, XZ e Y Z.

¢) La proyeccion ortogonal de 7 sobre el plano ms.

50. Dado el punto P(0,1,1) y las rectas:

r—1 y+1 z {IO
r= =2 = s = B

2 1 -1’
se pide:

a) Determinar las coordenadas del punto simétrico de P respecto de 7.

b) Determinar la recta que pasa por el punto P, tiene direccion perpendicular a la recta r y corta
a la recta s.

Solucion del segundo apartado:

(1) Plano perpendicular a r por P:

204+ 1(y—1)—1(z—1)=0 = 2z+y—2=0



20 PROBLEMAS DE SELECTIVIDAD: GEOMETRIA. 85

(11) Plano que contiene a s y P: el haz de planos de s es:
Ax 4+ py =0
Si el plano debe pasar por P(0,1,1):
AO4p-1=0 = p=0
El plano buscado es z = 0.

(1) La recta que nos piden es la interseccion de los dos planos, es decir:

20 4+y—2=0
=0

51. Dados los puntos Pi(1,3,—1), P(a,2,0), P3(1,5,4) y P4(2,0,2), se pide:

a) Hallar el valor de a para que los cuatro puntos estén en el mismo plano.

b) Hallar el valor de a para que el tetraedro con vértices Py, P», P3 y P4 tenga volumen igual a
7.

¢) Hallar la ecuacion del plano cuyos puntos equidistan de P; y de Ps.

52. Dadas las rectas:

—1-
=3+ A

w
Il
SIS
|

se pide:

a) Estudiar su posicién relativa.

b) Hallar la minima distancia de r1 a 7.

53. a) Dados los puntos P(2,1,—1), Q(1,0,2) y la recta:

r=2+42\
r=qy=1-—2A
z=3

determinar los puntos de r que equidistan de P y Q.

b) Determinar la ecuacion del plano 7 que pasa por el punto @ y es perpendicular a r.

54. Una de las caras del paralelepipedo H tiene vértices en los puntos A(4,2,8), B(6,4,12), C(6,0,10)
vy D(8,2,14).

a) Si el punto E(6,8,28) es otro de los vértices, hallar el volumen de H.
b) Hallar el punto E’ simétrico de F respecto del plano que contiene a la cara ABCD.

55. Dadas la recta r y la familia de rectas s, mediante:

3 =

z+2y=-3 20 4+2y+z=a
r= ; s=
z=1 r+2=0
se pide:
a) Hallar el valor de a para que ambas rectas se corten. Calcular el punto de corte.
b) Hallar la ecuacion del plano determinado por ambas rectas cuando ambas se cortan.
56. Se dan la recta r y el plano 7w, mediante:

r—4 y—1 2z-2
= = = =2 — 2z —7=
r 5 3 3 T x4y z—7=0

Obtener los puntos de la recta cuya distancia al plano es igual a 1.
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57. Dadas las rectas:

r—1 y—2 z {x+y4
r= = =— 5=

2 2 -2

se pide:

a) Hallar la ecuacion del plano que pasa por A(2,3,4) y es paralelo a las rectas r y s.

b) Determinar la ecuacién de la recta que pasa por B(4, —1,2) y es perpendicular al plano hallado
anteriormente.

58. Dado el punto P(2,1,—1) se pide:

a) Hallar el punto P’ simétrico de P respecto del punto Q(3,0,2).
b) Hallar el punto P” simétrico de P respecto de larectar=z—1=y—1=z.

¢) Hallar el punto P"”’ simétrico de P respecto del plano # =z +y + z = 3.

59. Dado el punto P(—1,0,2) y las rectas:

x

{x—z:l
r= S = Yy
z

+ A

1
A
y—z=—1
3

se pide:
a) Determinar la posicion relativa de r y s.

Determinar la ecuaciéon de la recta que pasa por Py corta a r y s.

¢) Determinar la ecuacion de la recta perpendicular comtn a r y s

60. a) Hallar los puntos de corte de la recta de direcciéon (2,1,1) y que pasa por el punto P(4,6,2),

con la superficie esférica de centro C(1,2,—1) y radio v/26.
b) Hallar la distancia del punto @Q(—2,1,0) a la recta:

z—1 z—3

61. Dados el punto P(1,0,—1), el plano 71 =2z —y + 2+ 1 =0, y la recta:

_)2r+y—-1=0
3r—2z—3=0

se pide:
a) Determinar la ecuacion del plano que pasa por P, es paralelo a la recta r y perpendicular al

plano 7.

b) Hallar el 4ngulo entre r y 7.

62. Dados los puntos A(2,-2,1), B(0,1,-2), C(-2,0,—4), D(2,—6,2), se pide:

(a) Probar que el cuadrilatero ABC'D es un trapecio (tiene dos lados paralelos) y hallar la distancia
entre los dos lados paralelos.

(b) Hallar el area del triangulo ABC.
63. Dados el punto P(1,2,—1) y el plano 7 = x + 2y — 2z + 2 = 0, sea S la esfera que es tangente al
plano 7 en un punto P’ de modo que el segmento PP’ es uno de sus diametros. Se pide:
(a) Hallar el punto de tangencia P’.

(b) Hallar la ecuacion de S.
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64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

Sean r4 la recta con vector de direccion (1, A,2) que pasa por el punto A(1,2,1), rg la recta con
vector de direccion (1,1, 1) Que pasa por B(1, —2,3), y r¢ la recta con vector de direccién (1,1, —2)
que pasa por C(4,1,—3). Se pide:

(a) Hallar A\ para que 74 y 75 se corten.
(b) Hallar X para que la recta 74 sea paralela al plano definido por rp y r¢.
(¢) Hallar el angulo que forman rg y r¢.

La recta r pasa por P(2,—1,0) y tiene vector director (1, A, —2); la recta s pasa por Q(1,0,—1) y
tiene vector director (2,4, 2).

(a) Calcular A > 0 para que la distancia entre r y s sea ——.

V59

(b) Calcular X para que r sea perpendicular a la recta que pasa por Py por Q.

Dados los puntos P(—1,—1,1), Q(1,0,2) y los planos:
m=x—2z=0, mo = my — 62 =0, m3=x+y—mz=0,

se pide:
(a) Calcular los valores de m para los que los tres planos se cortan en una recta.

(b) Para m = 3 hallar la ecuacion del plano que contiene al punto P y es perpendicular a la recta
de interseccion de los planos 7 y 3.

(¢) Hallar la distancia entre los puntos Q y P’, siendo P’ el punto simétrico de P respecto al plano
.

(a) Dados los vectores 4 = (2,3,4), ¥ = (—=1,—1,—1) y @ = (=1, \, —5), encontrar los valores de
A que hacen que el paralelepipedo P generado por i, U y w tenga volumen 6.

(b) Obtener la ecuacion de la recta incluida en el plano z = 0, con direccién perpendicular a
@ =(2,—1,4) y que pasa por el punto (1,1,0).

Dados el plano m = = — 2y + 22 + 1 = 0 y la superficie esférica (z — 1)+ (y — 1) + (2 — 2)2 =9,
hallar los planos tangentes a la esfera que son paralelos al plano 7.

Dados el punto P(—4,6,6), el origen de coordenadas O y la recta

T =—4+ 4\
r=<y=843\
z= =2\

se pide:
(a) Determinar un punto @ de la recta r, de modo que su proyeccién Q" sobre OP sea el punto
medio de este segmento.
(b) Determinar la distancia de P a r.

(¢) ;Existe algin punto R de la recta r, de modo que los puntos O, Py R estén alineados? En caso
afirmativo, encontrar el punto o los puntos con esa propiedad o, en caso negativo, justificar la
no existencia.

Dados los planos 711 :axz+y—2+1=0y 7 : x+ay+ z—2 = 0, determine, en caso de que existan,
el valor o posibles valores del pardmetro a, para cada uno de los siguientes supuestos:

(a) Que m; y o sean paralelos.
(b) Que 71 y w2 sean perpendiculares.
(¢) Que la recta interseccion de m; y 72 sea perpendicular al plano x = y.

Dado el punto P(2,1,—1), determine el punto simétrico de P respecto al plano que pasa por los
puntos A(0,2,—-1), B(1,-3,0) y C(2,1,1).

Se consideran los puntos A(0,5,3), B(0,6,4), C(2,4,2) y D(2,3,1) se pide:
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(a) Comprobar que los cuatro puntos son coplanarios y que el poligono ABCD es un paralelogra-
mo.

(b) Calcular el area de dicho paralelogramo.

(¢) Determinar el lugar geométrico de los puntos P cuya proyeccion sobre el plano ABCD es el
punto medio de dicho paralelogramo.

Soluciones:
(1) z—y+2=0
(2) (a) D(0,2,2) (b) rombo
(3) (a)%(b) dr+y—2+42=0,20—-3y+32—1=0(c)8x+5y+2-8=0,z—2y+2—-1=0
(4) (a)a=-20b)xz+y—224+2=0,z—2y+2+1=0
(5) (a) & (b)x—3y—92+1=0, T —8y—11z+2=0
(6) (a) bz —Ty—16z+17=0 (b)) c=—-24+5\, y=1— X, z=2X\
(7) 22 +y—2=
8) (a) k=4(b)z+2y—2+5=0
(9) (a) Q(1,0,—1) (b) 3z +3y+32—10=0,3x+3y+32+10=0
(10) (a) se corta perpendicularmente con 71, paralela a w2 (b) se cortan (c) ﬁ
(11) (a) k= % dos paralelos y otro que los corta, k = —2 se cortan en una recta, demas casos: se cortan en un punto
(b) @ = (1,0,1)
(12) (a) O (8,22, 28) (4 22—y =0 (c) 6
(13) (a) 2z —y+22+5=0, 2=0,2x —y+2z—13=0, 2 =0 (b) son dos rectas paralelas
(14) (a) % (b) x =2t, y = —2t, z:t(c)%
(15) (a) (z = 1>+ (y =32+ (z+ 1) =9 (b) (0,1,1), (3,2, -3)
(16) (a) 3z — 10y +6z+1=0; = +5y+22 -9 =0 (b) J=
1 s : los planos se cortan en un punto; A = 2: dos planos paralelos y otro que los corta; A = 4: los planos se
T) NF2, AF 4] 1 A=2:d 1 lel 1 A=4:1 1
cortan en rectas paralelas.
(18) (a) x=—-3t, y=t, z=1t (b) (3,—1,—-1)
(19) (a) 2y+32+1=0,c—y+62+2=0(b) z—5y+122+4=0(¢) 2+ 13y — 152 —-5=0
a)dr+2y—2=0, x — 8y +5z = r+oy—2—3=0, v+ 1oy — 18z — =
20 4 2 0 8 5 0(b) 7 5 3=0 15 18 23=0
(21) (M 3v2 ﬁ) (_M _3v2 _Q>
VB V5B ) VBT VBT B
(22) paralelas
23) (a) 2z —2y+2z—1= e+ (y — +2° = c)r=1—-t, y=2, 2=t
()()22210(b)2(1)223() 1 2
12
(24) (a) A =3 (también —3) (b) 13
(25) (a)3z+3y—2=0(b)x+y+1=0,x—2y—32—14=0
2
(26) (a) no (b) (¢) 7
(27) (6,8,—-4), (0,2,2)
(28) 2 = = 22
— 32
(29) (a) =3z +5y+4z—13=0 (b) 573
(30) (a) (b) a =0 se cortan, a # 0 se cruzan (c) v/2
— V7
(31) (a)2z+3y+= 1—0(())\/5
(32) (a) plano mediador = + 3z —5 =0 (b) (—1,1,-3), (3,1,1)
(33) dx+y—22+2=0, lle+2y—72—2=0
(34) (a) (3,2,—4) (b)) z+y+2=0,z+y+2—2=0
8 24 8 1 32
(35) (a) (37> 11> 11) () o= (o) F
(36) (a) x—2z—1=0 (b) Jg(c)no
(37) a=1,b=—1
(38) 2¢ —y+22—-8=0,2r—y+224+10=0
(39) z—2 _ y+l _ 2-—1

5 -1 -1
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(40) (a) a5t

(41) (a) 2z —y+1=0(b) 3

(42) (a) 1 (0) (.55 %)

(43) (a) y+2z—4=0, z=0 (b) V2

(44) (a) b= —2, a # 2 (si a = 2 son coincidentes) (b) =3, y=¢, 2=-2+3t (¢) 20 —3y+2—-3=0
(45) a:%

(46) (a) 32 ()8x+7y+11z—1670 3c+y+92-8=0

(47) (a) se cortan ( P(g, 5,0),u7(0,2,1)

(48) (a) 24+ % +2=1(b) 22+y+2—-3=0(c) 3

(49) (a) P1(3,0,0), P2 (3, g —3)(b) & (¢) 2B =15 =220 obienz—2y—3=0,20+y—32—1=0
(50) (a) (3.—%—3) () 22 +y—2=0,2=0

(51) (a)a=3% (b)a=2, :f%()4y+10z731=0

(52) (a) se cruzan (b) %

(53) (a) (15,—4,3) (b) 22—y —2=0

(54) (a) 112 (b) (18,12,20)

(55) (a)a=-3(b)xz+2y+3=0

(56) (5.3.3) (3.5.-3)

(57) (a) 3z —y+2z—11=0 (b) 5% = £ = 222

(58) (a) (4,-1,5) (8) (0,1,1) () (5,5, ~3)

(59) (a)secruzan(b) —z+4y—324+5=0,—z+y+22—-5=0(c)z+y—22=0,2—3=0
(60) (o) (=4,2,-2), (3, 5. 5) (0) 3V2

(61) (a):c+y—z—2: (b) arsenZ\?ﬁ

(62) (a) Los vectores AB = (—2,3,—3) y CD = (4, —6,6)) son paralelos. /149/22 (b) @
(63) (a) P'(0,0,1) (b) (= %) +y-1)*+22=9

(64) (a) A=—1(b) A= ()%

(65) (a) A=3(b) A=—

(66) (a) m=—2 m73( Yz +2y4+2+2=0(c) V10

(67) (a)0y =6 (b)z=1+t,y=1+2t,2=0

(68) v —2y+22—-12=0,z—2y+224+6=0

(69) (a) (4,14,~4) (b) * (c) =

(70) (a)a=-1(b)a=1%(c)a=1

(71) P’(0,1,1)

(72) (a) * (b)2vV2 (c)z=1;y=9/2+X;2=5/2—
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21.

Probabilidad

1. Se lanzan dos dados equilibrados. Sea A el suceso “obtener nimeros iguales en los dos dados” y B

“obtener dos nimeros impares”. Calcular las probabilidades:

. Se lanza una moneda tres veces:

a) Escribir el espacio muestral.

b) Calcular la probabilidad de obtener exactamente una cruz.

. Un dado octaédrico tiene sus caras numeradas de 1 a 8. En un lanzamiento de este dado, calcular

la probabilidad de obtener:

a) Un ntmero par.

b) Un multiplo de 3.

¢) Un maltiplo de 4.

d) Un ntmero que no sea multiplo de 4.
e) Un ntimero menor que 4.

Se lanzan una moneda y un dado. Sea A el suceso “obtener una cara” y B el suceso “obtener al
menos 3”. Calcular las probabilidades:

. En una cierta calle un tercio de sus habitantes no leen el periédico, un cuarto leen un periédico

nacional y tres quintos leen un periédico local. ; Cudl es la probabilidad de que en una casa elegida
al azar se lean ambos periodicos?

. Se lanzan dos dados equilibrados. Sea A el suceso “el producto de los niimeros obtenidos es par” y

B el suceso “la suma de los niimeros obtenidos es impar”. Calcular:

(a) p(A)
(b) p(B)
(¢) p(AUB)
(d) p(ANB)
(¢) p(AUB)

En una clase de 25 estudiantes, 15 estudian francés, 13 estudian malayo y 5 no estudian ninguna
lengua. Si se escoge un estudiante al azar, jcudl es la probabilidad de que estudie francés y malayo?

. De los 32 estudiantes de una clase, 18 juegan al golf, 16 tocan el piano y 7 hacen ambas actividades.

Si se escoge un estudiante al azar, calcular la probabilidad de que:

(a) Juegue al golf pero no toque el piano.

(b) Toque el piano pero no juegue al golf.
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9.

10.

11. S

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

En una ciudad, el 40 % de la poblacion lee el periddico A, el 30 % lee el periddico B y el 10% lee
el periodico C. También se sabe que un 5% lee Ay B, el 4% lee Ay C,el 3% lee By C yun 2%
lee los tres periddicos. Calcular la probabilidad de que una persona elegida al azar:

(a) Lea solamente A.
(b) Lea solamente B.

(¢) No lea ninguan periédico.

Sean X e Y sucesos tales que p(X) = 1, p(Y) = § y p(X NY) = . Calcular:

a) p(XUY)

b) p(X UY)

ip(4) = p(B) =05y p(An B) =0,1, calcular:
(a) p(AU B)
(b) p(AUB)
(¢c) P(AUDB)

En una clase hay 14 chicas y 11 chicos. Se escogen al azar dos estudiantes para representar a la
clase en una asamblea:

a) {De cuantas maneras se pueden elegir los dos estudiantes?

b) Calcular las probabilidades de que los estudiantes elegidos sean (1) dos chicas (11) dos chicos

(111) un chico y una chica

De un grupo de 10 estudiantes se eligen cuatro al azar para formar un equipo. ;Cuél es la proba-
bilidad de que dos estudiantes concretos Sofia y Jerénimo sean elegidos para el equipo?

En una fuente hay 5 naranjas y 3 limones. se seleccionan dos frutas al azar. Calcular la probabilidad
de que sean (a) dos limones (b) una naranja y un limén

En una acuario hay 7 peces rojos y 5 peces amarillos. Con una red se escogen al azar dos de ellos.
Calcular la probabilidad de que los peces sean (a) los dos rojos (b) de colores diferentes

En un vaso hay 4 canicas verdes, 5 rojas y 3 azules. Se escogen tres de ellas al azar. Calcular la
probabilidad de que las canicas seleccionadas sean (a) todas rojas (b) de diferente color (¢) al menos
una verde

Los sucesos A y B son tales que p(A) = 0,4y p(B) = 0,6 y p(AU B) = 0,7. Calcular las probabili-
dades:

(a) p(ANB)

(b) P(ANB)

(¢) P(AUB)
De los estudiantes de una clase, un 80 % son mas altos de 160 cm y un 75% no miden mas de

180 cm. Si se escoge un estudiante de la clase al azar, calcular la probabilidad de que su estatura
esté comprendida entre 160 y 180 cm.

Sip(4) =0,6, p(B) =0,55y p(AN B) = 0,2 calcular:

(a) p(AUB)
(b) P(ANB)
(¢) p((AUB) = (AN B))
Sip(ANB) =05, p(ANDB) =02y p(AUB) = 0,85, calcular:

p
(a) p(A)
(b) p(B)
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

(c) p(ANB)

La siguiente tabla muestra las frecuencias relativas de las edades de los estudiantes de un instituto:

Edad (en anos) 13 14 15 16 17
Frecuencia relativa | 0,15 | 0,31 | 0,21 | 0,19 | 0,14

(a) Se elige un estudiante al azar. Calcular la probabilidad de que tenga(1) 15 afios (II) 16 aflos o
mas
(b) Suponiendo que en ese instituto hay 1200 estudiantes calcular cuéntos de ellos tienen 15 afios.

Se lanzan dos dados 500 veces. Las frecuencias de los distintos resultados se muestran en la siguiente
tabla:

Suma 213|456 |7 |89 ]|10]11]12
Fracuencias | 6 | 8 | 21 | 34 | 65 | 80 | 63 | 77 | 68 | 36 | 42

Usando estas frecuencias para estimar las probabilidades calcular la probabilidad de:

(a) La suma sea multiplo de 5.
(b) La suma sea un niimero par.

(¢) La suma sea divisible por 5 o sea un nimero par.
Se lanza un dado equilibrado de 10 caras. Calcular la probabilidad de que el nimero obtenido sea:

(a) Primo.
(b) O primo o multiplo de 4.
(¢) Multiplo de 4 o multiplo de 3.

De las 53 personas que trabajan en una escuela 36 toman té, 18 café y 10 no beben ni té ni café.

(a) (Cuantos toman té y café?
(b) Si se elige uno de ellos al azar calcular la probabilidad de que (1) Beba té pero no café (11) Beba
té y café

De los 27 estudiantes de una clase, 15 han elegido Arte y 20 han elegido Teatro. También hay 4 que
no han elegido ninguna de las dos asignaturas.

(a) ;Cuéntos han elegido ambas asignaturas?

(b) Se escoge al azar un estudiante. Calcular la probabilidad de que (1) Haya elegido teatro pero
no arte (11) Haya elegido alguna de las dos asignaturas (111) Supuesto que ha elegido Teatro
haya elegido Arte

De los sucesos A y B se sabe que p(AN B) = 0,35, p(A) = 0,25 y p(B) = 0,6. Calcular:
(a) P(ANB)

(b) p(AlB)

(c) p(B|A)
Se elige al azar un ntumero de la siguiente lista:

12471116 2229

Calcular la probabilidad de que:

(a) Sea par pero no multiplo de 4.
(b) Sea mayor que 5 y menor que 15.

(¢) Sea menor que 5 si es menor que 15.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.
34.

35.

36.

37.

(d) Esté comprendido entre 10 y 20 sabiendo que esta comprendido entre 5 y 25.

La probabilidad de que un estudiante elija Tecnologia y Espanol es 0,1. La probabilidad de que
escoja Tecnologia es 0,6. ;Cudl es la probabilidad de que escoja Espanol un estudiante que ha
escogido Tecnologia?

U y V son sucesos mutuamente excluyentes. Se sabe que p(U) = 0,26 y p(V') = 0,37. Calcular:
(a) p(UNV)

(0) p(UV)
(¢) p(UUV)

La siguiente tabla muestra datos correspondientes a 50 jugadores de tenis:

Zurdos | Diestros | Total
Hombres 5 32 37
Mujeres 2 11 13
Total 7 43 50

Se selecciona al azar un jugador del grupo. Calcular la probabilidad de que sea:

(a) Hombre y zurdo
(b) Diestros
(¢) Diestra sabiendo que se trata de una mujer

Si p(4) = 04, p(B) = 0,6, p(C) = 0,3, p(ANB) =0,24, p(BNC) = 0,15y p(AUC) = 0,52,
;,Cuales de los sucesos A, B y C son independientes?

Se extrae una carta de una baraja de 52 cartas. Sean los sucesos: A = “la carta extraida es una reina”,
B = “el color de la carta extraida es rojo” y C = “la carta es una figura”.

i, Cuales de estos sucesos son independientes? Explicar la respuesta.
Sip(A) =3, p(AUB) =2y p(B|A) = 2 calcular p(B). ;,Son independientes los sucesos A y B?

Los sucesos A y B son independientes y tales que p(A) = 0,45 y p(A N B) = 0,18. Calcular la
probabilidad:

(a) p(B)
(0) p((AU B))
(¢c) p(AUB)

En una caja hay 3 bolas blancas y 7 bolas negras. Se sacan sucesivamente y sin reemplazamiento
dos bolas de la caja.

(a) Dibujar el diagrama en arbol que representa esta informacion.

(b) Calcular la probabilidad de que (1) Ambas bolas sean blancas (11) Ambas bolas sean negras.
Una estanteria contiene 12 juguetes, 7 coches y 5 camiones. Un nino coge 2 juguetes de la estanteria:

(a) Dibujar el diagrama en arbol que representa esta informacion.

(b) Calcular la probabilidad de que (1) Ambos juguetes sean coches (11) Escoja al menos un coche.

Un jugador de tenis ha observado que cuando entra su primer servicio, la probabilidad de que gane
el punto es 0,75. En cambio, cuando juega con el segundo servicio la probabilidad es 0,45. El primer
servicio entra 3 de cada 5 veces y el segundo 3 de cada 4.

(a) Calcular la probabilidad de que este jugador gane el proximo punto que juega con su servicio.
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38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

(b) Supuesto que ha ganado el punto, ;cuél es la probabilidad de que lo haya hecho jugando con
su primer servicio?

Se tienen dos cajas. La primera caja contiene 9 cartas numeradas de 1 a 9 y la segunda contiene 5
cartas numeradas de 4 a 8. Se escoge al azar una caja y se extrae de ella una carta.

(a) Calcular la probabilidad de obtener una carta con un nimero par.

(b) ;Cual es la probabilidad de que la carta par se haya extraido de la primera caja?
En una fabrica 2 maquinas hacen cerraduras y las cerraduras se guardan en un almacén. La primera
méaquina produce el 60 % de las cerraduras de las que el 5% son defectuosas mientras que sélo lo
son el 2% de las cerraduras producidas por la segunda méquina. Se selecciona al azar una cerradura
del almacén:

(a) {Cual es la probabilidad de que la cerradura seleccionada sea defectuosa?

(b) Supuesto que la cerradura seleccionada sea defectuosa, jcudl es la probabilidad de que fuera

producida por la primera méiquina?

En una caja hay 14 bolas blancas y 16 bolas negras mientras que, en una segunda caja hay 7 blancas
vy 12 negras. Se saca una bola de la primera caja y se coloca en la segunda. Después, se extraen dos
bolas de la segunda caja.
(a) {Cudl es la probabilidad de que ambas bolas sean negras?
(b) ;Cuaél es la probabilidad de que la bola extraida de la primera caja fuera blanca si las dos
bolas extraidas de la segunda han sido blancas?

Un espacio muestral contiene dos sucesos A y B que cumplen p(B) = %, p(A|B) = 2 y p(A|B) = 1.

(a) Dibujar el diagrama en arbol correspondiente a esta informacion.
(b) Calcular (1) p(A) (11) p(B|A) (111) p(A|B)

Un estudio llevado a cabo sobre un gran ntimero de personas muestra que un 18 % tienen problemas
de pulmén. De éstos, un 70 % son fumadores empedernidos, otro 20 % son fumadores ocasionales
y, finalmente, un 10 % son no fumadores. De los que no tienen problemas de pulmoén se encuentra
que un 5% son fumadores empedernidos, un 15% son fumadores ocasionales y un 80% son no
fumadores. Se escoge al azar una persona del grupo.

(a) Calcular la probabilidad de que sea un no fumador.

(b) Calcular la probabilidad de que tenga problemas de pulmén si es un fumador empedernido.
Se tienen tres urnas A, B y C. En la urna A hay 2 cubos blancos y 4 cubos rojos, en la urna B hay
5 blancos y 3 rojos y en la urna C hay 4 blancos y 6 rojos. Se elige una urna al azar y se extrae un
cubo de ella:

(a) Calcular la probabilidad de sacar un cubo rojo.

(b) Supuesto que se ha extraido un cubo rojo, calcular la probabilidad de que se haya extraido de

la urna C.

Se eligen al azar y sin reemplazamiento dos letras del conjunto {a,b,c,d, e, f,0}. Después se elige
una tercera letra. ;Cudl es la probabilidad de que la tercera letra sea una vocal?

El 25% de los aparatos que llegan a un servicio técnico tienen garantia. Entre los que no tienen
garantia, un 20 % ya fueron reparados en otra ocasion. Finalmente, el 5% de los aparatos tienen
garantia y ademas ya fueron reparados en otra ocasion.

(a) ;Qué porcentaje de los aparatos que llegan al servicio técnico ya fueron reparados en otra
ocasion?

(b) ;Qué porcentaje no fueron reparados en otra ocasiéon y ademaés no tienen garantia?

(¢) Un aparato que acaba de llegar ya fue reparado en otra ocasion. ;Qué probabilidad hay de
que tenga garantia?
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46. Sean Ay B dos sucesos tales que p(4) = 3, p(B) = 2 y p(AU B) = 3. Calcular:
(a) p(B|A)
(b) p(A|B)
47. En una clase de 20 alumnos hay 12 que estudian Biologia, 15 que estudian Historia y 2 alumnos
que no estudian ni Biologia ni Historia.
(a) Represente esta informacion en un diagrama de Venn.

(b) Halle la probabilidad de que un alumno de esta clase elegido al azar esté estudiando ambas
asignaturas: Biologia e Historia.

(¢) Sabiendo que un alumno dado, elegido al azar, estudia Biologia, halle la probabilidad de que
este alumno también estudie Historia.

48. Una bolsa contiene diez monedas equilibradas. Cinco de dichas monedas tienen cara y cruz, otras
tres son monedas con dos caras y las dos restantes son monedas con dos cruces. Se elige al azar una
moneda de la bolsa y se lanza.

(a) Calculese la probabilidad de que salga cara en dicho lanzamiento.

(b) Si en el lanzamiento ha salido cara, jcudl es la probabilidad de que la moneda elegida tenga
cara y cruz?

Soluciones:

(a) &5 (0) 2 (0) & (4) 22

(a) {CCC,CCX,CXC,XCC,CXX,XCX,XXC, XXX} (b) %
ENOR EORYURIOR:
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22,

Variable aleatoria

. Una variable aleatoria discreta tiene la siguiente funciéon de probabilidad:

x 1 2 3 |4 5
F(z) 1021 | 0,25 | 041 | a | 0,01

Calcular: (a) El valor de a (b) p(1 < X <3) (¢) p(X <3)

. La variable aleatoria discreta X tiene la siguiente funcién de probabilidad:

f(z) =p(X =z) = k(4 —x)

para x =0,1,2,3 y f(z) = 0 para los demas valores de z.
Calcular: (a) El valor de la constante k (b) p(1 < X < 3).

. Una variable aleatoria discreta X tiene la siguiente distribuciéon de probabilidad:

10

e}
<
I
8
S~—
= |
N | Ot
SN

Calcular el valor de (a) E(X) (b) E(X?) (¢) Var X (d) Desviacion tipica de X

Una variable aleatoria discreta X puede tomar solamente los valores 0, 1, 2, 3, 4 y 5. La distribucién
de probabilidad esta dada en la siguiente tabla:

x 0|112|3|4]|5
p(X=z)|ala|lal|lb|b|Db

Si se verifica que p(X > 2) = 3p(X < 2): (a) Calcular los valores de a y b (b) Calcular los valores
esperados de X y de X2 (¢) Calcular la varianza de X

. Una variable aleatoria T toma solo valores enteros y tiene una funcién de probabilidad definida por:

kt? sit=1,2,3
fO)=p(T=t)=<k(8—1t)? sit=4,56,7
0 para los demas valores

donde k es una constante:

(a) Calcular el valor de k.

(b) Calcular p(T'=4), p(T <4) y p(T =4|T < 4)
(¢) Calcular E(t) y Var(t).

(d)

Determinar la moda de T’

. Una variable aleatoria discreta tiene una distribucién de probabilidad que se expresa en la siguiente

tabla:
T 5 |10 | 15| 20 | 25 | 30
PX=2) |5 | & | S| B |55

(a) Calcular p(X < 15)
(b) Construir la tabla de la funcion de distribucién para esta variable aleatoria.

(¢) Calcular la mediana de la distribucion.
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Un centro de llamadas de emergencia tiene en servicio 5 lineas que operan 24 horas diarias. La
variable aleatoria L es el nimero de lineas en uso para periodos de 5 minutos. La distribucién de
probabilidades es la siguiente:

n 0 1 2 3 4 5
p(L=n)| 007|021 |025]|031|012 | 0,04

a) ;Cuél es la probabilidad de que al menos tres lineas estén en uso simultineamente?

b
c
d

Calcular la media y la varianza de L

(a)
(b)
(¢) Construir la tabla para la funcién de distribucion de esta variable.
(d)

Calcular el valor de la mediana.

. Un dado tiene sus caras numeradas 1, 2, 2, 3, 3 y 3. Se lanza el dado dos veces y se representa

mediante la variable aleatoria S la suma de los valores obtenidos.
(a) Construir las tablas para la funciéon de probabilidad y la funcion de distribucién de S.
(b) Calcular la media, la mediana y la moda de S.

(¢) Calcular la desviacion tipica de S.

. La distribucién de probabilidad de una variable aleatoria X esta dada por f(z) = kx donde x =

1,2,...,n y k es un parametro.
(a) Demostrar que k = >
(b) Calcular el valor esperado de X.

La distribucién de probabilidad de una variable aleatoria discreta X esta dada por f(z) = 3%7*

donde x =1,2,3,... y a es un parametro:

(a) Demostrar que a = logg 2.
(b) Calcular una expresion de la funciéon de distribucion de X.

Se lanza una moneda diez veces. Calcular la probabilidad de obtener (a) exactamente 4 caras (b) al
menos seis caras (¢) no mas de cinco caras

Una moneda estd trucada de modo que la probabilidad de obtener cara es de 0,6. Calcular la
probabilidad de obtener (a) exactamente 2 caras cuando la monedad se lanza 5 veces (b) al menos
3 caras cuando la moneda se lanza 7 veces (¢) més caras que cruces cuando la moneda se lanza 9
veces

En la producciéon en masa de bombillas la probabilidad de que una de ellas sea defectuosa es de
1%. Se seleccionan bombillas al azar y se ponen en cajas de ocho.

(a) Si se elige una caja al azar calcular la probabilidad de que contenga (1) al menos una bombilla
defectuosa (11) no mas de dos bombillas defectuosas

(b) Supuesto que la caja que se ha elegido al azar contiene al menos una bombilla defectuosa,
jcudl es la probabilidad de que contenga exactamente dos bombillas defectuosas?

Sea X ~ B(6;0,35). Calcular:
(a) La moda a de X.

(b) La mediana b de X

(¢) p(X <2a|X >b)

Sea X ~ B(6;0,4):

(a) Construir tres tablas para la funcién de distribucién binomial de X cuandon =2, n =5y
n = 10.

(b) Supuesto que p(X < 10) > 0,5 calcular el valor mas grande de n.

Si X ~ B(n;0,3) y p(X > 3) > 0,7 encontrar el valor mas pequeno de n.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

La probabilidad de que Joe dé en el blanco ees de 0,6. Calcular el menor ntmero de intentos que
necesita Joe para poder asegurar que la probabilidad de dar en el blanco al menos una vez es mayor
que 95 %.

Si X ~ B(8;0,4) calcular (a) p(X = 5) (b) p(X < 5) (¢) p(X < 5) (d) La media de X (e) La
varianza de X.

Sabiendo que Y ~ B(7;0,3) calcular (a) p(Y = 1)+ p(Y =2) (b) p(Y <2) (¢) p(Y > 2) (d) la
mediana de Y

SiT~ B(5;%):

(a) Demostrar que p(T' =5) = 5.

(b) Construir la tabla de la distribucion de probabilidad de T'. a partir de ella calcular la moda
de T.

(¢) Construir la tabla para la funcion de distribucion de T
(d) Calcular la mediana de 7.

La probabilidad de que llueva en un dia de junio en Villaseca es 0,02.

(a) ;Cudl es la probabilidad de que llueva exactamente 3 dias de junio en esa ciudad?
(b) ;Cuaél es la probabilidad de que no llueva los cinco primeros dias de junio?

(¢) ;Cuél es el valor esperado para el ntimero de dias de lluvia en junio en Villaseca?

Una variable aleatoria R sigue una distribucién binomial B(n; p) con media 2 y varianza 1,5. Calcular
los valores de n y p.

En un test de elecciéon multiple hay 20 preguntas. Para cada una de ellas puede elegirse entre cuatro
respuestas y solamente una de ellas es correcta.

(a) Si un estudiante elige al azar las respuestas, calcular la probabilidad de obtener (1) ninguna
correcta (11) mas de diez correctas (I11) no mas de cinco correctas

(b) Calcular la media y la desviacion tipica del nimero de respuestas correctas.
(¢) Supdngase que cinco estudiantes eligen al azar las respuestas. jcudl es la probabilidad de que
al menos dos de ellos obtengan mas de diez respuestas correctas?

En una gran ciudad el 18 % de la poblacion son zurdos. Si se elige una muestra de 10 personas de
esta ciudad:

(a) Calcular la probabilidad de que exactamente dos de ellas sean zurdas.

(b) Calcular la probabilidad de que al menos una persona de la muestra sea zurda.

(¢) Calcular el namero mas probable de zurdos en la muestra

Si se elige otra muestra de 25 personas

(d) ;Cuaél es el valor esperado para el nimero de personas zurdas en la muestra?

(e) Calcular la varianza para el nimero de personas zurdas en la muestra.
Si ahora se selecciona al azar una muestra de tamaiio n

(f) Calcular el valor minimo de n para el que la probabilidad de que contenga al menos 2 personas
zurdas sea mayor que el 95 %.

En la misma ciudad el porcentaje de mujeres zurdas es del 16 % y el de hombres zurdos es del
22 %. se selecciona al azar una muestra de cinco mujeres y cinco hombres de la ciudad. ;Cuél es la
probabilidad de que la muestra contenga al menos una mujer zurda y un hombre zurdo?

Las precipitaciones anuales de una regién son, en media, de 2000 ml/m? con una desviacién tipica
de 300 ml/m?. Calcular, suponiendo que la distribucién es normal, la probabilidad de que en un
afio determinado la lluvia no supere los 1200 ml/m?.
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

En un examen realizado a gran nimero de alumnos se comprob6 que las calificaciones se distribuian
de acuerdo a una normal de media 6 y desviacién tipica 1. Elegido un alumno al azar calcular la

probabilidad de que su calificacién esté comprendida entre 6,7 y 7,1
El peso de las truchas de una piscifactoria sigue una distribucion normal N(200,50) Se extrae una
trucha al azar.

(a) ;Cual es la probabilidad de que su peso no exceda los 175 gramos?

(b) ;Cuaél es la probabilidad de que su peso sea superior a los 230 gramos?

(¢) ;Cuaél es la probabilidad de que su peso esté comprendido entre 225 y 275 gramos?
(d)

d) Al 30% de las truchas de peso inferior se les clasifica como de segunda; al 30 % de mayor peso
como especial y al resto como de primera. Calcular los pesos fronteras entre dichas categorias.

La compania aérea Avidn sabe que el tiempo de retraso de sus vuelos sigue una distribuciéon normal
de media 10 minutos y desviacién tipica 5 minutos.

(a) Calcula la probabilidad de que un vuelo no tenga retraso.

(b) Calcula la probabilidad de que el proximo vuelo llegue con menos de 10 minutos de retraso.

(¢) Probabilidad de que el proximo vuelo llegue con no mas de 20 minutos de retraso.

Un saco que contiene 400 monedas es vaciado sobre una mesa. Halla la probabilidad de que:

(a) Aparezcan mas de 210 caras.

(b) El ntmero de caras sea menor que 180.

(¢) El namero de caras esté comprendido entre 190 y 210, ambos incluidos.
Un estudio ha demostrado que en un barrio el 60 % de los hogares tienen al menos dos televisores.
Se elige, al azar, una muestra de 50 hogares. Calcula la probabilidad de:

(a) Al menos 20 de los citados hogares tengan dos o mas televisores.

(b) Entre 30 y 40 hogares tengan como minimo dos televisores.
Tras un test de cultura general se ha obtenido que las puntuaciones siguen una normal N(65,18).
Se desea clasificar a los examinados en tres grupos: A (de bajo nivel cultural), B (de nivel cultural
medio) y C ( de nivel cultural elevado), de manera que en el grupo A esté el 20 % de la poblacion,

en el grupo B el 65% y en el grupo C el 15%. ;Cuéles han de ser la puntuaciones que marcan el
paso de un grupo a otro?

Aplicado un test a un grupo de 400 personas se ha obtenido que las puntuaciones siguen una
distribucion N(60, 5). Calcular la puntuacion que marca el percentil 67.

Las edades de los 450 espectadores que asisten a una representacién teatral se distribuyen de acuerdo
a la siguiente tabla:

Edad [0, 15) | [15, 30) | [30, 45) | [45, 60) | [60, 75)

Personas 19 95 218 102 16

(a) Representar dichos datos mediante un histograma y dibujar el poligono de frecuencias corres-
pondiente.

(b) A la vista de los resultados anteriores ajustar, si parece adecuado, dicha distribucién empirica
mediante una distribucién normal.

(¢) Calcular el namero de espectadores, correspondientes a cada grupo de edad, que habria de
acuerdo a la distribucién normal encontrada en el apartado anterior.

En una méaquina tragaperras hay 3 ventanas en las que aparecen frutas con estas probabilidades: 1
limon 40 %, 1 pera 30 %, 1 cereza 20 %, 1 naranja 10 %. Jugar cuesta 2 euros y los premios son: 3
naranjas 20 euros, 2 naranjas y una cereza 15 euros, 3 cerezas 10 euros, 3 limones 8 euros. Después
de jugar 40 veces. ;Cuanto esperamos ganar?.
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35. Una variable aleatoria continua tiene como funcién densidad de probabilidad la siguiente:

kr si0<z<1
plz) =<k sil<a<2
0 resto de valores

(a) Demostrar que k = 2.

(b) Calcular E(X) y Var(X).

(¢) Demostrar que la mediana de X es 5z mayor que la media.

(d) Hallar el valor de la constante a para que p(X > E(X) —a) = 0,95

36. Si X ~ N(u,9), calcular p si p(X < 5) =0,754.

37. Sea X ~ N(u, o). Calcular los valores de uy o si p(X < 1) =0,345 y p(X < 3) =0,943.

38. La variable aleatoria X se distribuye normalmente con una media g y una varianza o2. Sabiendo
que p(X > 58,44) = 0,022 y p(X < 48,44) = 0,012 calcular los valores de p y o.

39. Se utiliza una maquina para llenar bolsas de un kilo de harina. Cuando se comprueban las bolsas
se encuentra que su peso medio es de 1,03 kg. Suponiendo que el peso de las bolsas se distribuye
normalmente, calcular la desviacion tipica si el 1,8 % de las bolsas pesa menos de un kilo.

40. Una variable aleatoria X se distribuye normalmente con media p y desviacién tipica o y, ademaés,
p(X >50,1) = 0,119 y p(X < 43,6) = 0,305:

(a) Obtener los valores de py o.

(b) A partir del resultado anterior, calcular p (| X — u| < %)

41. Una gran feria de muestras ha reunido datos de asistencia a sus exposiciones. El proximo fin de
semana va tener lugar una exposiciéon importante y los datos recogidos muestran que el promedio
de asistencia diaria a este tipo de acontecimientos es de 7850 personas con una desviacién tipica de
367 personas.

(a) ;Cuél es la probabilidad de que mas de 7000 personas intenten asistir a la exposicion el sdbado?

(b) Si la capacidad del centro es de 8500 personas, jcuél es la probabilidad de que el centro se
llene?

Los datos también muestran que, cada dia, la hora de llegada media de los visitantes es 155 minutos
después de la apertura.

(¢) Suponiendo que la hora de llegada de los visitantes al centro sigue una distribucién de Poisson,
calcilese el porcentaje de visitantes que llegardn en las primeras tres horas después de la
apertura de la exposicién el sdbado.

42. Una méaquina expendedora de café vierte cafés de diferentes tipos en vasos. Los datos que se conocen
muestran que la cantidad de café dispensado por la méquina sigue una distribucion normal de media
120 ml y desviacién tipica 8,3 ml.

(a) Si los vasos tienen una capacidad de 130 ml jcuél es la probabilidad de que el café rebose del
vaso?

(b) Sila maquina esta cargada con 500 de estos vasos, jcudntos de ellos se espera que rebosen con
el café?

(¢) Los datos recogidos muestran también que la maquina dispensa el vaso correctamente un 99 %
de las veces. El senor Li usa la maquina dos veces diarias y paga cada vez 2 yuans. ; Cuéntos
dias es probable que use la méquina hasta que pierda 5 yuans debido al error de la maquina
al dispensar los vasos.

43. El peso W, en gramos, de los gorriones hembras (en adelante gorrionas) puede representarse me-
diante una distribucién normal de media x4 y desviacién tipica o.

(a) Los datos experimentales muestran que el 84 % de las gorrionas pesan al menos 20 g y un 44 %
de ellas pesan mas de 22,5 g. Calcular los valores de p y o con 5 cifras decimales correctas.
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(b) Se recoge una muestra aleatoria de cinco gorrionas. Si B es el nimero de pajaros en la muestra
que pesa méas de 23 g calcular la probabilidad p(2 < B < 4).

44. La pérdida de peso, en kilogramos, de las personas que siguen el régimen adelgazante DELGAMAS
durante un periodo de tres meses estd modelizada por una variable aleatoria X. Los datos experi-
mentales mostraron que el 67 % de las personas que utilizaron DELGAMAS perdieron hasta cinco
kilogramos, mientras que el 12,4 % perdieron al menos siete kilogramos.

Suponiendo que X sigue una distribuciéon normal, halle la pérdida de peso esperada para una
persona que siga durante tres meses la dieta DELGAMAS

45. Tim va a un conocido restaurante donde no se puede reservar mesa. Se ha determinado que los
tiempos de espera hasta que se consigue una mesa siguen una distribucién normal, de media 18
minutos y desviaciéon tipica 4 minutos.

(a) Tim dice que se marchara si 25 minutos después de haber llegado al restaurante todavia no ha
conseguido mesa. Halle la probabilidad de que Tim se vaya del restaurante sin haber conseguido
mesa.

(b) Tim lleva esperando 15 minutos. Halle la probabilidad de que Tim consiga una mesa durante
los préximos cinco minutos.
46. El tiempo que tardan los autobuses en hacer el recorrido entre dos ciudades dadas sigue una distri-
bucién normal, de media igual a 45 minutos y desviacién tipica igual a 7 minutos.

(a) Halle la probabilidad de que un autobus elegido al azar tarde menos de 40 minutos en hacer
el viaje.

(b) E190% de los autobuses tardan menos de ¢ minutos en hacer el viaje. Halle el valor de t.

(¢) Para una muestra aleatoria de 10 autobuses se registra la duraciéon del viaje entre las dos

ciudades. Halle la probabilidad de que exactamente 6 de estos autobuses tarden menos de 40
minutos en hacer el viaje.

Soluciones:
(1) (a) 0,12 () 0,87 (¢) 0,87
@) (a) k=5 (b) 3
(3) (a) 6,2 (b) 50,2 (¢) 11,76 (d) 3,43
(4 (@ @ =3 b= () BX) = §BOC) = 3 (0) Vor(0) = 53
(5) (a) k=45 (b) 75, 33 ¥ 15 (€) 4y 1] (d) 4
(6) (a) 0,4 (b) * (c) 20
(7) (a) 0,47 (b) 2,32y 1,54 (¢) * (d) 2
(8) (a) * (b) 5, 5,5 (c) 1,05
(9) (a) * (b) 25+
(10) (a) * (b) ( )=1-37°
(11) (a) 0,205 (b) 0,377 (¢) 0,630
(12) (a) 0,2304 (b) 0,9037 (¢) 0,733
(13) (a) 0,0773, 0,999946 (b) 0,0341
(14) (a) 2 (b) 2 (c) 0,667
(15) (a) * (b) 26
(16) 15
(17) 4
(18) (a) 0,1239 (b) 0,9502 (¢) 0,8263 (d) 3,2 (e) 0,192
(19) (a) 0,647 (b) 0,647 (c) 0,671 (d) 2
(20) (a) * (5) 2,3 () * (d) 2
(21) (a) 0,188 ( ) 0,9039 (¢) 0,6
(22) n=8,p=0,25
(23) (a) 0,00317, 0,00394, 0,617 (b) 5, 0,387 (c) 0,000154
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3.

a) 0,298 (b) 0,8626 () 1 (d) 4,5 (e) 3,69, 0,414
,00383

,1063

a) 0,3085 (b) 0,2743 (¢) 0,2417 (d) *

a) 0,0228 (b) 0,5 (¢) 0,977

a) 0,147 (b) 0,0202 (¢) 0,706 (estimado con la normal)
a) 0,9986 (b) 0,560

49,85, 83,66

62,20

(a) = (b) N(37,5;13,0) (¢) 16, 104, 196, 112, 19
~51,92

(a) * (b) &5, £5 (c) la mediana es 1,25 (d) 0,703
= —1,1842

1= 1,4028, o = 1,0106

pn=>539 0 =225

1= 0,0143

(a) =456, o = 3,85 (b) 0,383

a) 0,990 (b) 0,0383 (c) 97,8%

(
0
0
(
(
(
(

(
(@) 0,114 (b) 57,1 (c) Tiene que tomar 250 cafés, tienen que pasar 125 dias
(@) p = 22,17050, ¢ = 2,18259 (b) 0,570

3,77

(a) p(X > 25) = 0,0401 (b) p(15 < X < 20 | X > 15) = 0,601
(a) 0,2375 (b) 53,97 (c) 0,01274

a

Distribuciones de probabilidad

. Una variable aleatoria continua tiene la siguiente funcién de densidad de probabilidad:

1622 i0<x<
o(z) = £ (62 +4x 4 1) si0<z<1
0 resto de valores

Hallar la media y la varianza de X.

. Una variable aleatoria continua tiene como funcién de densidad de probabilidad la siguiente:

kx sio<zx<1
plz) =<k sil<ax<?2
0 resto de valores
(a) Demostrar que k = 2.
(b) Calcular E(z) y Var(z).
(¢) Demostrar que la mediana es % mayor que la media.
(d) Hallar el valor de la constante a para que p(X > E(X) —a) = 0,95.
Sea
ka? sio<z <2
p(z) =
0 en el resto

(a) Comprobar que k = 3.
(b) Calcular E(X) y la mediana de X.

103
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4. La funcién de densidad de probabilidad de una variable aleatoria continua X se define como:
1

ggc si0<x<3
= 27
T
0 en el resto

(a) Calcular el valor de r.
(b) Calcular la media y la desviacion tipica.

5. Una variable aleatoria continua tiene una funcién de densidad de probabilidad dada por:

p(z)_{k@xﬁ) si0<z<2

0 en el resto

(a) Hallar el valor de k.
(b) Calcular p(0,25 < X < 0,5).
6. La funciéon de probabilidad de una variable aleatoria continua es:
1
—x(4 — 2?) si0<z<2
p(z) =44
0 en el resto

Calcular el valor de la mediana de X.

7. La funcién de probabilidad de una variable aleatoria continua X viene dada por:

Cc

f(aj) = 4 — 1'2
0 en los demés casos

-2
Para?SZUS\/i

(a) Hallar el valor exacto de la constante c.
(b) Dibujar aproximadamente la gréfica de f(x) y, a partir de ella, obtener la moda de la distri-
bucioén.
(¢) Hallar el valor exacto de E(z).
8. La funcién de densidad de probabilidad de una variable aleatoria continua viene dada por:
4
fla) = { 7+ 22)
0 en los demas casos

sio<x <2

Hallar la moda de X y el valor exacto de E(x).
9. La funcién de densidad de probabilidad de una variable aleatoria continua X viene dada por:
1222(1 — 2) para 0 <z <1
(r) =
0 en los demés casos

Hallar la probabilidad de que X se encuentre entre la media y la moda.

Soluciones:
2 14
1) 35 995
2) (a) * (b) E(X) = 4, Var(X) = {5 (c) La mediana es § (d) 0,835
3) (a) * (b) E(X) = 3, mediana = ¥/4
4) (a)r=737 (b) E(X) = 5+ F Ingf,0~110
(

6) mediana ~ 1,08

7) (a) c= m (b) La moda es v/2 (c) cln%
8) moda = 0, media = 2 In2

9) p~0,117
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24. Examen Junio 2018

Opcién A
1. Dado el sistema de ecuaciones:
r+my=1

2z —(m+Dy+z=-1
z+(2m—1Dy+ (m+2)z=m+2m

se pide:
(a) Discutir el sistema segtn el parametro m.

(
(

b) Resolver el sistema en eol caso m = 0.

2. (a) En un experimento en un laboratorio se han realizado 5 medidas del mismo objeto, que han

dado los resultados siguientes: m; = 0,92, mo = 0,94, m3 = 0,89, m4 = 0,90, ms = 0,91.
Se tomara como resultado el valor de x tal que la suma de los cuadrados de los errores sea
minima. Es decir, el valor para el que la funcién

Bx)=(x—m)*+ (z—mo)? + ...+ (z —ms)?
alcanza el minimo. Calcule dicho valor . ,
(b) Aplique el método de integracion por partes para calcular la integral / 2?1In(x) dz, donde In
significa logaritmo neperiano. '
3. dados los planos m =4z + 6y — 122+ 1 =0, mp = —2x — 3y + 62 — 5 = 0, se pide:

(a) Calcular el volumen de un cubo que tenga dos de sus caras en dichos planos.

(b) Para el cuadrado de vértices consecutivos ABCD, con A(2,1,3) y B(1,2,3), calcular los vér-
tices C'y D, sabiendo que C' pertenece a los planos me y m3 = —y + 2 = 2.

4. El 60% de las ventas de unos grandes almacenes corresponden a articulos con precios rebajados.
Los clientes devuelven el 15 % de los articulos que compran rebajados, porcentaje que disminuye al
8 % si los articulos han sido adquiridos sin rebajas.
(a) Determine el porcentaje global de articulos devueltos.
(b) ;Qué porcentaje de articulos devueltos fueron adquiridos con precios rebajados?

Opcién B
m 0 2 -2
1. dadas las matrices A= | -2 4 m | yB=| 0 |, se pide:
0 1 -1 0

(a) Obtener los valores del pardmetro m para los que la matriz A admite inversa.
(b) Param =0, calcular A- By A~!- B.
(¢) Calcular B - B! y Bt - B, donde B? denota la matriz traspuesta de B.
2. Dada la funcién
|z
T) = —
fo) = g
se pide:
(a) Determinar, si existen, las asintotas horizontales de f(x).
(b) Calcular f'(4).
(¢) Hallar el area del recinto limitado por la curva y = f(x), el eje OX y las rectas . = —1 y
x=1.
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3. Dados el punto P(1,1,1) y las rectas:

_J2z+y=2 r—2 y+1 z-1
- |5z+2=6 B B

se pide:

(a) Hallar la distancia del punto P a la recta r.

(b) estudiar la posicion relativa de las rectas r y s.

(¢) Hallar el plano perpendicular a la recta s y que pasa por el punto P.

4. En una fabrica se elaboran dos tipos de productos A y B. El 75% delos productos fabricados son
de tipo A y el 25% son de tipo B. Los productosd de tipo B salen defectuosos un 5% de las veces
mientras que los de tipo A salen defectuosos un 2,5 % de las veces.

(a) Si se fabrican 5000 productos en un mes, ;cuantos de ellos se espera que sean defectuosos?

(b) Un mes, por motivos logisticos, se cambi6 la produccién, de modo que se fabricaron exclusi-
vamente productos de tipo A. Sabiendo que se fabricaron 6000 unidades, determinar, apro-
ximando la distribucién por una normal, la probabilidad de que haya mas de 160 unidades
defectuosas.

25. Examen Julio 2018

Opcién A
1. Dadas las matrices:
14 0 10 T 2
A=10 7 5], X=1y]|, B=137/2
3 4 b« z 11

se pide:

(a) Discutir el rango de la matriz A en funcién de los valores del pardmetro a.
(b) Para o = 0 calcular si es posible A7,

(¢) Resolver, si es posible, el sistema AX = B, en el caso a = 1.

2. Se considera la funcién:

8e2r—4 siz <2
flo) =4 23 — 42 .
six > 2
T —2

y se pide:
(a) Estudiar la continuidad de f en x = 2.
(b) Calcular las asintotas horizontales de f(x). jHay alguna asintota vertical?

(¢) Calcular /2 f(z) dz
0

3. Se consideran los vectores @ = (—1,2,3), ¥ = (2,0,—1) y el punto A(—4,4,7). Se pide:
(a) Determinar un vector w) que sea ortogonal a @ y a ¥, unitario y con tercera coordenada
negativa.
(b) Hallar un vector no nulo w> que sea combinacion lineal de @ y ¢’y ortogonal a .

(¢) Determinar los vértices del paralelogramo cuyos lados tienen las direcciones de los vectores @
y ¥y una de sus diagonales es el segmento OA.

4. Segin los datos de la Fundacion para la Diabetes, el 13,8 % de los espafioles mayores de 18 afios
tiene diabetes aunque el 43 % de ellos no sabe que la tiene. Se elige al azar un espafiol mayor de 18
anos:
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(a) {Cudl es la probabilidad de que sea diabético y lo sepa?, cuél es la de que no sea diabético o
no sepa que lo es?

(b) Cierto test diagnostica correctamente el 96 % de los casos positivos de diabetes, pero da un
2% de falsos positivos. Si un espafiol mayor de 18 anos da positivo en el test, ;cudl es la
probabilidad de que realmente sea diabético?

Opcién B

1. Un grupo de estudiantes ha realizado un viaje por tres paises (Francia, Alemania y Suiza). En los
hoteles cada estudiante ha pagado: 20 euros diarios en Francia, 25 euros diarios en Alemania y 30
euros diarios en Suiza. En comidas cada uno ha gastado 20 euros diarios en Francia, 15 euros diarios
en Alemania y 25 euros diarios en Suiza. Ademas el transportista les ha cobrado 8 euros diarios a
cada uno. Sabiendo que el gasto total del viaje ha sido 765 euros por persona que ha durado 15
dias y que han estado en Francia el doble de dias que en Suiza, obtenga el nimero de dias que han
estado en cada uno de los tres paises.

El dibujo adjunto muestra la gréfica de una funcién y = f(x). Usando la informacion de la figura

se pide:
(a) Indicar los valores de f(—1) y f/(1).
(b) Justificar, usando limites laterales, si f es continua en los puntos z = —1 y z = 0.
(¢) Indicar razonadamente si f es derivable en los puntos z = —1y x = 0.
0
(d) Determinar el valor de / f(z) dz.
—2

3. Dados el punto P(0,—1,1) y la recta r que pasa por el punto Q(1,0,1) y tiene como vector director
i = (1,0,2) se pide:
(a) Hallar la ecuacién implicita del plano que contiene a r y pasa por P.
(b) Encontrar el punto S contenido en r tal que el vector SP sea perpendicular a la recta 7.
(c)

c) Hallar el area del tridAngulo cuyos vértices son el punto P y dos puntos 7} y 75. contenidos en

la recta 7, que estan separados a distancia /5 de P.
4. La variable aleatoria X sigue una distribucién normal de media ¢ = 8,5 y desviacion tipica o = 2,5.
Se pide:
(a) Calcular el valor « tal que p(X < a) = 0,05.
(b) Calcular la probabilidad de que la variable tome un valor comprendido entre 8 y 9,3.
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26. Examen. Junio 2019

Opcién A
1. Dadas las matrices:
1 3 4 1 (1) (1) 8
A=11 a 2 2—-al ; y M = 00 0
-1 2 a a—2
0 0 1

se pide:
(a) Estudiar el rango de A en funcién del parametro real a.
(b) Calcular, si es posible, la inversa dela matriz AM para el caso a = 0.

2. Dada

_ Inx

flx) = —

T

donde In denota el logaritmo neperiano, definida para « > 0, se pide:

(a) Calcular en caso de que exista, un asintota horizontal de y = f(z).

(b) Encontrar un punto de la curvay = f(z) en el que la recta tangente a dicha curva sea horizontal
y analizar si dicho punto es un extremo relativo.

(¢) Calcular el area del recinto acotado limitado por la curva y = f(z) y las rectas y =0y = = e.

3. Dadas la recta

xr—1 y—3
= =2

2 -2

r=

y la recta s que pasa por el punto (2, —5,1) y tiene direccion (—1,0,—1), se pide:
(a) Estudiar la posicion relativa de las dos rectas.
(b) Calcular un plano que sea paralelo a r y contenga a s.
(¢) Calcular un plano perpendicular a la recta r y que pase por el origen de coordenadas.

4. La probabilidad de que un pez de una determinada especie sobreviva més de 5 afios es del 10 %. Se
pide:
(a) Sien un acuario tenemos 10 peces de esta especie nacidos este ano, hallar la probabilidad de
que al menos dos de ellos sigan vivos dentro de 5 anos.
(b) Si en un tanque de una piscifactoria hay 200 peces de esta especie nacidos este mismo aflo,
usando una aproximaciéon mediante la distribuciéon normal correspondiente, hallar la probabi-
lidad de que al cabo de 5 anos hayan sobrevivido al menos 10 de ellos.

Opcién B

1. Un estudiante pidi6 en la cafeteria 3 bocadillos, 2 refrescos y 2 bolsas de patatas y pagd un total
de 19 euros. Al mirar la cuenta comprobd que le habian cobrado 1 bocadillo y una bolsa de patatas
de més. Reclamé y le devolvieron 4 euros.

Para compensar el error, el vendedor le ofrecié llevarse un bocadillo y un refresco por solo 3 euros,
lo que suponia un descuento del 40 % respecto a sus precios originales. ; Cuéales eran los respectivos
precios sin descuento de un bocadillo, de un refresco y de una bolsa de patatas?

2. Dada la funcién
f(z) = V4a? — a*

se pide:
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(a) Determinar su dominio.
(b) Determinar sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
(¢) Calcular los limites laterales:

m £ m 1)
rz—0t X rz—0~- T
3. Dados el punto A(2,1,0) y el plano 7 = 2z + 3y + 4z = 36 se pide:

(a) Determinar la distancia del punto A al plano .
(b) Hallar las coordenadas del punto del plano 7 méas proximo a A.
(¢) Hallar el punto simétrico de A respecto al plano 7.

4. Una compania farmacetitica vende un medicamento que alivia la dermatitis atépica en un 80 % de
los casos. Si un enfermo es tratado con un placebo, la probabilidad de mejoria esponténea es del
10 %. En un estudio experimentales, la mitad de los pacientes han sido tratados con el medicamento
y la otra mitad con un placebo.

(a) Determinar cudl es la probabilidad de que un paciente elegido al azar haya mejorado.
(b) Si un paciente elegido al azar ha mejorado, hallar la probabilidad de que haya sido tratado
con el medicamento.

27. Examen Julio 2019

Opcién A
1. (2,5 puntos) dado el sistema de ecuaciones:

kx+(k+1)y+2=0
—x+ky—2z=0
(k—Dz—y=—(k+1)

se pide:
(a) (2 puntos) Discutir el sistema segun los valores del parametro real k.
(b) (0,5 puntos) Resolver el sistema para k = —1.

2. (2,5 puntos)

(a) (1,25 puntos) Sean f y g dos funciones derivables de las que se conocen los siguientes datos:

f=1;  fy=2; g1)=3; 4Q1)=4

h(z) = f((z +1)%),

use la regla de la cadena para calcular h'(0).
Dada

calcule £'(1).
(b) (1,25 puntos) Calcule la integral

/(sen z)*(cosz)® dz

(se puede usar el cambio de variable ¢t = sen ).
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3. (2,5 puntos) Dados los puntos A(1,1,1), B(1,3,—-3) y C(-3,—1,1), se pide:
(a) (1 punto) Determinar la ecuacion del plano que contiene los tres puntos.
(b) (0,5 puntos) Obtener un punto D (distinto de A, B y C) tal que los vectores AB, AC' y AD
sean linealmente dependientes.

(¢) (1 punto) Encontrar un punto P del eje OX, de modo que el volumen del tetraedro de vértices
A, B,Cy P seaigual a 1.

4. (2,5 puntos) Una empresa ha llevado a cabo un proceso de seleccion de personal.

(a) (1,25 puntos) Se sabe que el 40 % del total de aspirantes en el proceso de seleccién han sido
seleccionados en el proceso. Si entre los aspirantes habia un grupo de 8 amigos, calcule la
probabilidad de que al menos 2 de ellos hayan sido seleccionados.

(b) (1,25 puntos) Las puntuaciones obtenidas por los aspirantes en el proceso de selecciéon siguen
una distribucién normal, X, de media 5,6 y desviacién tipica o. Sabiendo que la probabilidad
de obtener una puntuacién X < 8,2 es 0,67, calcule o.

Opcién B

1. (2,5 puntos)Dadas las matrices:

1—a 1 1 0
A( 1 1—i—a)7 I(O 1)

(a) (1 punto) Calcular para qué valores de a € R se verifica A2 — [ = 2A.

(b) (0,75 puntos) Calcular los nimeros reales a para los que la matriz A admite inversa y calcularla,
cuando sea posible, en funcién del parametro a.

(¢) (0,75 puntos) Calcular en funcién de a, el determinante de lqqa matriz (AA*)?, donde A’
denota la matriz traspuesta de A.

2. (2,5 puntos) Un brote de una enfermedad se propaga a lo largo de unos dias. El nimero de enfermos
t dias después de iniciarse el brote viene dado por una funcién F(t) tal que

F'(t) =t2(10 — t)

(a) (1 punto) Sabiendo que inicialmente habia 6 personas afectadas, calcule la funcion F'(t).
(b) (1 punto) Calcule cuantos dias después de iniciarse el brote se alcanza el nimero maximo de
enfermos y cuél es ese numero.

(¢) (0,5 puntos) Calcule, usando el teorema de Bolzano, cuantos dias dura el brote.
3. (2,5 puntos) Dados el plano
T=2x+3y—z=4

y las rectas

r+y—2=0
r= , s=(x,y,2) =(1,2,3) + AM(1,0,1); AeR
{HyHQ (r,,2) = (1,2,3) + A(1,0,1)

se pide:
(a) (1 punto) Calcular el punto simétrico de P(1,2, 3) respecto de .

(b) (1 punto) Hallar la ecuacion de la recta perpendicular al plano 7 que pasa por el punto de
interseccion de las rectas r y s.

(¢) (0,5 puntos) Calcule el angulo que forman entre si las rectas r y s.

4. (2,5 puntos) Un concesionario dispone de vehiculos de baja y alta gama, siendo los de alta gama
1/3 de las existencias. Entre los de baja gama, la probabilidad de tener un defecto de fabricacion
que obligue a revisarlos durante el rodaje es de 1,6 % mientras que para los de alta gama es del
0,9%. En un control de calidad preventa, se elige al azar un vehiculo para examinarlo.

(a) (1 punto) Calcule la probabilidad de que el vehiculo elegido resulte defectuoso.

(b) (1,5 puntos) Si se comprueba que el vehiculo elegido es defectuoso, calcule la probabilidad de
que sea de gama baja.
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28. Examen Julio 2020

Opcién A
1. Se considera el siguiente sistema de ecuaciones dependientes del pardmetro real a:

r+ay+z=a+1
—ar+y—z=2a
—yt+z=a

Se pide:
(a) (2 puntos) Discutir el sistema segun los diferentes valores de a.
(b) (0,5 puntos) Resolver el sistema para a = 0.

2. Dadas las funciones f(z) = 23 + 322 — 1y g(x) = 6z, se pide:

(a) (0,5 puntos) Justificar, usando el teorema adecuado, que existe algin punto en el intervalo
[1,10] en el que ambas funciones toman el mismo valor.

(b) (1 punto) Calcular la ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(z) con pendiente minima.
(¢) Calcular

/ji;g))dx

3. Dadas las rectas:
T—y=2
r= , s
3—z=-1

se pide;

—1+2X
=—4-A

Il
ISEEN SO ]

(a) (1 punto) Calcular la posicion relativa de las rectas r y s.

(b) (0,5 puntos) Hallar la ecuacién del plano perpendicular a la recta r y que pasa por el punto
P(2,-1,5).

(¢) (1 punto) Encontrar la ecuacion del plano paralelo a la recta r que contiene a la recta s.

4. Un arquero aficionado dispone de 4 flechas y dispara a un globo colocado en el centro de una diana.
La probabilidad de alcanzar el blanco en el primer tiro es del 30 %. En los lanzamientos sucesivos
la punteria se va afinando, de manera que en el segundo es del 40 %, en el tercero del 50% y en el
cuarto del 60 %. Se pide:

(a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que el globo haya explotado sin necesidad de hacer el
cuarto disparo.

(b) (0,5 puntos) Calcular la probabilidad de que el globo siga intacto tras el cuarto disparo.

(¢) (1 punto) En una exhibicion participan diez arqueros profesionales, que aciertan un 85 % de
sus lanzamientos. Calcular la probabilidad de que entre los 10 hayan explotado exactamente
6 globos al primer disparo.

Opcién B

1. (2,5 puntos) Segin informa la Asociacion Empresarial de Acuicultura de Espafia, durante el afio
2016 se comercializaron en Espana doradas, lubinas y rodaballos por un total de 275,8 millones de
euros. En dicho informe figura que se comercializaron un total de 13740 toneladas de doradas y
23440 toneladas de lubinas. En cuanto a los rodaballos, se vendieron 7400 toneladas por un valor
de 63,6 millones de euros. Sabiendo que el kilo de dorada fue 11 céntimos mas caro que el kilo de
lubina, se pide calcular el precio del kilo de cada uno de los tres tipos de pescado anteriores.
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2. Sea la funcion:

x—1)2 ix
f@)Z{E R

r—17% siz>1

(a)

(
(b) (1 punto) Analice su derivabilidad y crecimiento en [—4, 4].
(

(c)

0,5 puntos) Estudie su continuidad en [—4,4].

1 punto) Determine si la funcion g(x) = f/(x) esta definida, es continua y es derivable en
x=1.

3. Dados los puntos P(—3,1,2) y Q(—1,0,1) y el plano 7 de ecuacion z + 2y — 3z = 4, se pide:
(a) (1 punto) Hallar la proyecciéon de ) sobre 7.
(b) (0,5 puntos) Escribir la ecuacién del plano paralelo a 7 que pasa por el punto P.
(¢) (1 punto) Escribir la ecuacién del plano perpendicular a m que contiene a los puntos Py Q.

4. Se consideran dos sucesos A y B tales que p(4) = 0,5, p(B) = 0,25 y p(AN B) = 0,125. Responder
de manera razonada o calcular lo que se pide en los siguientes casos:

(a) (0,5 puntos) Sea C' otro suceso, incompatible con A y con B. jSon compatibles los sucesos C
y AU B?

(b) (0,5 puntos) {Son A y B independientes?

(¢) (0,75 puntos) Calcular la probabilidad p(A N B?) (donde A denota el suceso complementario
al suceso A).

(d) (0,75 puntos) Calcular p(B | A).

29. Examen Julio 2020. Coincidencias

Opcién A
1. Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales

(k+1)z+3y+kz=1
3r+(k+1)y+2z2=k—1
kx +2y+kz=2

se pide:
(a) (2 puntos) Discutir el sistema en funcion de los valores del parametro real k.
(b) (0,5 puntos) Resolver el sistema para k = —3.

2. dada la funcién f(z) = % —senx + x cos x, se pide:

(a) (1.25 puntos) Estudiar su crecimiento en el intervalo [0], 5]. Justificar, usando el teorema

adecuado, que la funcién se anula en algin punto de ese intervalo. Justificar razonadamente
que ese punto es Unico.

(b) (1.25 puntos) Calcular

Agfwwm

3. Se consideran los puntos A(0,—4,2), B(3,-2,3) y C(—1,-3,3). Se pide:
(a) (0,75 puntos) Comprobar que el triangulo de vértices A, B y C es rectdngulo, identificando
los catetos y la hipotenusa.
(b) (0,75 puntos) Determinar una ecuacion del plano 7 que contiene a los tres puntos.
(¢) (1 punto) Calcular el punto simétrico de A respecto de la recta que pasa por los puntos By C.
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4. De una bolsa con 20 fichas numeradas del 1 al 20 se extraen sucesivamente 2 fichas sin reemplaza-
miento. Se pide:
(a) (0,5 puntos) Calcular la probabilidad de que ambos nimeros sean multiplos de 3.

(b) (0,75 puntos) Calcular la probabilidad de que el primer niamero sea multiplo de 6 y el segundo
sea multiplo de 3.

(¢) (0,75 puntos) Calcular la probabilidad de que ninguno de los dos ntimeros sea miltiplo de 2.

(d) (0,5 puntos) Calcular la probabilidad de que la segunda ficha sea un namero impar, sabiendo
que la primera también lo ha sido.

Opcién B
1. Sean
0 1 1 1 0 0
B=|10 1|, c=[0 20
1 1 0 0 0 3

y A una matriz que verifica AB = BC. Se pide:

(a) (0,5 puntos) Calcular el determinante de A.
(b) (1 punto) Calcular BCB~1.
x

(¢) (1 punto) Encontrar el vector | y | tal que BC

1
=12
z 3

ISEINSIE

2. Disponemos de 10 metros de una barra metélica. Con ella queremos construir una estructura for-
mada por un rectangulo que estd rematado por arriba por un tridngulo equilatero. La base del
triangulo coincide con el lado superior del rectangulo, como se observa en la figura. Para construir
la estructura, se cortan 6 trozos de la barra original de longitudes adecuadas y se sueldan para
obtener la forma pedida.

Se pide:

(a) (0,5 puntos) Si denotamos por z la base del tridngulo, calcular su altura en funcién de z.

(b) (2 puntos) Determinar cémo debemos cortar la barra original para que la estructura resultante
encierre un area total maxima.

3. Dadas la recta
r—2z=0
r=
r+2y—z=4
y la recta s que pasa por A (%, %, %) y tiene direccion (—1,1,0), se pide:

(a) (0,5 puntos) Estudiar la posicién relativa de ambas rectas.

(b) (1 punto) Calcular la ecuaciéon de un plano que contiene a la recta r y a un vector perpendicular
aryas.
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30.

(¢) (1 punto) Encontrar una perpendicular comtn a r y a s.

El peso de las crias recién nacidas de una especie de primates sigue una distribucién normal X de
media p = 3353 gramos. Sabiendo que p(X > 3693) = 0,2, se pide:

(a) (1,5 puntos) Calcular la desviacion tipica, o, de la distribuciéon de pesos.
(b) (1 punto) Calcular el valor z tal que p(X < zg) =0,2.

Examen Septiembre 2020

. Sea A una matriz de tamafio 3 x 4 tal que sus dos primeras filas son (1,1,1,1) y (1,2,3,4) y sin

ningln cero en la tercera fila. En cada uno de los apartados siguientes, se pide poner un ejemplode
matriz A que verifique la condicién pedida, justificAndolo apropiadamente:

(a) (0,5 puntos) La tercera fila de A es combinacion lineal de las dos primeras.
(0)
(c)
(d)
(e)
2

(0,5 puntos) Las tres filas de A son linealmente independientes.

(0,5 puntos) A es la matriz ampliada de un sistema compatible determinado.
(0,5 puntos) A es la matriz ampliada de un sistema compatible indeterminado.
(

0,5 puntos) A es la matriz ampliada de un sistema incompatible.

. (2,5 puntos) Dada la funcién:

-1

$2 siz<l1, z# -1
2 —

@) =1"
x4+ 1 .
siz>1
4x
se pide:

(a) (0,5 puntos) Calcular f(0) y (f o f)(0).

(b) (1,25 puntos) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f(z) en x = 1 y determinar si en
dicho punto existe un extremo relativo.

(¢) (0,75 puntos) Estudiar sus asintotas.

. (2,5 puntos) Dados el punto P(3,3,0) y la recta:

r

x—2 y z+1
-1 1 0
se pide:
(a) (0,75 puntos) Escribir la ecuacion del plano que contiene al punto P y a la recta r.
(b) (1 punto) Calcular el punto simétrico de P respecto de r.
(

¢) (0,75 puntos) Hallar dos puntos A y B de r tales que el tridngulo ABP sea rectangulo, tenga
area % y el angulo recto en A.

. (2,5 puntos) Se tienen tres urnas A, By C. La urna A contiene 4 bolas rojas y 2 negras, la urna B

contiene 3 bolas de cada color y la urna C' contiene 6 bolas negras. Se elige una urna al azar y se
extraen de ella dos bolas de forma consecutiva y sin reemplazamiento. Se pide:

(a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja.

(b) (1 punto) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja y la segunda negra.

(¢) (0,5 puntos) Sabiendo que la primera bola extraida es roja, calcular la probabilidad de que la
segunda sea negra.
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Opcién B

1. (2,5 puntos) Sean las matrices

0
A=2 1 -1|, 1=
1 0 1

O O =
o = O
—_ O O
oo}
I
(=N
(an)

Se pide;
(a) (1 punto) Calcular si es posible la inversa de la matriz A.
(b) (0,5 puntos) Calcular la matriz C' = A% — 21.

(c¢) (1 punto) Calcular el determinante de la matriz D = ABB! (donde B! denota la matriz
traspuesta de B).

2. (2,5 puntos) La potencia generada por una pila viene dada por la expresion
p(t) = 25te 1 /4

donde t > 0 es el tiempo de funcionamiento.
(a) (0,5 puntos) Calcular hacia qué valor tiende la potencia generada si se deja en funcionamiento
indefinidamente.
(b) (0,75 puntos) Determinar la potencia maxima que genera la pila y el instante en que se alcanza.
(¢) (1,25 puntos) La energia total generada por la pila hasta el instante ¢, E(t), se relaciona con

la potencia mediante E'(t) = P(t), con E(0) = 0. Calcular la energia producida por la pila
entre el instante t = 0 y el instante t = 2.

3. (2,5 puntos) Del paralelogramo ABC'D se conocen los vértices consecutivos A(1,0,—1), B(2,1,0) y
C(4,3,—2). Se pide:
(a) (1 punto) Calcular una ecuacién de la recta que pasa por el punto medio del segmento AC'y
es perpendicular a los segmentos AC' y BC.
b

(b) (1 punto) Hallar las coordenadas del vértice D y el area del paralelogramo resultante.
(¢) (0,5 puntos) Calcular el coseno del angulo que forman los vectores AB y AC.
2

(2,5 puntos) En un experimento aleatorio hay dos sucesos independientes X, Y. Sabemos que
p(X) =04y que p(X NY) =0,08 (donde Y es el suceso complementario de Y). Se pide:

(a) (1 punto) Calcular p(Y).

(b) (0,5 puntos) Calcular p(X UY).

(¢) (1 punto) Si X es un resultado no deseado, de manera que consideramos que el experimento es
un éxito cuando NO sucede X, y repetimos el experimento en 8 ocasiones, hallar la probabilidad

de haber tenido éxito al menos 2 veces.

31. Examen Junio 2021
Opciéon A

1. Tres hermanos quieren repartirse de forma equitativa un total de 540 acciones valoradas en 1560
euros, que corresponden a tres empresas A, B y C. Sabiendo que el valor actual en bolsa de la
accion A es e triple que el de B y la mitad que el de C, que el nimero de acciones de Ces la mitad
que el de B y que el valor actual en bolsa de la accién B es 1 euro, encuentre el ntimero de cada
tipo de accién que le corresponde a cada hermano.

2. Calcule el area de la regiéon delimitada por las graficas de las funciones:

flz)=2+x—2? g(x) = 22% — 4a
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3. Sean la recta

= —x—y+2=0
|22 +3y—z2+1=0

y el plano 7 =22 4+ y — 2z + 3 = 0. Se pide:
(a) Calcular el angulo que forman r y 7.
(b) Hallar el simétrico del punto de interseccion de la recta r y el plano 7 con respecto al plano
z—y=0.
(¢) Determinar la proyeccion ortogonal de la recta r sobre el plano .

4. El tiempo de vida de los individuos de cierta especie animal tiene una distribucién normal con una
media 8,8 meses y una desviacién tipica de 3 meses.

(a) {Qué porcentaje de individuos de esta especie supera los 10 meses? ;Qué porcentaje de indi-
viduos ha vivido entre 7 y 10 meses?

(b) Si se toman al azar 4 especimenes, jcudl es la probabilidad de que al menos uno no supere los
10 meses de vida?

(¢) ;Qué valor de c es tal que el intervalo (8,8 — ¢, 8,8 + ¢) incluye el tiempo de de vida (medido
en meses) del 98 % de los individuos de esta especie?

Opciéon B

1. Se considera el siguiente sistema de ecuaciones dependientes del pardmetro real a:

ar —2y+(a—1)z=4
—2x+3y—6z=2
—ar+y—62=6

(a) Discuta el sistema segun los diferentes valores de a.
(b) Resuelva el sistema para a = 1.

2. Se considera la funcion

fz) =

senr siz <0
xe” six>0

(a) Estudie la continuidad y derivabilidad de f en x = 0.

(b) Estudie los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f restringida a (—m,2). Demuestre
que existe un punto xg € [0, 1] de manera que f(zp) = 2.

1
(¢) Calcule f(z) dz

B

3. Sean los planos My =z +y=1ym=xc+2z=1.
(a) Halle los planos paralelos al plano 7 tales que su distancia al origen de coordenadas sea 2.
(b) Halle la recta que pasa por el punto (0,2,0) y es perpendicular al plano 7.
(¢) Halle la distancia entre los puntos de interseccion del plano 7; con los ejes x e y.

4. Una estacion de medicién de calidad del aire mide niveles de NO, y de particulas en suspension. La
probabilidad de que en un dia se mida un nivel de NOs superior al permitido es 0,16. En los dias
en los que se supera el nivel permitido de NOs, la probabilidad de que se supera el nivel permitido
de particulas es 0,33. En los dias en que no se supera el nivel de NOs, la probabilidad de que se
supere el nivel de particulas es 0,08.
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(a) ;Cuél es la probabilidad de que en un dia se superen los dos niveles permitidos?

(b) ;Cuaél es la probabilidad de que se supere al menos uno de los dos?

(¢) ;Son independientes los sucesos «en un dia se supera el nivel permitido de NOs» y «en un dia
se supera el nivel permitido de particulas»?

(d) ;Cuaél es la probabilidad de que en un dia se supere el nivel permitido de NO,, sabiendo que
no se ha superado el nivel permitido de particulas?

32. Examen Julio 2021
Opciéon A

1. (2,5 puntos) Tres amigas, Sara, Cristina y Jimena, tienen un total de 15000 seguidores en una red
social. Si Jimena perdiera el 25 % de sus seguidores todavia tendria el triple de seguidores que Sara.
Ademés, la mitad de los seguidores de Sara mas la quinta parte de los de Cristina suponen la cuarta
parte de los seguidores de Jimena. Calcule cuéntos seguidores tiene cada una de las tres amigas.

2. (2,5 puntos)

(a) (1,25 puntos) Calcule, en caso de existir, el valor de los siguientes limites:

(a1) lm 2 L=20) (a2) lim — (3 -~ 2 1)

=0 — 222 —senx v—oo x \T  sen+

(Indicacién: use el cambio de variable ¢ = = donde sea necesario).

(b) (1,25 puntos) Calcule las siguientes integrales:

x 1
2 —x
(b1) /mg_l dx (b2) /0 zée * dx

3. (2,5 puntos) Dado el punto A(1,0,—1),larectar =z—-1=y+1 = ZEQ yelplanow = z+y—2z = 6,
se pide:

(a) (0.75 puntos) Hallar el d4ngulo que forman el plano 7 y el plano perpendicular a la recta r que
pasa por el punto A.

(b) (0.75 puntos) Determinar la distancia entre la recta r y el plano .

(¢) (1 punto) Calcular una ecuacion de la recta que pasa por A, forma un 4ngulo recto con la
recta r y no corta al plano 7.

4. (2,5 puntos) En una urna hay dos bolas blancas y cuatro bolas negras. Se extrae una bola al azar.
Si la bola extraida es blanca, se devuelve a la urna y se anade otra bola blanca; si es negra, no se
devuelve a la urna. A continuacion, se vuelve a extraer una bola al azar de la urna.

(a) (1 punto) ;Cudl es la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean de distinto color?

(b) (1,5 puntos) ;Cudl es la probabilidad de que la primera bola extraida fuera negra, sabiendo
que la segunda ha sido blanca?

Opciéon B
1. (2,5 puntos)

(a) (0,75 puntos) Encuentre un unico sistema de dos ecuaciones lineales en las variables z e y, que
tenga como soluciones {z =1,y = =2} y {x = 0,y = 0}.
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(b) (1 punto) Encuentre un sistema de dos ecuaciones lineales en las variables x, y y z cuyas
soluciones sean, en funcién del pardmetro A € R:

r=A
y=A—2
z=A—1

(¢) (0,75 puntos) Encuentre un sistema de tres ecuaciones lineales con dos incégnitas, x e y, que
solo tenga como solucién a x =1e y = 2.
2. (2,5 puntos). Sea la funcion f(z) = 23 — |z| + 2.
) (0,75 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f en z = 0.

(a
(b) (1 punto) Determine los extremos relativos de f(z) en la recta real.
(e

) (0,75 puntos) Calcule el area de la region delimitada por la grafica de f, el eje de abcisas y = 0,
ylasrectas x = -1y x = 1.

3. (2,5 puntos). Dadas las rectas:

r—2 y+1 z+4 rT+z=2
r = = ; S =
1 1 -3 —2rx+y—2z=1

(a) (1,5 puntos) Escriba una ecuacion de la recta perpendicular comin a 7y a s.

(b) (1 punto) Calcule la distancia entre r y s.

4. (2,5 puntos) Segun las estadisticas meteorologicas, en una ciudad nérdica llueve un promedio del
45 % de los dias. Un climatologo analiza los registros pluviométricos de 100 dias elegidos al azar
entre los de los ultimos 50 anos.

(a) (1 punto) Exprese como calcular con exactitud la probabilidad de que en 40 de ellos haya
llovido.
(b) (1,5 puntos) Calcule dicha probabilidad aproximandola mediante una normal.



