1 FUNCIONES 1

1. Funciones

Ejercicio 1. Considere la funcién f definida por f(z) = 2% — a?, x € R. Dibuje aproximadamente las

siguientes curvas en sistemas de ejes separados, mostrando todos los cortes con los ejes z e y, los maximos,
los minimos y las asintotas que haya:

@y=f@)  Oy=75 (©v=|

Solucion:

Las graficas son las siguientes:

(—a,0)

(a,0)

(0,—a®)
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Ejercicio 2. Calcular los siguientes limites:

1
, 1 1 , x+2) 2
@in () (%)

Solucion:

(a) Hacemos la diferencia racionalizando la segunda fraccién:

1 1 g LmVE—2
v—2 Va-3) ab -

x—2 r—2
(b) Es una indeterminacién del tipo 1°°. Aplicando la aproximacién del logaritmo:

lim
x—2

1
, r+2\z-2 3 (z+2_1> 1 3 2—z ., 1 1
lim = lim e\ 22 =2 — |fm e22(=-2) = |im e2x = e 14
z—2 2z r—2 r—2 z—2
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Ejercicio 3. Estudiar la continuidad de la funcién:

2 12
f(x)_:c—?)_:ﬁfﬁ)

Solucién:
La funcién es continua salvo en x = —3 y en & = 3. Calculemos los limites en esos puntos para ver el tipo de discontinuidad:

, 2 12 3 2(x +3) — 12
lim — = lim —————
z—>-3\z—3 x2-9 z——3 z2 -9

. 2x — 6
= lim
z——-3 2 -9

= o0
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En z = —3 hay un salto infinito. Gréficamente esto significa que * = —3 es una asintota vertical.
. 2 12 2@ +3)—12
lim - =lim ————
z—=3 \x —3 2 —9 z—3 2 —9
2x — 6

—_
=

I
E

En z = 3 la funcién tiene una discontinuidad evitable.
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Ejercicio 4. Demostrar que la funcién f(z) = ze™® + 3 toma el valor 2 en el intervalo (—1,0).

Solucion:

La funcién f(x) es continua en R y, por consiguiente, en [—1,0]. Ademds:
f(=1) = —e+3
f(0)=3
Por el teorema de Bolzano, la funcién toma en (—1,0) toma todos los valores comprendidos entre —e 4+ 3 y 3. Por tanto

3

toma en algiin punto el valor 3.
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Ejercicio 5. Dada la funcion:

2 +ar+b <1

cr rz>1

fz) =

Calcular a, b y ¢ para que la funcién sea derivable en z = 1, sabiendo que f(0) = f(4).

Solucién:
Puesto que la funcién es continua en z = 1 tenemos que:
lim f(z)= lim f(z) = 1l4a+b=c
z—1— z—1t

La derivada de la funcién en los puntos distintos de 1 es:

2c+a x<1
’ _
f(x)_{c z>1

Puesto que la funcién es derivable en & = 1 se verifica que:
fa7)y=r0" = 2+a=c

Como ademas:
f0)=f4) = b=4c

Resolviendo el sistema formado por las tres ecuaciones resulta a = f%, b=1,c=

ALAA
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Ejercicio 6. Calcular las asintotas de la funcién

223 — 3z +2
Yy=—"%_

xr< —x
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Solucion:

La funcién tiene dos asintotas verticales £ = 0 y = 1. No tiene asintotas horizontales puesto que
. 223 -3z +2
lm ———— =
z—00 2 —
Calculemos la asintota oblicua:
223 — 3z +2 1

m = lim - =2
T—00 2 —z T
23 — 2
b= lim (71 Sz + — 2w) =2
r— o0 ;p2 — T

La asintota oblicua es y = 2z + 2

ANAA

Ejercicio 7. Derivar las siguientes funciones:

1.2

(a) f(z) = IHTH (b) f(z) = (2® = Bx)e® ~°

Solucién:
(a) La funcién puede escribirse:
f)=2Inx — %ln(aﬁ2 +1)
Su derivada es:

2

f@ =22 E

2 +1

1
2
(b) Derivamos como producto:

F(x) = 2z — 3) 3"~ 4 3"~ (62 — 1) (2% — 3a)

AAAA

Ejercicio 8. Comprobar que los puntos (0,0) y (v2m, —v27) de la curva e*t¥ = cos(zy) tienen una
tangente comun.

Solucién:

Calculemos la derivada:
eV (1+y") = —sen(zy)(y + zy)

En el punto (0,0) calculamos la derivada sustituyendo z e y por 0:
1+y':0 - y/:—l

y, en consecuencia la tangente en ese punto es y = —x.

Calculamos ahora la derivada en (\/ 27, —/ 27r>:

1+y =—sen(—2m)(...)=0 = ¢ =-1
La ecuacién de la tangente es:

y+Vor=(-1)(z—-V2r) = y=-z

y vemos que en ambos puntos la tangente es la misma.

AAAA
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2. Derivadas

Ejercicio 1. Una curva viene dada por la ecuacién 3z — 2y?e® ! = 2.

(a) Hallar una expresién para % en funcién de z e y.
x

(b) Hallar las ecuaciones de las tangentes a esta curva en aquellos puntos donde la curva corta a la
recta x = 1.

Solucién:
(a) Derivamos:

dy 3—2y%er !
3—dyy'e® 1 —2y%e* 71 =0 Yy _°2Tye

dx 4yer—1
(b) Las ordenadas de los puntos de abscisa 1 son:
1 2
3-2y°=2 = y:j:—:ﬂ:i
V2 2
La pendiente de la tangente cuando x = 1 es:
3-2-3 2
(e
V2
Las ecuaciones de las tangentes son:
V2 V2 V2 V2
——=—(z—=1); — =——(z—-1
y- T =TG- oy =@
ANAA

Ejercicio 2. Obtener los méximos y minimos relativos y los puntos de inflexién de la funcién:

f(@) =@ (n)”
siendo In z el logaritmo neperiano de z.

Solucién:
Calculamos la derivada:
1
f'(z) =(nz)? +2zlnz- -~ =Inz(nz + 2)
T

El signo de la derivada estd dado en el siguiente esquema:

,. . — -2 .
Hay un méximo relativo en (e 2, I ) y un minimo en (1,0).

derivamos de nuevo:

1 1 1
f'(z)==(nz+2)+ =~ lnz=~- 2lnz +2)
T x T

La segunda derivada se anula en « = e~!. El signo de la segunda derivada es:

Hay un punto de inflexién en (e=!,e™1).
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2 DERIVADAS

Ejercicio 3. Dada la funcién
fla) =e"(2* +1)
se pide dibujar la grafica de f estudiando el crecimiento, decrecimiento, puntos de inflexién y asintotas.

Solucién:
Vamos a estudiar el signo de la derivada:
fl(z) = —e"® (a:2 +1) +2ze " =€ " (—x2 +2z—1)=—e"(z— 1)2

La derivada tiene una sola raiz z = 1 (doble). El signo de la derivada estd dado por:

La funcién es decreciente para todo = € R. En « = 1 también es decreciente pese a que la derivada es igual a cero.

Derivamos de nuevo:
ff@)=e®@-12-e2@z—-1)=c%@x—1)(z —3)

El signo dela derivada segunda es:

w — 4 O

Hay dos puntos de inflexiénen x =1y « = 3.

La funcién tiene una asintota horizontal y = 0 en +oc0.

ALAA



2 DERIVADAS

Ejercicio 4. Calcular los limites:

(a) lim(1+ artgz)t/® 3T+ 2e”
=0 (b) wlingo Tx + 5e”

Solucion:

(a) Es una indeterminacién del tipo 1°°:

. artg @
=lim e~z =el=c¢
x—0

lim (1 + artgz)'/®
z—0

(b) Es una indeterminacién del tipo % Puesto que el infinito exponencial es de orden superior:

. 342 . 2eT 2

im ——— = lim
z—00 Tx 4 He® z—00 He® 5

AAAA

Ejercicio 5. El volumen de un casquete esférico estd dado por:

Th?
V=—@3r—nh

= (r—h)
Un depdsito de forma esférica tiene un radio
de 50 cm y se llena de agua con un caudal de
2 litro s~!. Calcular la velocidad a que aumenta la

altura de agua cuando h = 25 cm.

Solucion:
Antes de derivar escribimos el volumen como:
™
V =nrh? — §h3

Derivando respecto al tiempo (tenemos en cuenta que r es constante):

av n dh dh dh 1 dv
—_—= 2h— = -3R%) — =7h(2r—-h)— — —=— " —
dt (v 3 ) a e at ~ wh(zr—h) dt
Entonces:
(ﬂ) = & ~ 0,340 cm st
dt ) o5  m25(100 — 25)

AAAA



3 INTEGRALES

3. Integrales

Ejercicio 1. Calcular las siguientes integrales:

(a) /3:c2+1 dr (8) /\/%

Solucion:

2 1 2
de =2 dz==In|3z+1|+C
m)/€x+1 * /3x+1 v = g+

der =4V2x+1+C

4 2
®) /m:“/zm
'Y YY)

Ejercicio 2. Calcular las siguientes integrales:

1‘2 -1 2
(a) oY dx (b) [ cos®zdx
Solucion:

Pl e (1o ) de—a—>2 c
(a) oy z = “ 21 z=x—2artgzr +

1 2
(b) /COSQIdCE=§/(1+COSQI) dng—ksei Tio

ANAA

Ejercicio 3. Calcular las siguientes integrales:

(a) /xlnxdx (b) /%dx

Solucién:
(a) Por partes:

dzx

2

u=Inx du =

8 8 |m

dv =z dx v =

w0

1 1 1 1
/zlnxdx:7lenz77/xdm:7:):21nx77x2+C
2 2 2 4

(b) Por descomposicién en fracciones simples:

- -1 1
x 3: A B :A(z )+ B(z+1) — A=2; B=-1
z2—-1 zx+1 z-1 2 —1

Entonces:

-3 2 1
/:2 d:p:/( - )dm:2ln|:p+1|fln\xfl|*c
s —1 z+1 z-—1

ANAA
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3 INTEGRALES

Ejercicio 4. Calcular las siguientes integrales:

(a) /sen3xcosx dz

(b) /sr:\/x +1dx
Solucion:

(a) /sengwcos:v dz = /sengac d(senz) =

sen4 x

C
1 +

(b) Llamando z + 1 = #2, dz = 2t dt;

/x\/mdx:/(t2—1)t-2tdt:/(2t4—2t2)dt:

5 5 3
2L_§+C: 2y/(z+1)5  2\/(x+1)
3 5 3
LY YY)
Ejercicio 5. Calcular las siguientes integrales:
1

a 14+e™%) dx b /7 dx
@ [@+e) ® | T

Solucién:

(a)/(1+e_z) da::/dr+ efde=az—-—e*+C

1 1
®) /(1—;5)2 dv=q—,+¢
LY YY)
Ejercicio 6.
(a) Utilizando la sustitucién z = tg 6, muestre que:
1 o
1 4
/ ARy d:z::/ cos® 0 df
o (z2+1) 0
(b) A partir de lo anterior, halle el valor de:
1
1
——— dz
/0 (22 +1)2
Solucién:
(a) Efectuando el cambio = tg#, dr =sec?0df, siz=0,0=0,siz=1,60= T
1 1 T 1 T sec? 6 T 01 T
e dz = s 29d9:/ d9:/ dG:/ 2 0 do
/0 (2 +1)2 v /0 (1+tg26)2 se¢ o sectf o secZ 0 o8
(b) Calculamos la integral:
T 9 _|e senZG}%_z sen 3 o 1
ACOS@da—{2+ 1 0—8+ 1 _8+4

+C



3 INTEGRALES 9

1
Ejercicio 7. Considérese la funcién f(z) = ﬂ, 2 > 0. La gréfica de y = f(x) corta al eje x en el punto
x

A.

(a) Calcular la ecuacién de la tangente a la curva en el punto A.

(b) Calcular el drea encerrada por la curva y = f(z), la tangente en A, y la recta x = e.

Solucion:

(a) El punto de corte con el eje x es el punto (1,0). Calculamos la derivada:

, %'x—lnx _1—Inz

y = =
2 2

La pendiente en el punto de abscisa 1 es m = 1. La ecuacién de la tangente es y = = — 1.

(b) El érea es:

e 1 2 In2 e 2 1 1 2
S:/ t—1- -2 dz= |2 —z- 2% :e——e—f—f—i-l:e——e
1 T 2 2 1, 2 2 2 2

AAAA

Ejercicio 8.

(a) Calcular /xsec%c dz

(b) Determinar el valor de m si

/ zrsec’z dr =05 donde m > 0
0

Solucion:

(a) Por partes:
u=zx du = dz

dv=sec?zdz v=tgzx
/xsecQIdx:xtga:—/tg:c dz =ztgx + In|cosz| + C

(b) Debemos resolver la ecuacién:

m
1
{xtngrlncosx} == mtgm +Incosm = —
0 2 2

Con la calculadora obtenemos m ~ 0,822.

AAAA



4 EXAMEN GLOBAL DE CALCULO

4. Examen global de calculo

Ejercicio 1. (SIN CALCULADORA) Sea y = e”senx .

(a) Halle una expresién para gg
2
(b) Muestre que ng = 2e%cos T

Considere la funcién f, definida mediante f(z) = e”senzx, 0 < < 7.

(¢) Muestre que la funcién f alcanza un valor maximo local en z =

(d) Halle la coordenada x del punto de inflexién del grafico de f.

10

(e) Dibuje aproximadamente el grafico de f, indicando claramente la posicién del punto maximo local,

del punto de inflexién y de los puntos de corte con los ejes.

(f) Halle el 4rea de la regién delimitada por el grafico de f y el eje .

La curvatura de un gréfico en un punto cualquiera (x,y) se define como

dzy
dz?

()

KR =

(g) Halle el valor de la curvatura del grafico de f en el punto méximo local.

(h) Halle el valor de s para x = 7 y comente acerca de su significado en lo que respecta a la forma del

grafico.

Solucion:

(a) Derivando el producto:
dy

O e”senz + e cosz = e” (senz + cosx)
x

(b) Derivando de nuevo:
d2y
daz?

(¢) Basta ver que en 37 se anula la primera derivada puesto que

4

3 n 3 0
sen — 4+ cos — =
4 4

y la derivada segunda en ese punto es negativa. Por consiguiente, en x = %" hay un maximo local.

= €% (senx 4 cosz) + €” (cosx — senx) = 2e” cosx

(d) La segunda derivada se anula en x = g El signo de la segunda derivada lo representamos en el siguiente esquema:

+

vy ——

Enz = % la curva pasa de céncava a convexa y es, por tanto, un punto de inflexién.
(e) La curva corta al eje OX en & =0 « = 7, tiene un méximo en z =

f) Calcularemos el drea mediante una integral. Calculemos primero por partes la integral indefinida:

u=ce" du = €” dz

dv=senzdxr v=—cosz

y un punto de inflexién en x =
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(9)

de forma que:
/ez senz dz = —e® cosx + /ez cosz dx

Integrando de nuevo por partes:
u=e" du = €” dz
dv =coszdxr v =senx

resulta:
/ez senz dz = —e” cosz + /em cosz dz = —e® cosz + e senx — /ez senz dz
Pasando la integral al primer miembro y despejando obtenemos
xT 1 x
e’ senz dz = 3¢ (senx —cosz) + C

entonces, el drea es:
" x 1 x T 1 ™ 1 0
e’ senz dx = 5€ (senz —cosz) | =-e (senfrfcosw)fie (sen0 — cos0) =
0 0

(€ +1)

N | =

Enz = ‘%’r la derivada primera es cero y la derivada segunda:

3 3 3r —1 3m
2ed cos — =24 — = —\2ed
4 V2
3m
La curvatura en & = 3% es \/ieT.

4

(h) La curvatura en el punto de inflexién es 0. Eso significa que alrededor de ese punto la funcién se representa aproxi-
madamente por una recta.
AAAA
Ejercicio 2. (CON CALCULADORA) Sea f la funcién definida mediante f(z) = 226,:ejl reD

Determine D, el mayor dominio posible de f.

Muestre que el grafico de f tiene tres asintotas e indique sus ecuaciones.

3e”

Muestre que f'(z) = ey

Utilice las respuestas dadas en los apartados (b) y (¢) para justificar que f tiene una inversa e
indique su dominio.

) Halle una expresién para f~1(z).

Considere la regién R delimitada por el grafico de y = f(z) y los ejes. Halle el volumen del sélido
de revolucién que se obtiene cuando R se rota 27 alrededor del eje .

Solucion:
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(a) El valor de z que anula el denominador no pertenece al dominio:
- s 1 1
2¢" —1=0 = e:§ - x:ln5271n2
El dominio es R\ {—In2}.
(b) La recta x = —In2 es asintota vertical de la curva pues
2—e”

lim =
z——1n2 2e® — 1

Cuando z tiende a +oo:

, 2—e”® . —e” 1
lim = lim = ——
z—00 2eT —1  x—o0 2eT 2
La recta y = —% es asintota horizontal en +oo.

Cuando z tiende a —oo:

, 2—e”® 2

lim = —==-2
z——o00 2e* — 1 —1

La recta y = —2 es asintota horizontal de la curva en —oo.
(¢) Derivando el cociente:
—e®(2e” —1) —2e*(2 — €e® 3e”®
f/(x) — ( ) 3 ( ) - _ 5
(2e* — 1) (2e® —1)

(d) Puesto que la derivada es siempre negativa, la funcién es decreciente y, considerando las asintotas, inyectiva. En
consecuencia puede definirse la funcién inversa. El dominio de f~! serd el recorrido de la funcién f es decir R \

1
2.4
(e) Intercambiamos las variables:
2—e¥
Tr =
2e¥ — 1

y despejamos y:

T+ 2
2eY —1)=2—-¢€Y; Y(2 1)=2 ; V=
z(2e ) e¥; eY(2x+1) +x; e o1

La funcién inversa es:

_ +2
1 =1 r
frE) =g

(f) El punto de corte de la curva con el eje OY es (0,1n2). El volumen se calcula mediante la integral:

In 2 In 2 2 2
V:ﬂ'/ xQdy:ﬂ/ <lny+ ) d
0 0 2y+1

Con la calculadora obtenemos V' ~ 0,327.

AAAA

Ejercicio 3. (CON CALCULADORA) La funcién densidad de probabilidad de una variable aleatoria X
viene dada por:

arcosx 0<z <7, dondeacR

fz) =

0 resto de valores
2
Muest =—.
(a) Muestre que a p—
(b) Halle p (X < %)
(¢) Halle:

(1) la moda de X;
(11) la mediana de X.

(d) Halle p <X<%|X<%).
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Solucion:

(a) Puesto que la suma de todas las probabilidades debe ser igual a 1:

™

z
a/ rcosrdr =1
0

Integrando por partes:
z

a {x sen x + cos x}

y de aqui:

La funcién de distribucién es entonces:
xT

2 2
p(X<z)= {xsenercosx} = (rsenz + cosxz — 1)
™ —2 g Tw—2

(b) Con esa funcién de distribucién:

™ 2 V2 V2
X< )= TVY2 L Y2 1) ~0,460
p( <4) 7r—2<42+2 ) ’

(¢) (1) La moda es el maximo de la funcién de densidad. Con la calculadora obtenemos:

moda ~ 0,860

(11) La mediana cumple que
p(X < med) =0,5

es decir, es la solucién de la ecuacion

(zsenz + cosx — 1) = 0,5
T —

Con la calculadora obtenemos

med ~ 0,826
(1) En este caso

X <
NETPPLRICES )

~ 0,283
4 P (X <

ISR
— |

AAAA

Ejercicio 4. (CON CALCULADORA) Una particula se puede mover a lo largo de una linea recta partiendo

de un punto O. La velocidad v, en m s™!, viene dada por la funcién v(t) =1 — e~ sent” donde el tiempo
t > 0 se mide en segundos.

(a) Escriba los dos primeros instantes ¢1,t; > 0 en los que la particula cambia de sentido.

(b) (1) Halle el instante t < t5 en el que la particula tiene una velocidad méxima.
(11) Halle el instante ¢ < t5 en el que la particula tiene una velocidad minima.

(¢) Halle la distancia que ha recorrido la particula entre los instantes t = t1 y t = to.
Solucién:

(a) La gréfica de la velocidad es
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La particula cambia de sentido cuando la velocidad se hace cero. Estos valores son t; ~ 1,77 y t2 = 2,51 s.
(b) (1) La velocidad méxima se da para t ~ 1,25 s.
(11) La velocidad minima se da para t &~ 2,17 s.
(¢) Como no hay cambio de sentido, la distancia recorrida es igual al cambio en la posicién:

)
/‘ (147e—““9) dt ~ —0,711
t

1

La distancia recorrida es aproximadamente 0,711 m.

AAAA

Ejercicio 5. (SIN CALCULADORA) El diagrama muestra la grafica de la funcién:

1o )2
y:(nx) ; x>0
x

a X

(a) Sabiendo que la curva pasa por el punto (a,0), calcular el valor de a.
Sea R la region encerrada por la curva, el eje z y la recta = = e.
(b) Mediante la sustitucién v = Inz calcule el drea de la regién R.

Solucion:

(a) a=1
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(b) Calculamos la integral con la sustitucién:

/(Efﬁdw:/hnﬂzﬂmm%:/u%mzz3

El area es igual a:

o[ (o]

AAAA

3
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5 MATRICES

5. Matrices

Ejercicio 1. Calcular el siguiente determinante:

3 61 2
-2 1 1 -3
2 0 2 1
1 2 0 1
Solucion:

Ponemos ceros en la tercera columnas:

3 6 1 2 36

-2 1 1 -3 _|-5 -5
02 1| [-4 -12

1 2 0 1 12

Desarrollando y sacando factor comun:

1 1 1
4 12 3
1 1

1 1
4 12 3
2 0 0

ANAA

)
-3

oo o

=5

Ejercicio 2. Calcular el rango de la matriz:

1 -1 4 3 2
-1 2 01 2
A= 0 1 2 2 2
1 -1 3 2 1
Solucion:

Ponemos ceros en la primera columna:

1 -1 4 3 2 1 -1 4 3 2
-1 2 0 1 0 1 4 4 4
rango f g 1 9 o o T g 1 2 2 2
1 -1 3 2 1 0 0 -1 -1 -1
1 -1 4 3 2
_ 0o 0 2 2 2
TTango 1 1 2 9 2
0 0 -1 -1 -1
1 -1 4 3 2
=rango [0 1 2 2 2
0 0 -1 -1 -1
=3
AMAA

Ejercicio 3. Hallar todas las matrices A = [

Solucion:

Calculamos AZ2:

aaaa_a2a2+
0 5)\0 b/ \0 b?

a

a ..
0 b] distintas de [

")

0
0 0

0} tales que A% = A.

16



5 MATRICES

y por consiguiente:

2

a’=a
a?+ab=a
b2 =0

Las soluciones sona =0, b=1oa=1, b=0.

AAAA

Ejercicio 4. Dada la matriz

-1 -1 a

se pide:
(a) Hallar el valor o valores de a para que la matriz A tenga inversa.

(b) Calcular la matriz inversa de A, en el caso a = 2.

Solucion:

Calculamos el determinante de la matriz:
-1 -1 a -1 -1 a
-3 2 al|=|0 5 —2a|=5-2d2
0 a -1 0 a -1

El determinante se anula para a = :I:\/g . Existe inversa para todos los valores de a excepto para estos.

Calculamos ahora la inversa para a = 2. El determinante de la matriz vale —3.

-1 -1 2 -6 -3 —6
A=1|-3 2 2 ; adjA=| 3 1 2
0 2 -1 -6 —4 -5
Entonces:
-6 3 —6
Al=—- (-3 1 —4
-6 2 =5

Ejercicio 5. Dadas las matrices:

Ek k2 12
A=|1 -1 k|; B=|6
2k —2 2 8

se pide:

(a) Hallar el rango de A en funcidn de los valores de k.

(b) Para k =2, hallar, si eziste, la solucion de la ecuacion AX = B.

Solucion:

Calculamos el determinante:

E kK2 1 1 k 1 1 k
1 -1 k|=2k[1 -1 k|l=2k|0 -2 0|=2k(-2)(1-k>)
2k -2 2 k -1 1 k-1 1

El determinante se anula para k =0, k = —1 y k£ = 1. Entonces tenemos:

o Sik ¢ {0,—1,1} el rango de la matriz es igual a 3.
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o Sia=0:
0 0 O
rango (1 —-1 0] =2
0 -2 2
o Sik=-1
-1 -1 1
rango 1 -1 —-1]=2
-2 -2 2
o Sik=1:

1 1 1
rango (1 -1 1] =2
2 =2 2

Resolvamos ahora el sistema para k = 2. Por el método de Gauss:

2 2 4 12 0 4 0 0
1 -1 2 6|]~(|1 -1 2 6
4 -2 2 8 0 2 -6 -16

quedaz:%,y:(),z:

AAAA

wioo

Ejercicio 6. Calcular una matriz cuadrada X sabiendo que verifica X A2 4+ BA = A2, siendo

0 0 -1 0 0 -2
A=10 -1 0 B=10 -2 0
-1 0 0 -2 0 0

Solucion:

Hay que tener en cuenta que B = 2A por lo que BA = 2A2. Entonces:
XA? + BA=A?
XA? +24% = A?
XA? = —A?

Y, puesto que:

Ejercicio 7.

(a) Demostrar que la matriz

()

verifica una ecuacién del tipo A2 + aA + 58I = 0, determinando a y 3.

(b) Utilizar el apartado anterior para calcular la inversa de A.

18
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Solucion:

2 (2 1\[2 1\ _(5 4

e=(73)0E5)=0 3
Entonces:

5 4 200 « g 0y _ (0 O

(4 5) +’((y Za) +’(o ﬁ) "(0 0)
de donde obtenemos oo = —4 y 8 = 3. Entonces:

A% —4A+3I=0

31 =4A — A?

3= A4l — A)

1
I=-A4I-A)
3
Por consiguiente:
1 1/2 -1
—1 _ = _ —
a2 (2

ANAA

Ejercicio 8. Calcular el valor del siguiente determinante:

a b—1 c d+1
a+1 b c—1 d
a b+1 c d—1
a—1 b c+1 d

Solucion:

Sumando a la primera las otras tres columnas se obtiene:

a b—1 c d+1 a+b+c+d b-—1 c d+1

a+1 b c—1 d | _|la+b+c+d b c—1 d
a b+1 c d—1|" |la+b+c+d b+1 c d—1
a—1 b c+1 d at+b+c+d b c+1 d

Sacando factor comun:

1 b-—1 c d+1
1 b c—1 d
1 b+1 c d—1
1 b c+1 d

=(a+b+c+d)

(restando la primera fila a las otras tres)

1 b-—1 c d+1
0 1 -1 —1
7(a+b+c+d)0 2 0 _9
0 1 1 —1

(desarrollando por la primera columna)

1 -1 -1
=(@+btct+d)f2 0 -2
1 1 —1

(v puesto que la primera y la tercera columna son dependientes)

=0

(LTS
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6. Sistemas de ecuaciones

Ejercicio 1. Dado el sistema:
TH+y+z=-2

Az +3y+ 2
r+2y+(A+2)z=-5

I
|
J

(a) Estudiar el sistema segin los valores del pardmetro .

(b) Resolver el sistema cuando sea compatible indeterminado.

Solucion:

(a) Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

1 1 1 1 0 0
A 3 1 |=|-x 342 1+A:4A+UFTA ﬂ:ﬂx+nu+m
1 2 A+2 1 1 14X

Podemos distinguir los siguientes casos:
— SiA# —1y A # —2 el rango de ambas matrices es 3 y el sistema es compatible determinado.

— Si A= —1 el rango A = 2. La matriz ampliada:

1 1 1 =2 1 1 -2
rango (1 3 1 -7 =rango |0 2 —-5| =3
1 2 1 =5 0 1 -3
El sistema es incompatible.
— Si A= —2elrango A = 2. El rango de la matriz ampliada es:
1 1 1 -2 1 1 -2
rango [2 3 1 —-7| =rango [2 0 —-5| =2
1 2 0 -5 2 0 -5
El sistema es compatible indeterminado.
(b) Vamos a resolver el sistema en el caso A = —2. Como el rango de las matrices del sistema es 2, solo hay dos ecuaciones
independientes. Escogemos la primera y la tercera:
THy+z=-2
r+2y=-5

Podemos tomar z =t como parametro:
c+y=-2-—-1
z+2y=-5

Resolviendo se obtiene:

r=1-2t
y=—-3+t
z=1

AAAA

Ejercicio 2. Estudiar la compatibilidad segtin los valores de a y resolver cuando sea posible el siguiente

sistema

Sr+2y—z = 0

z4+ay—3z = 0

3r+5y—2z = 0
Solucién:

Es un sistema homogéneo y, por consiguiente, serd siempre compatible. Calculamos el determinante de la matriz de coefi-

cientes:
5 2 -1
1 a —-3|=-10a—18—-5+3a+75+4=—7a+ 56
3 5 =2

El determinante se anula para a = 8. Podemos distinguir los siguientes casos:
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— Sia # 8 el rango de la matriz es 3. El sistema es compatible determinado y solo tiene la solucién trivial z = y = z = 0-
— Sia =8, el rango de la matriz es 2. Hay dos ecuaciones independientes. Tomando las dos primeras, el sistema queda:
S5z +2y—2=0
rz+8y—32=0
La solucién es:

2 -1
8 -3

xr =

‘/\:2>\
1 5
y7’73 1’/\714)\

‘ A =38\
La solucién puede escribirse también (t, 7¢, 19¢).

AAAA

Ejercicio 3.

(a) Dado el sistema:

r+2y=1

3z —y =2
escribir una tercera ecuacién de la forma ax + by = ¢, distinta de las anteriores, de manera que el
sistema de tres ecuaciones y dos incégnitas resultante siga siendo compatible.

(b) Dado el sistema:

20+ 2y —z=1
r+y+2z=1

escribir una tercera ecuacion de la forma ax + Sy + vz = 1 distinta de las dos anteriores, de manera
que el sistema de tres ecuaciones y tres incégnitas resultante sea compatible indeterminado.

Solucion:

(a) El sistema es compatible determinado. Si queremos que siga siendo compatible deberemos anadir una combinacién
lineal de las dos ecuaciones que no cambiard las soluciones. Por ejemplo la suma de las dos ecuaciones 4z + y = 3.

(b) El sistema que tenemos es compatible indeterminado. Si afiadimos una ecuacién independiente de las que tenemos el
rango aumentara a 3 y se convertird en uno compatible determinado o incompatible. Entonces, debemos anadir una
ecuacién que no cambie los rangos, una combinacién lineal de las anteriores y que dé 1 como término independiente.
Por ejemplo, multiplicando la primera ecuacién por 2 y restandole la segunda se onbtiene:

3x+3y—4z=1

AAAA

Ejercicio 4. Se considera el sistema de ecuaciones:

(m+2)x+m—-1)y—2z2=3
mr—y—+z=2
z+my—z=1

(a) Discutirlo para los distintos valores de m.

(b) Resolverlo para m = 1.
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Solucion:

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

m+2 m-1 -1

m -1 1|=-m2—m=m(-m—1)
1 m -1
El determinante se hace cero para m = 0 y m = —1. Pueden distinguirse los siguientes casos:

o m # 0y m # —1. En este caso el rango de las dos matrices, la matriz de coeficientes y la matriz ampliada, es igual
a 3. El sistema es compatible determinado.

¢ Sim = 0 el rango de las matrices es:

2 -1 -1
rango A =rango [0 -1 1 | =2
1 0 —1
2 -1 -1 3 2 -1 3
rango A* =rango [0 -1 1 2| =rango (0 -1 2
1 0 -1 1 1 0 1

Se ha suprimido la tercera columna puesto que sabemos que entre las tres primeras s6lo hay dos independientes y
las dos primeras lo son. Calculamos el determinante de esta matriz:

2 -1 3
0 -1 2/=-1#£0
1 0 1
Por consiguiente, el rango de la matriz ampliada A* es 3, distinto del rango de la matriz A. El sistema es incom-
patible.
¢ Hacemos lo mismo para m = —1:
1 -2 -1
rango A =rango | —1 —1 1 ]1=2
1 -1 -1
1 -2 -1 3 1 -2 3
rango A* =rango [-1 -1 1 2| =rango |—-1 -1 2
1 -1 -1 1 1 -1 1
Donde hemos suprimido la tercera columna por la misma razén que en el caso anterior. Calculamos este determi-
nante:
1 -2 3
-1 -1 2{=1#0
1 -1 1

El rango de la matriz ampliada es 3 mayor que el rango de la matriz de coeficientes. El sistema es incompatible.

Vamos a resolver ahora el sistema para m = 1. El sistema es compatible determinado y podemos aplicar la regla de Cramer.
Para m = 1 el determinante de la matriz de coeficientes es —2 asi que:

3 0 -1

1
e Llp o1 1|23
=20 1 -1 2
MECIE I
y=—11 2 1|=1
2011 1 -1
3 0 3
R T
=201 1 1 2
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7. Geometria

Ejercicio 1. Dado el punto P(—1,0,2) y las rectas:

A

r—z=1
r= s

1+
A
y—z=-—1
3

Il
[SIS
|

se pide:
(a) Determinar la posicién relativa de r y s.
(b) Determinar la ecuacién de la recta que pasa por Py corta a r y s.

Solucion:

(a) Podemos escribir las ecuaciones paramétricas de la primera recta:

c=1+p
r=qy=—-14+pn
zZ=L

Un punto y un vector director de esta recta son:

1
A(1,-1,0) ; =1
1

Un punto y un vector director de la segunda recta son:

1
B(1,0,3); v=|1
0

Las rectas no son paralelas. Para saber si se cortan o se cruzan calculamos el producto mixto:

- 0 1 1 Jo o 1
[AB,@,5]={1 1 1|=[1 0 1]#£0
3 1 0 3 1 0

Las dos rectas se cruzan.

(b) Determinamos el plano que contiene a Py a r:

r—1 1 2
y+1 1 —-1/=0; —l(z—-1)+4(y+1)—-32=0; —z+4y—32+5=0
z 1 -2

y el plano que contiene a P y a s:
r—1 1

Y 1
z—3 0

=0; 1(z—1)—1ly—2(z—3)=0; r—y—2z+5=0

= O N

La recta que buscamos es la interseccién de los dos planos:

—x+4y—324+5=0
r—y—224+5=0

ANAA

Ejercicio 2. Dados los puntos P;(1,3,—1), Pa(a,2,0), P3(1,5,4) y P4(2,0,2), se pide:

(a) Hallar el valor de a para que los cuatro puntos estén en el mismo plano.
(b) Hallar el valor de a para que el tetraedro con vértices Py, Py, P3 y Py tenga volumen igual a 7.

(¢) Hallar la ecuacién del plano cuyos puntos equidistan de Py y de Ps.

Solucion:
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(a) Para que sean coplanarios el producto mixto de Pl—Pg, P1-P3 y Pl_P4 debe ser cero:

a—1 0 1
28 4
-1 2 -3=6(a—1)—-5—-2+4+15(a—1)=2la—28=0 — a=—=—
1 5 3 21 3

(b) En este caso:
1
g 21—28=7;  2la-28=%42; 3a-4=:6

loquenosdaa:%ya:—%.

(¢) El plano que nos piden es el plano mediador del segmento P; Ps:
@-1+@Y-3°+GE+1)’=(2-1)>+ @y -5+ (-4
— 22+ 1—-6y+9+22+1=—2c+1—10y+25—8z+ 16
4y+4+102—-31=0

AAAA

Ejercicio 3. La recta r pasa por P y tiene vector director « siendo:

1
P2,-1,00; a=| A
-2

La recta s pasa por @ y tiene vector director o

2
2

9
a) Calcular A > 0 para que la distancia entre 7 y s sea ——.
(a) para q y 75
(b) Calcular A para que r sea perpendicular a la recta que pasa por Py por Q.
Solucion:

(a) Calculamos el producto vectorial @ x o

71 1 A +4
7 A 2= -3
E -2 1 22

y el producto mixto de P_Q, Uy v
[PQ,@,7 = PR (Gx¥) =—-1A+4) —3—-12-X) =—9

Entonces:
9 9 _ 9
VB9 A+ AZ 9+ (2- N2 V2AZ 1 4r+29
es decir:
222 44N +29 =59 ; 222 44X —30=0; M 422-15=0
y obtenemos A = —5 y A = 3. Como A debe ser mayor que cero solo es valida A = 3.

(b) Tiene que cumplirse que « - PQ =0:
1 —1
Al 1]=0 = -14+4X4+42=0
—2 -1

y, de aqui, A = —1

AAAA

Ejercicio 4. Dadas las rectas

r—1 y+1 z-k r—y+z2=3
= = ’ S
-1 1 1 3r+2z=1
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(a) Hallar el valor de k para que las dos rectas estén contenidas en el mismo plano.

(b) Para el valor de k obtenido en el apartado anterior, determinar la ecuacién general del plano que
las contiene.

Solucion:

(a) Escribimos la segunda recta en forma paramétrica. Tomamos = A como pardmetro:

=X
y=—-2-2X
z=1-3\

Sea A(1,—1,k) un punto de r y B(0,—2,1) un punto de s. Si las dos rectas se encuentran en el mismo plano, el

producto mixto de AB y los dos vectores directores debe ser cero:

-1 -1 1 -1 -1 1
-1 1 —2|=|-2 0 -1l=4-k=0 =— k=4
1-k 1 -3 -k 0 =2

(b) El plano que contiene a las dos rectas es:
r—1 -1 1
y+1 1 —=2/=0; —L(z—-1)-2(y+1)+2—-4=0
z—4 1 =3

El plano que contiene a las dos rectas es x +2y — 2+ 5= 0.

AAAA

z—1

Ejercicio 5. Dado el planom =z +y+ 2 =0, y larecta r = 7= = ¥ = z'gl, se pide:

(a) Calcular el punto @ en que se cortan el plano 7 y la recta r.

b) Encontrar un plano 7, paralelo a , tal que el punto Q' en el que se cortan el plano 7’ y la recta r
( P ;P , tal g p q p y
esté a distancia 2 del punto @ hallado en el apartado anterior.

Solucion:

(a) Basta resolver el sistema:

z+y+2=0
zc=1+1

y =2t
z=—-1+2t

La solucién es el punto Q(1,0,—1).
(b) Si el punto Q' se encuentra a distancia 2 de @, se encuentra en la superficie esférica:

(-1 +y*+(z+1)° =4
Como ademds se encuentra sobre la recta dada, es la solucién del sistemas:

(-1 +y*+(+1)* =4

r=1+1t

y =2t

z=-1+2t
Sustituyendo:

2
A+t—1D)2 442+ (-1+2t4+1)2 =4 — t==+3

Obtenemos los puntos Q} (%, %, %) y Qf (%, —%, —%
Los planos paralelos a m que pasan por estos puntos son:
3x+3y+32—10=0
3z +3y+3z2+10=0

AAAA
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8 CONJUNTOS, RELACIONES Y GRUPOS

8. Conjuntos, relaciones y grupos
Ejercicio 1. La funcién f viene dada por

f:RT xRt — R x RT, donde f(z,y) = <\/a:y, ;)

(a) Demuestre que f es una funcién inyectiva.

(1) Demuestre que f es una funcién sobreyectiva.
(11) A partir de lo anterior o de cualquier otro modo, escriba la funcién inversa f—1.

(b)
Solucién:
(a) Debemos demostrar que
fl@y) =fluv) = z=y, u=v
En efecto:
VTY = /uv TY = uv
y v y T v
Despejando y en la segunda igualdad y sustituyendo en la primera se obtiene:
TV
T =w =  z?=u?
u
y, puesto que x y w son positivos, resulta £ = u. De z = u y xy = uv obtenemos y = v.
(b) (1) Debemos demostrar que dados el par (u,v) siempre existe (z,y) tal que f(z,y) = (u,v). En efecto:
_ a2
TY =u TY =u
VTY . {my_ 3
y

Z =y

f(xay):(uvv) = {_
Y

Despejando y en la segunda ecuacién y sustituyendo en la primera:
2=ut = z=uv

z 2
=Uu — xT

Estas igualdades son ciertas puesto que u y v son nimeros positivos
(11) Puesto que la funcién es inyectiva y suprayectiva es biyectiva y existe la funcién inversa. En el apartado anterior

hemos visto que:
Fuve, == ) = ()
uvv, — | = (u,v
Vv
Por consiguiente:
—1 u
u,v) = | uv/v, —
£ ) = (w25 )

o, cambiando el nombre de las variables:

e = (av %)

AAAA
Ejercicio 2. El grupo {G, } estd definido en el conjunto G, con la operacién binaria *. H es un subcon-

junto de G que se define mediante

H={zecGlaxzxa ' =2,Ya G}

Demuestre que {H, x} es un subgrupo de {G, *}.

Solucién:
Veamos en primer lugar que la operacién estd bien definida en H, es decir, que si x,y € H entonces x xy € H:
t=(axzxa Hx(axysa HN=cxy = zyeH

_1:a*x*a_1*a*y*a_

ax (xT*y)*a

Vae G:
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La operacién es asociativa en H puesto que lo es en G.

El elemento neutro pertenece a H ya que:

_1:

axexa t=axa e

Solo queda por comprobar que si @ € H también 2~! € H. Sea = € H:

_ _ _ -1 P . . .
axz txa"l= (a Ly g« a) el término entre paréntesis es igual a x
= 171
=z teH

La demostracién se puede hacer también dandose cuenta que H es el conjunto de los elementos del grupo que conmutan

con todos los demds. Veamos, por ejemplo que si & conmuta con a también lo hace z~1:

Txka=a*xx multiplicando a la izquierda y derecha por z7!
sl sxzxaxz =z Lxaxoxa!
exaxz =z lxaxe

axz ‘=z lxa

o que si x e y conmutan con a, también conmuta su producto:

ax(z*xy)=(axz)*xy=(r*xa)xy=zx*(axy)=z*x(yxa)=(z*y)*a

AAAA

Ejercicio 3.

(a) Consideremos el grupo (Z,,+). Escribir los elementos de este grupo y encontrar un generador.

(b) Sea (C,, x) el grupo formado por las raices enésimas de la unidad con la operacién de multiplicar.
Escribir los elementos de este grupo y comprobar que se trata de un grupo ciclico. Encontrar un
generador de este grupo.

(¢) Comprobar que f : (Zn,+) — (Cpn, ), f(#) = ™", x € Zy, es un isomorfismo.

Solucién:

(a) Los elementos del grupo son:
Zn ={0,1,2,3,...,n — 1}
Un generador de este grupo es 1 porque todos los elementos pueden obtenerse sumando 1 consigo mismo.

(b) El grupo es:

i2n 4w i6m i2(n—1)7
Cp=<1len ,en  en ,...,e n

27

Se trata de un grupo ciclico, todos los elementos del grupo pueden obtenerse como potencias de e n .

(¢) La aplicacién es inyectiva y suprayectiva, Ademds es un homomorfismo porque:

i2(z] fxg)m i2zq 7 i2zom
n

=e n e n :f($1)f($2)

flxr+x2) =e

AAAA

Ejercicio 4. La relacién R se define sobre el conjunto N de manera tal que, para a,b € N, aRb si y solo
si a® = b3 (mod 7).

(a) Compruebe que R es una relacién de equivalencia.

(b) Halle la clase de equivalencia a la que pertenece el 0.

(¢) Denote como C,, la clase de equivalencia a la que pertenece el niimero n. Enumere los seis primeros
elementos de C].

(d) Demuestre que para todon € N,  C,, = Cj17.
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Solucion:

(a) Comprobemos que se cumplen las tres propiedades:
— Reflexiva: aRa puesto que a® = a (mod 7).
— Simétrica:
aRb = a®*=03(mod7) = b =0a®(mod7) = bRa
— Transitiva.
{aRb =  a®=b> (mod 7)
bRc = b>=c3 (mod7)
Entonces, por la propiedad transitiva de la congruencia:
a®*=c® (mod7) = aRc
(b) Los ntimeros relacionados con cero cumplen que
aR0 = a*=0(mod7) = a®*=7 = a=7
Es decir, son equivalentes a cero, los multiplos de 7. La clase de equivalencia es:
[0] ={0,7,14,21,28,35,...}
(¢) Teniendo en cuenta que:
23 =8 =1 (mod 7)
32 =27 =6 (mod 7)
43 =64=1 (mod 7)
5% =125 = 6 (mod 7)
63 =216=6 (médT7)
la clase de equivalencia C; es:
Cc1=11,2,4,8,9,11,...}
(d) Cpt7=Chp siysolosi(n+ 7)Rn. En efecto
n+73=n34+3n2-7+3n-724+73 =n3 (mod 7)

ALAA



