Matematicas 2°BI.
Examenes

2016/2017



1 FUNCIONES. LIMITES. CONTINUIDAD 2

1. Funciones. Limites. Continuidad

1.1. Grupo W

Ejercicio 1. Dibujar la grdfica de la funcién y = x? — 2z — 3 v, a partir de ella, dibujar las grdficas de:

1

2 2
= |2? — 22— 3| ; — 22 — 22| - 3; -
y=|z" -2z -3 y=a"—2z| Y= o3

Solucion:

y=2-2x—3 y = |z? — 2z — 3|

y=a—2lz| -3

Ejercicio 2. Calcular los siguientes limites:

L, 1—yx+1 , 2z +1 =
(a) lim ——— (b) lim

z—0 xT z—1 x4+ 2

Solucion:

(a)

1

Q1-vVr+1)1+Ve+1) l—z-1 , -1
lm —————— = —=
z—=0 14+ +1 2

L, 1—vax+1 ,
Im ——— = lim =lim —M———
z—0 T z—0 z(1++Vx+1) =0 (14 vz +1)
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(b) Aplicando la aproximacién del logaritmo:

; z—1 _2
= lim e=+2 -1
r—1

, 2
= lim e=+2

2
=e3

Ejercicio 3. Estudiar la continuidad de la funcion:

a3 =22 +x—2

fl@)=—r—"—3
Solucién:
Los posibles puntos de discontinuidad son los valores que anulan el denominador, es decir, z = 2y x = —1.

Calculemos los limites en estos puntos:

1’3—2:C2+‘T—27

lim 5 00
z——1 x4 —x—2

En x = —1 hay un infinito de la funcién.
o3 =222+ -2 (z—-2)(z*+1) ., 2*+1 5
hm :hm—: im — = —
e—2 2 —x—2 e=2 (x—2)(z+1) 252 z+1 2

Puesto que existe el limite, en x = 2 hay una discontinuidad evitable.

Ejercicio 4. Demostrar que las grdficas de las funciones f(z) = x® + 2% y g(z) = cosmx — 2 se cortan
en un punto xg. Calcular la parte entera de xg.

Solucién:
Sea la funcién:
F(z) = 2® + 2% — cosma + 2
El problema es equivalente a demostrar que F'(x) se anula en algiin punto:
— F(x) es continua en todo R
— F(0)>0
- F(-2)<0

Por el teorema de Bolzano, existe un nimero xg € (0,2) tal que F(xo) = 0. En este punto se cortan las
dos graficas.

Por otra parte, como F(—1) > 0y F(—2) < 0, el ntimero x( estd comprendido entre —2 y —1. Su parte
entera es —2.
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Ejercicio 5. Calcular las asintotas de la funcion

3 _
f(fl?):mgiycJr2

re — T

Solucion:

Las rectas © = 0 y « = 1 son asintotas verticales de la funciéon puesto que:

lim f(z) =00 lim f(z) = o0

z—0 rz—1

No hay asintota horizontal ya que

lim f(z) =00

Tr—ro0
Calculemos la asintota oblicua:

ot —z+2
m= lim ——— =1
z—oo 3 — g2

(x?’—x—i—? ) x4 22—z 422 22
-~z

= lim = lim = =1

b= lim
T—00 2 —z T—00 I

T—00 2 —x

La asintota oblicuaes y =z + 1

Ejercicio 6. Derivar las siguientes funciones:

(a) f(z) =1Iny =t (b) f(z) = (33 + 2)e”"+*

Solucion:

(a) Escribamos primero la funcién como
1 1
f(x) = =In(cosz — 1) — = Insenx
2 2
La derivada es:

f'z) =

cosx—1 senz

—senax COS T

(b) Aplicando la regla de derivacién del producto:

F(x) =31 4 (3x 4 2)e” T (22 + 1)

Ejercicio 7. Dada la funcion:

f(z):{amz—i—l <2

2" x> 2
calcular a para que f sea continua en x = 2. Para el valor obtenido, ses derivable la funcion en x =27

Solucion:
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Para que sea continua, los limites laterales deben ser iguales:

lim f(z) =4a+1

T2~
i =e’=1
iy, flx) = e

Por consiguiente debe ser 4da+1=1 =— a=0

Sea ahora la funcién:

ﬂm{l T <2

e T £ >2

La derivada para = # 2 es:

f’(x):{o - T <2

—e*” x> 2

Entonces, f/(27) =0y f/(2*) = —1. La funcién no es derivable en = = 2.

T
Ejercicio 8. Escribir las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y = po— que son paralelas a
T —
20 4+y—1=0.

Solucién:
La pendiente debe valer —2. Entonces:

;o 2(x—1)—2z

y (:C—]_)Q x x

Los puntos de tangencia son (0,0) y (2,4). Las ecuaciones de las tangentes son:

y=—2z; y—4=-2(x—2)
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1.2. Grupo Z

Ejercicio 1. Representar grdficamente las funciones:

1
(a) y=In(z —2) (b) y =In|z — 2| (¢) y = |In(z —2) (4)y= In(z — 2)
Solucién:
y=Inx ’ ,'"
y=In(z —2) y=In|z|
) y=Inlzr -2 *

y=In(z —2) ,
=1l -2
y=|In(z — 2)| g n(a:l )
“ v In(x — 2)

Ejercicio 2. Calcular los siguientes limites:

2
2 2 z°—1
(a) 1fm (z + x) (b) lim 3%

zoo \ x2+1 z—0 1 —cosz

Solucion:

(a) Es una indeterminacién 1°°. Aplicando la aproximacién del logaritmo:

2
2 z =1 z242s 2 w2420 —ax2 -1 2
lim (x +2x> = lim e( x2 41 _1)(96 - lim e( 2241 )(x -1

T—00 1‘2 + 1 T—00 T—00
2z —1 2 223
. x°—1 , (7)
= lim e(w2+1)( ) — lim e\ «?
T—00 T—00

=e* =0
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. . . 2
(b) Aplicando las aproximaciones sen3z ~ x y 1 —cosx ~ %-:

, sen 3x ., 3x , 6
lim ——— =1lm —=1lim — =
z—0 1 —cosx =—0 L

Ejercicio 3. Calcular las aintotas de la funcion:

3
2 — x4+ 2
@) = 5=
2+ 3z —4
Solucién:
Las asintotas verticales son x = —4 y = = 1 puesto que el limite de la funcién cuando x tiende a esos

valores es infinito.
No hay asintota horizontal porque el limite de la funcién cuando x tiende a infinito es infinito.

Calculamos la asintota oblicua y = mx + b:

o fl@) ? —x+2
m=lim —=1llm —m—— =
T—00 €T T—00 1,‘3 + 31}2 — 4z
b T 3 —x 42 i B —r+2—2%—-322 -4z T —3z2 3
= lim ——— — T | = lm = lm = =
z—oo \224+3x—4 T—00 24+ 3x—4 T—ooo0 2

La asintota oblicua es y = = — 3.

Ejercicio 4. Derivar las siguientes funciones:

61—23; 5
= — b) y =3zt
(a) y NieT (b) y=3ztg’x
Solucion:

el 72%(-2)y/1 - 2x — 5 %320361*2"”
1—-2x

(a) ¥ =

3x

(b) ¥ =3tg?x +2tgx - —
cos?

—T

Ejercicio 5. Demostrar que las grdficas de las funciones f(x) = Inx y g(x) = e™* se cortan en algin

punto.

Solucién:

El problema es equivalente a demostrar que la funcién
F(z)=Inz —e™ "

se anula para algun valor de .

La funcién F(z) es continua en R. Ademds F(1) < 0y F(e) > 0. De acuerdo con el teorema de Bolzano
existe ¢ € (1,¢e) tal que F(c) = 0.
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Ejercicio 6. Hallar el drea del tridngulo formado por el eje X y las rectas tangente y normal a la curva
de ecuacion y = e~ en el punto de abscisa x = —1.

Solucion:

La ordenada del punto de tangencia es

yo=¢ =e

La derivada de la funcién es y' = —e~%. La pendiente de la recta tangente es m = —e y la de la normal
esm’ = é Las ecuaciones de las dos rectas son:

1
y—e=—e(z+1); y—e:E(x—i—l)

La interseccion de la tangente con el eje OX es:
{y—e: —e(x+1)
y=20
que es el punto (0,0).
La interseccién de la normal con el eje OX es:
{y —e=¢(@+1)
y=20
que da el punto (—e? — 1,0).
El area del tridngulo es:

e +e
2

1
S = 5(62—1—1)6:

Ejercicio 7. Estudiar los puntos de discontinuidad de la funcion:

2 12
r—3 x22-9
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Solucion:

La funcién puede escribirse:

20 +3)—12 206

22 -9 x2—9
Los posibles puntos de discontinuidad son x = —3 y = = 3. Los limites de la funcién en estos puntos son:
2x — —12
M, fte) = i, =g = 5 =
ti ) = i S =l =
En x = —3 hay un infinito de la funcién y en x = 3 hay una discontinuidad evitable.

Ejercicio 8. Calcular la ecuacion de la tangente a la curva y = Inx trazada desde el origen.
Solucién:

Sea (a,lna) el punto de tangencia. La ecuacién de la recta tangente serd entonces:
1
—lna=—-(x—a
y L@—a)
Si esta recta pasa por (0,0) se cumple que:
1
—lna=-(0—-a) = —-lna=-1 = a=e
a
La ecuacién de la tangente es:
1

y—lz;(m—e)

2. Derivadas
Ejercicio 1. Dada la funcion:

flz) = m
se pide:
(a) Hallar las asintotas de su grdfica.
(b) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grdfica de f(x) en el punto de abscisa x = 2.
Solucién:

(a) La curva tiene una asintota vertical © = 3 puesto que

lim f(z) = o0

z—3

No hay asintota horizontal ya que

lim f(z) =0

T—r00
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Calculemos la asintota oblicua
3
T
m= lim ——= =1
z—o0 x(x — 3)2

3 3 _ _ 2 2
b= lim ((373)2_3;>: VI il Gk ) PR

T—00 €T —
Hay una asintota oblicua y = x + 6
(b) Calculamos la derivada:

gy B3t (x =32 =2 —3)x® 3z (x—3)—22° 2 — 927
Fo= @3 I R N

La ordenada del punto de tangencia es f(2) =8

La pendiente de la tangente en el punto de abscisa 2 es:
_8-36
= =

m 28

La ecuacién de la tangente es

y—8=28(zx—2)

Ejercicio 2.
(a) Estudiar el crecimiento de la funcién f(z) = 423 + 322 + 2z + 1.

(b) Demostrar que la ecuacion 4a® + 3z% + 2z + 1 = 0 tiene una tnica solucion real.

Solucién:
(a) La derivada es
f'(x) = 1222 + 6 + 2
Este polinomio no tiene raices y es siempre positivo. La funcién es creciente para todo .

(b) Un polinomio de tercer grado tiene al menos una raiz. Por otra parte f(z) es una funcién continua
y derivable a la que podemos aplicar el teorema de Rolle. Segin este teorema entre dos ceros de la
funcién deberia haber al menos un cero de la derivada. Como la derivada no tiene ceros, no puede

haber dos ceros de la funcién.

Ejercicio 3. Calcular:

, : 1 T
(a) lm (a® — 1) (b) lm (2 —1)tg —
Solucién:
(a) Es un limite indeterminado del tipo oo”
lim (23 — 1)% = lim ew = =1

T—r00 T—r00
(b) Es un limite del tipo 0 - co. Lo escribimos en forma de fraccién para aplicar la regla de ’'Hopital:
2?2 -1 2z 2 4

z 71—1' z. 7.
lim (xzfl)tg?: lim oz — lim 1 - - =
z—1t rz—1t COtg 7 rz—1t m . 5 _E
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Ejercicio 4. Calcular la ecuacion de la tangente a la curva
22%y + 3y* = 16

en el punto P(2,—4).

Solucién:

La derivada es:
/ —dzxy

4 20%y +6yy’ =0 = =
xy + 2z%y 4 byy Y= 5716y

Y la pendiente de la tangente en (2, —4):

_ 42 () 32
MT o216 (—4)  —16

La ecuacién de la tangente es:

y+4=-2z—2)

Ejercicio 5. Dada la funcion:

f(z) =z (Inx)”
(a) Obtener los mdzimos y minimos relativos

(b) Obtener los puntos de inflexion
Solucién:

(a) Derivamos la funcién:

-z =(nz)’+2lnz=Inz(nz +2)

8

f'(z) = (Inz)® +2Inz -

La derivada se anulaen z =1y z = e 2

g 7 0
|
0

+

_— O
+

|
{
o2
La funcién tiene un méximo en (%, %) y un minimo en (1,0))

(b) Calculamos la derivada segunda:

_ 2Inx + 2

f(x) = (lnaj—|—2)+% Inz =

SE

x
La derivada segunda se anula en x = e~ !. El signo de la derivada segunda esté dado por:
A 0
? - |
{
o

| +
{
0

1

Hay un punto de inflexién en (é, %)
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Ejercicio 6. Dada la funcién f(x) = x%senz, se pide:

(a) Determinar, justificando la respuesta, si la ecuacidn f(x) = 0 tiene alguna solucidn en el intervalo
abierto (g,ﬂ).

(b) Obtener la ecuacion de la recta normal a la grdfica de y = f(x) en el punto de abscisa .

Solucion:

(a) La funcién es producto de dos nimeros positivos. En consecuencia, no puede ser cero.
(b) La ordenada de la curva en z¢g = 7 es yog = 0.

La derivada de la funcion es:
f'(z) = 2zsenz 4 2% cos

La pendiente de la tangente en 7 es —72 y la de la normal % La ecuacién de la normal es:

Ejercicio 7. Dada la funcion:
22° 43
= <0
flx)=<a z=0
1
e = x>0
se pide:
(a) Determinar el valor de a para que f sea continua en x = 0. Estudiar la derivabilidad para ese valor
de a en x = 0.

(b) Hallar si las tiene las asintotas de la grdfica de f(x).

Solucion:

(a) Para que la funcién sea continua en x = 0 los limites laterales deben ser iguales:

222+ 3
lfm (2) = lim =57 _ g
z—0— z—0- = —1
m f(z)= lim e % = > =0

z—0t z—0t

y ser iguales al valor de la funcién a. Por consiguiente a = 0.

Para x # 0 la derivada de la funcién es:

—1)—(22%+3z
{(4%3)(90(;)1)2(2 +32) .

Pl x>0

En z = 0 la derivada por la izquierda es f'(07) = 3. Por la derecha:
_1 1 -2 2 -2
. e @ .2 . 3 z 22 .2 2
f(07) = lim = lim 3 = lim = lim % = lim = lim —=—=0
z—0t T z—0t e z—0F 65;72 z—0t ex z—0t e ;—2 z—0t e o0

Por tanto, la funcién no es derivable en x = 0. También pueden calcularse las derivadas laterales a
partir de la definicion.
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(b) No hay asintotas verticales puesto que la funcién es continua.

Hay una asintota horizontal y = 1 en 400 puesto que

lim f(z) = lim eTr=e'=1
r—+00 r—+o0

En —oo hay una asintota oblicua:

; 222 + 3z
m= lim ——— =2
z——oco x(x — 1)

2 2 _ _
b= lim (2:c +3x_2x>_ lm 22° 4 3z — 2z(z 1):5

T——00 r—1 P renp r—1

La asintota oblicua es y = 2x + 5.

Ejercicio 8. Una escalera de 10 m de longitud se apoya contra una pared. En determinado momento, el
extremo superior empieza a deslizar hacia abajo con una velocidad de 0,5 m s~'. Calcular la velocidad de
cambio del dngulo que forma la escalera con el suelo cuando la escalera se apoya a 5 m del suelo.

Solucion:

10

De la figura resulta:

d d
z=10seny ; dleOcosgan

_ _ 5 _ 1 _ 2~ _ /3 P
Cuando x = 5, seny = 0 = 3, COsSp = v/ 1 —sen =% Por consiguiente

oo Y3de _ de_ 1

2 dt at — 10V3

3. Segundo examen de derivadas

Ejercicio 1. Considere la curva definida por la ecuacién (z* + y2)2 = 4xy?.
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(a) (0,5 punros) Utilice la derivacidn implicita para hallar una expresion para %.
(b) (0,5 puntos) Halle la ecuacion de la recta normal a la curva en el punto (1,1).
Solucién:
(a) Derivando resulta:
2(x? +y*) (22 + 2yy') = 4y + 2y - 4z
(@ +yh)z + (2 +y*)yy' = y* + 2ayy’
(@ +y")yy —2zyy’ =y — («® + )z
Despejando
P
(22 +y?)y — 2y

(b) Sustituyendo = = 1, y = 1 resulta que la derivada es infinita y por consiguiente la tangente es una
recta vertical. En consecuencia la normal debe ser horizontal. Puesto que pasa por (1,1) es la recta

y = 1.

Ejercicio 2. Calcular:

. 1—2x—e" +sen(3z) (522 + 2)(z — 6)

| S el A S

(a) limy 2 ) Jm e —1)
Solucion:

(a) Es un limite indeterminado del tipo %. Aplicando la regla de ’'Hopital

, 1 —2z—e® +sen(3x) . —2—¢e® 4+ 3cos3x ,  —e¥ —9sen3x 1
lim 5 = lim =lim ——M = ——
z—0 x z—0 2x z—0 2 2

(b) Es un limite del tipo 2. Buscamos los términos de mayor grado:

. (522 +2)(z - 6) . bxd 5
lim ————~——2% = lim — = =
z—oo (22 —1)(2z — 1)  a—oo 223 2

Ejercicio 3. Dada la funcion:
a—In(l—z) siz<0
fa) =" |
e ¥ siz>0
se pide:
(a) Calcular wll)rrgo flz)y zll)r_noof(x)
(b) Calcular el valor de a para que f(x) sea continua en todo R.
(¢) Estudiar la derivabilidad de f y calcular f' donde sea posible.

Solucion:
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(a) Los limites pedidos son:

mgrzloof(x) = mEIEloo(a —Inl—-z))=a—00=—-0
22
lim f(z) = lim z%¢ % = lim — =0
Tr— 00 T—r 00

rz—o00 e~

15

(b) Para x # 0 la funcién es continua por estar definida mediante funciones continuas. Calculamos los

limites laterales en x = 0:

lim f(z)= lim a—In(l—z)=a

z—0~

z—0—
lim f(x) = lim 2% * =0
z—0t z—0~

Para que la funcién sea continua debe ser a = 0.
(¢) Para x # 0 la funcién es derivable y su derivada es:
o z <0
Jw) = {21:;2_7” —e 22 x>0
Enz=0:
f(07)
f1(%)

1
0

Por consiguiente, la funcién no es derivable en z = 0.

Ejercicio 4. Dada la funcion:

x2+2
f(x)_xz—kl

(a) Estudiar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x).
(b) Hallar los puntos de inflexion de la grdfica de f(z).
(¢) Hallar las asintotas y dibujar la grdfica de f(z).

Solucion:

(a) Calculamos la derivada:

I’II?Z 7!]5332 —2aX
o) = 2@ D) =20 1 2) 2

(22 +1)2 T (224 1)2

El signo de la derivada esta dado en el siguiente esquema:

0
+

|
N
0

La funcién es creciente en (—o0,0) y decreciente en (0, 00). Hay un méximo en x = 0.
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(b) La derivada segunda es:

22?4+ 1) = 2(2? + 1)22(—22)  —22% — 2+ 822 622 — 2

11 _ _
[(z) = (22 + 1) - (22 +1)3 (x2 +1)3
La derivada segunda se anula en z = :I:%. El signo de la derivada segunda esta dado en el siguiente
esquema:
0 0
+ | - | +
{ {
1 1
V3 V3
Hay puntos de inflexién en z = —% yar= %

(¢) Hay una asintota horizontal y = 1. La gréfica de la funcién es:

Ejercicio 5. Dada la funcién polinémica P(x) = 2 + ax? + bx + ¢, obtener los valores de a, b y c de
modo que se verifiguen las dos condiciones siguientes:

— El polinomio P(x) tenga extremos relativos en los puntos de abscisas x = —%, r=—1.
— La recta tangente a la grifica de P(x) en el punto (0; P(0)) sea y = x + 3.
Solucioén:

Las condiciones que nos dan son

()

P'(-1)=0
P (0)=1
P(0)=3

La derivada es:
P'(z) = 32% + 2azx + b

Con estas condiciones resulta c=3,b=1y a = 2.
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Ejercicio 6. Demostrar que la ecuacion 4x® + 3z +m = 0 solo tiene una raiz real, cualquiera que sea el
ndmero m. Justificar la respuesta indicando qué teoremas se usan.

Solucion:

Sea la funcién F(x) = 425 + 3z + m. Puesto que

IILH;O F(z)=—o00

La funcién toma valores positivos y negativos. Por el teorema de Bolzano debe existir al menos un punto
en el que la funcién toma el valor 0.

La derivada de esta funcién es:
F'(z) = 20z* +3

La derivada nunca se anula. Segun el teorema de Rolle entre dos ceros de la funcién debe haber al menos
un cero de la derivada. Puesto que la derivada es siempre positiva, no puede haber dos ceros de la funcién.

En consecuencia, la ecuacién 4x® + 3z + m = 0 tiene una tnica solucién.

Ejercicio 7. Dada la funcion
fl2) = e (e + 1)
dibujar la grdfica de f estudiando el crecimiento, decrecimiento, puntos de inflexion y asintotas.
Solucién:
La derivada de la funcién es:
flx)=—e (@ +1)+2z-e "= —e %(a? — 20 +1) = —e %(z — 1)*

La derivada se anula en x = 1. El signo estd dado por

. =)
I

La funcién es siempre decreciente. Hay un punto de tangente horizontal en = = 1.
La segunda derivada es:
f(2)=e“(x—1)2 =2z —1)e* =e “(2? — 4z +3)

La derivada segunda se anula en z = 1 y z = 3. Su signo esta dado por:

+ +

_— O
I
wW—" T O

Hay dos puntos de inflexién x = 1 (de tangente horizontal) y = = 3.

Hay una asintota horizontal y = 0 en +00 puesto que

2
1
lim (22 +1)e™® = lim vl
T—00 T—00 et

0

la grafica de la funcién es la siguiente:
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Ejercicio 8. Se vierte arena para formar un cono de h cm de altura y r cm de radio de la base. En todo

momento, la altura es igual al radio de la base. La altura del cono va aumentando a razon de 0,5 cm min™ .
min~!, cuando la altura es igual a 4 cm.

Halle la razon a la que se vierte la arena, en cm?

Solucion:

El volumen del cono es, puesto que el radio es igual a la altura:

1 1
V=§7T7"2h=§ﬂ'h3

derivando respecto al tiempo:

av 1 dh dh
T gp.8h% = = pp2 =
a 3TN g Ty

Sustituyendo los datos

dv
— = 16705 =8 cm® min~!

4. Integrales

Ejecicio 1. Calcular las siguientes integrales:

r dx
(a) /cosxsengxdz (b) /m

Solucion:

(a) /cosxsen3x dz = /sen?’ac d(senz) =

sen4 x

4

z dz 1 2z 1 1
0 [ Grer =3 aria te s G -

+C

1
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Ejecicio 2. Calcular las siguientes integrales:
(a) /(x—senx) dz (b) /(a:—l)3 dx

Solucion:
22

(a) /(xfsenx) dz = 3 +cosz+C

(z —1)*

(b) /(w—1)3dx:T+C

Ejecicio 3. Calcular:

(a) / cos(Inz) dz integrando por partes dos veces.

3x+1
b —d
()/x2—|—2x+2 o

Solucion:

(a) Integrando por partes:

u=coslnz du = ,l senlnx dz
x
dv = dx V=21

Resulta

/cos(lnsc) dz = xcoslnz + /senlnx dz
Integrando de nuevo por partes:

1
u=senlnx du = — coslnx dx
T
dv = dx v=2x
obtenemos

/cos(lnx) dr = xcoslnz + /senlnx dx =xcoslnz + zsenlnz — /coslnac dx
Pasando la integral al primer miembro y despejendo se obtiene finalmente:

1
/cosln:z: dz = 3 (xsenlnx + zcoslnzx) + C

(b) Es una funcién racional en la que el denominador de segundo grado no tiene raices. Podemos
descomponerla en sumas:

/ﬂdx_c/ﬂdﬂc /;dx
22+ 22 + 2 T 2o t2 2] 221 ox 12

Identificando coeficientes en los polinomios se obtiene ¢; = % y ¢ = —2. Descomponemos el

denominador como suma de cuadrados en la segunda integral y resulta:
3z +1 3 2z 42 1
—dr == | 5¥————dz -2 | —————d
/m2+2x+2 . 2/x2+2x+2 . /(m+1)2+1 v

3
:5111(1*2—1-23:—&-2)—2artg(m+1)—|—C
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Ejecicio 4. Calcular las siguientes integrales:

z—1 20+ 1
—d b —d
(a) /z2+4x+3 . ()/x2+2x+1 .

Solucion:

20

(a) Es una funcién racional en la que el denominador tiene dos raices. Descomponemos en fracciones

simples
r—1 A N B A(x+3)+ Bz +1)
2+4r+3 x+1 x+3  (z+1)(z+3)
Identificando coeficientes (o dando valores) se obtiene A = —2 y B = 2. Por tanto:

z—1 1 1 T+ 3
——dz = -2 d 2 dx =21 C
/a:2—|—4a:+3 . /ac—!—l v /x—|—3 v nx—|—1+

(b) Es una funcién racional con raiz doble en el denominador:

2 + 1 A B Az +1)+B

2o+l a4l @H? (@12

y, de aqui, A =2 y B = —1. Entonces

2¢+1 1 1 1
——dx =2 dr — | ——— dz =21 1]+ ——
/a:2—|—2x+1 . /3:+1 o /(x—|—1)2 v n e+ H—x—|—1+C

Ejecicio 5. Calcular las siguientes integrales:

(a) /xsenxdx (b) /Ei:f;dx

Solucion:

(a) Por partes:

U= du = dzx
dv=senzdr v=—cosz
se obtiene:

/xsenx dz = —xcosx—!—/cosm dr = —xcosx +senzx + C

(b) Efectuando la divisién:

2% + 2z 1 (x+ 1)1 1
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Ejecicio 6. Calcular las siguientes integrales:

(a) /Mdm (b) /\/ﬁdx

Solucion:

5
3

(a) /mdx:/(fo)gdx:@JrC

3

T
arsen — + C

(b)/ﬁdm:/\/ﬁ: 2

2 2

Ejecicio 7. Dadas las funciones f(x) = 2x — 2* y g(z) = x® — x — 2, encontrar el valor del drea

comprendida entre ellas.
Solucién:
Los limites de la integral son los puntos de interseccién de las curvas. Resolvemos el sistema
=2z — 22 1
4 9 == rx=.-, =2
y=xa°—x—2 2

Para calcular el area, integramos la diferencia de las dos funciones entre estos valores:

2 3 2 2
2 12
/ (2x2 -3z —2)dz = {m _3 2;5] — _125

1
2

125

El drea es S

Ejecicio 8. Calcular el drea del recinto limitado por la curva y = 2z — 2, el eje de abscisas y las rectas
x = —1 yx = 1. Representar grdficamente el recinto.

Solucion:

La representacion grafica del recinto es la siguiente:

z=-1 Y

y=—a?+ 2z
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Puesto que la curva corta al eje de abscisas en el interior del intervalo [—1, 1], serd preciso calcular por
separado las dos areas:

0 2 310
2x T 1 4
2 — 2 de = | = — = =0—-(1+=-)=—=
/—1(:[ =) de [2 3]_1 <+3> 3

Entonces, la superficie total es:

4 2
S=-4=2
373
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5. Examen global de calculo

Ejercicio 1. Dada la funcion:

se pide:

(a) Hallar la ecuacidn de la recta tangente a la grdfica de f(x) en x = 0.
1
(b) Calcular/ zf(x) dz.
0

Solucion:

(a) La ordenada del punto de abscisa xo = 0 es yo = 0.

La derivada de la funcién es:

2+1—-2z-¢ —z2+1

Jw) = @2+1)?2 22+

La pendiente de la tangente en el punto de abscisa xp = 0 es m = 1. En consecuencia, la ecuacion
de la recta tangente en es punto es y = x.

(b) Efectuamos la divisién e integramos:

1 IQ 1 1 1
/7dx:/ 1—-—— ) do=|z— artgz| =1-—
0o 22 +1 0 22 +1 0

e~

Ejercicio 2. Dada la funcion:
1
x)=—
fl) =~

se pide:
(a) Hallar la ecuacion de la recta tangente a su grdfica en el punto (a, f(a)) para a > 0.

(b) Hallar los puntos de corte de la recta tangente hallada en el apartado anterior con los dos ejes
coordenados.

(¢) Hallar el valor de a > 0 que hace que la distancia entre los dos puntos hallados sea minima.

Solucion:

(a) La ordenada del punto de abscisa zo = 0 es yg = %

La derivad de la funcion es

1
() —
f(@) = )
de modo que la pendiente de la tangente en el punto de abscisa xg = a es
1
m=—-—
a2

La ecuacién de la recta tangente es:

1 1 9
y—fz——Q([L‘—a); r4+a'y—2a=0
a a
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(b) El punto de interseccién de la tangente con el eje de abscisas es:

*y—2a=0
{mJ“ay @ . A(2a,0)

y=0

y con el eje de ordenadas:

2y —2a =0 2
x4 a*y —2a ; 4 (07 )
z=0 a
(¢) La distancia entre los dos puntos cumple que:
4 1
d2=4a2+2=4<a2—|—2)
a a
Tgualando a cero la derivada respecto de a y no teniendo en cuenta la solucién negativa:

2
20-—==0 = a=1
a

Ejercicio 3. Dada la funcién f(x) = x%senz, se pide:

(a) Determinar justificando la respuesta si la ecuacidn f(x) = 0 tiene alguna solucidn en el intervalo
abierto (g,ﬂ').

(b) Calcular la integral de f en el intervalo [0, ].
(¢) Obtener la ecuacion de la recta normal a la grdfica de y = f(x) en el punto (w, f(n)).

Solucion:

(a) No tiene ninguna solucién puesto que en ese intervalo (segundo cuadrante) ambos factores son
distintos de cero.

(b) Integramos por partes dos veces:

u = x> du = 2x dx u==x du = dz
dv=senzdxr v=—cosz dv=coszxdr v=-senz
0y r ™ ™
/ 22senz dz = —xzcosx} +2/ xcosz dx
0 L 0 0

= | — .’£2 COSs CL':| +2 <|:£C sen $:| — / senx CLTC)
L 0 0 0

r T
= —x2cosx+2xsenx+2cosm]

0
=r2—-2-92=rx2-14

(¢) La ordenada del punto de tangencia es f(7) = 0. Para calcular la pendiente de la tangente derivamos
la funcién:

f'(z) =2xsenz + 2 cos x
La pendiente de la tangente es:

m= f'(r) = —x?



5 EXAMEN GLOBAL DE CALCULO

y la pendiente de la normal:

La ecuacion de la normal es:

1
y:;(x—ﬂ)

Ejercicio 4. Dada la funcién f(x) = cos® z, se pide:
(a) Calcular los extremos relativos de f en el intervalo (—m, 7).
(b) Calcular los puntos de inflexion de [ en el intervalo (—m, ).
(¢) Hallar la primitiva g(x) de f(x) tal que g(mw/4) = 0.
Solucién:
(a) Calculamos los ceros de la derivada:

fl(z) =2coszsenz =0 = :z::fg, z =0, r="1

El signo de la derivada esta dado en el siguiente esquema:

0 0 0
o - g -
{ { {
T s
3 0 2
Hay un minimo relativo en x = 0 y méximos relativos es x = -3 y = =

(b) Calculamos los ceros de la derivada segunda:

2

f"(x) = 2(cos®z —sen’z) = 2(2cos’r — 1) =0 = 2= T o=+

Calculamos el signo de la derivada segunda:

0 0 0 0
AN S N S I SR 5
{ { { {
_3n _m ™ 3m
4 4 1 1
Hay puntos de inflexién en x = +7 y en x = i%’r.
(¢) Calculamos la integral:
9 1 1 1
cos xdxzi (1 + cos2x) dx:§ x+§sen2a: +C

Esta funcién se debe anular en x = 7 de modo que

1/ 1
02(4+2>+C - C=-—

1
4

| 3

La funcion es:

1 1 1
g(x)zi <x+2sen2x> _g_i
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Ejercicio 5. La aceleracion de un automdvil en m s—2 estd dada por

a 60 — v)

1
=0 (
donde v es la velocidad en m s~'. Si el coche parte del reposo:

(a) Calcular la velocidad en funcion del tiempo
(b) Calcular el valor de la velocidad al cabo de 30 s

Solucion:
dv 1 dv 1
—_ = — = —dt
- 00 = G D
Integrando

1 : : ,
—In(60 —v) = Et—&—C’ — 60-v=e 1 “=Ke® = p=060—Ke %
donde hemos llamado K = e~¢. Cuando t = 0 la velocidad es 0. Entonces, debe ser K = 60 y tenemos
v = 60 (1 — 674%’>

Cuando t = 30 la velocidad es aproximadamente igual a 31,7 m s~ ".

Ejercicio 6. La funcion de densidad de probabilidad de una variable aleatoria continua X viene dada
por:

1222%(1 — ) para0 <z <1
f(x) =

0 en los demads casos

Hallar la probabilidad de que X se encuentre entre la media y la moda.
Solucién:

Calculamos en primer lugar la media de la distribucién:
1 b
T = / 122%(1 — ) doz = 0,6
0

La moda es el maximo de la funcion de distribucion:

2
fl(x) =24 — 3622 = 122(2 - 32) =0 = = 3

La probabilidad que nos piden es igual a

2
p <0,6 <X< 3> =0,117
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6. Matrices y determinantes (grupo W)

Ejercicio 1. Calcular el siguiente determinante:

3 2 3 2
2 -1 -3 0
4 3 5 3
1 -1 -2 0

Solucion:

Poniendo ceros en la cuarta fila:

3 2 3 2 35 9 2 5 9 92 5 4 9
2 -1 -3 0 2 1 1 0
= =—1J1 1 0/=—=(1 0 0/=0
4 3 5 3 4 7 13 3 7 13 3 7 6 3
1 -1 -2 0 1 0 0 O
Ejercicio 2. Calcular el rango de la siguiente matriz:
2 -1 4 2 -1
-1 2 -4 0 3
1 0 3 3 0
2 -1 3 5 2
indicando las transformaciones que se hacen.
Solucion:
Intercambiamos las dos primeras columnas:
2 -1 4 2 -1 -1 2 4 2 -1
— 2 -4 0 3| -1 -4 0 3
ROl 1 9 3 3 o | 1o 1 3 3 0
2 -1 3 5 2 -1 2 3 5 2
Ponemos ceros en la primera columna:
-1 2 4 2 -1 -1 2 4 2 -1
_ 0 3 4 4 1] 0o 1 3 3 0 4
Tl g 1 03 3 o | T Lo 0 -5 -5 1 |"
0 0 -1 3 3 0 0 -1 3 3

Puesto que el determinante formado por las cuatro primeras columnas es claramente distinto de cero.

Ejercicio 3. Dada la matriz:

2 1 —a
M= 1{2a 1 -1
2 a 1

(a) Determinar el rango de M segun los valores del pardmetro a.

(b) Determinar para qué valores de a existe la matriz inversa de M. Calcular dicha matriz inversa para
a=2.
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Solucion:

(a) Calculamos el determinante de la matriz:

2 1 —a 1 1 —a
2 1 —1/=2la 1 —1|=2a(l —d?
2 a 1 1 a 1

El determinante se anula para a = 0y a = +1. Pueden darse los siguientes casos:
(1) @ #0, a # £1. La matriz 3.
(1) a = 0. En este caso:

2 1 0
rango |0 1 —-1] =2
2 0 1

(11) Puede verse que para a = %1 el rango también es 2.

(b) La matriz tiene inversa para todos los valores de a excepto para a =0y a = £1.

Para a = 2 el determinante de la matriz es —12. Ademaés:

2 1 -2 3 6 6
A=[4 1 -1]: adjaA=[-5 6 -2
2 2 1 1 -6 -2

La matriz inversa es:

(3 51
A7l = |6 6 6
6 -2 —2

Ejercicio 4. Se considera el sistema de ecuaciones:

(m+2)x+(m—-1)y—z=3
mr—y+z=2
z+my—z=1

Se pide:

(a) Discutirlo para los distintos valores de m.

(b) Resolverlo para m = 1.
Solucién:
(a) Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

m+2 m-1 -1 2 m =2 1 0 -1 1 0 -1

m -1 lj=m -1 1|=m -1 1|=/m -1 1|=-m(m+1)
1 m -1 1 m -1 1 m -1 0 m O
El determinante se anula para m = 0 y m = —1. Pueden darse los siguientes casos:

(1) m #0y m # —1. El rango de las matrices es 3. El sistema es compatible determinado.

(1) m = 0. El rango de la matriz ampliada es:

2 -1 -1 3 2 -1 3 1 -2 3
rango ([0 -1 1 2| =rango |0 -1 2] =rango |0 -3 &5 | =3
1 -1 -1 1 1 -1 1 0o 1 =2

La matriz de coeficientes tiene rango 2. El sistema es incompatible.
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(1) m = —1. Como en el caso anterior:
3 0 -1 3 3 0 3 1 -2 3
rango (1 -1 1 2| =rango |1 -1 2] =rango |0 -3 5 | =3
1 1 -1 1 1 1 1 0 1 =2

Como en el caso anterior, la matriz de coeficientes tiene rango 2 y el sistema es incompatible.

(b) El sistema es compatible determinado. Resolviendo se obtiene z = %, y=1, 2= %

Ejercicio 5.

(a) Sea M una matriz cuadrada de orden 2. ;Se puede asegurar que det M? = (det M)2?. Justifica la
respuesta.

(b) Encontrar todas las matrices cuadradas M de orden 2 que verifican det (M + I) = det M + det I.
Solucién:
(a) Si, porque el determinante del producto de dos matrices es igual al producto de los determinantes:

|M?| = [MM]| = [M||M] = |M[?

(b) Debe cumplirse que:

z+1 y | _ Ty
z t+ 1‘ Tz t‘ +1
Desarrollando:

(z+Dt+1)—yz=at—yz+1
zt+zr+t+1l=axt+1
r+t=0

Deben ser matrices de la forma:

£ )

7. Matrices y determinantes (grupo Z)

Ejercicio 1. Calcular el siguiente determinante:

2 3 1 1

3 0 -1 1

1 -1 -1 2

2 3 1 2
Solucion:

Ponemos ceros en la tercera columnas:

2 3 1 1] |2 3 1 1
3.0 -1 1_5302_?3(1)_1
L1 1273203 |35 o
2 3 1 2 0001
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Ejercicio 2. Dadas las matrices:

b 0
A= c 0
0 1

[enll VRN
[ew RN BN \V]

0
0 B =
1

o0 Q

(a) Encontrar las condiciones que deben cumplir a, b y ¢ para que se verifique AB = BA.
(b) Paraa=0b=c=1 calcular B'°.
Solucién:

(a) Puesto que AB = BA:

o0 o
_= o O
O N Ot
S O
_ O O

0 a b 0
0 c ¢ 0] =
1 0 0 1

oo e

Efectuando los productos resulta:

5a + 2¢ = 5a + 2b
5b 4+ 2¢ = 2a + 5b
2a + 5c = bc + 2c¢
2b + 5¢ = 2¢ + 5¢

De aqui se obtiene a = b = ¢. Las matrices que buscamos son de la forma:

o Q9
S Q2
_ o O

(b) Calculamos las potencias:

11 0\ /1 10 2 2 0
B’=BB=(1 1 0|1 1 0]l=1(2 2 0
00 1/\o 0 1 0 0 1
2 2 0\ /2 2 0 8 8 0
B*=B?B*2=1(2 2 0|2 2 ol=([8 8 0O
00 1/ \o 0 1 00 1
8 8 0\ /8 8 0 128 128 0
B¥=B*B*=18 8 0 880:128 1280
00 1/ \o 0 1
128 128 0\ /2 2 0 512 512 0
BY=pB%B%2[128 128 0] (2 2 0] =512 512 0©
0 0 1/\0 0 1 0 01

Ejercicio 3. Dado el sistema:

mr+2y =
3r—y =
rTry+z =

=33

(a) Estudiar su compatibilidad segin los valores de m.
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(b) Resolverlo para m = 0.

(¢) Sustitwir la tercera ecuacidn por otra de manera que el sistema resultante sea compatible indeter-
minado para cualquier valor de m.

Solucion:

(a) Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

m 2 0
3 -1 0|=—-m—6
1 1 0
El determinante se anula para m = —6. Pueden darse los siguientes casos:

(1) m # —6: el rango de las matrices es 3 y el sistema es compatible determinado.

(11) m = —6: calculamos los rangos:
-6 2 0 -6 -2 0 -6
rango | 3 -1 0 —6]=[-1 0 —-6] =3
1 1 1 4 1 1 4

El rango de la matriz de coeficientes es 2. El sistema es incompatible.
(11) La matriz del sistema es:
0 2 00
3 -1 0 0
1 1 1 4
Fécilmente se obtiene x =0, y =0, z = 4.

(1v) No es posible ya que para m = —6 el sistema es incompatible independientemente de la tercera
ecuacion, ya que las dos primeras ecuaciones son contradictorias.

Ejercicio 4. Estudiar el siguiente sistema homogéneo segun los valores del pardmetro a y resolverlo en
los casos en que sea posible:

r+y+3z = 0
2c+ay+3z = 0
3r+2y+6az = 0

Solucion:

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

11 3 11 1
2 a 3|/=3]2 a 1|=3(2a*+7-3a—2—14a)=3(2a>—-Ta+5)
3 3 6a 3 3 2a

El determinante se anula paraa =1y a = %:

(1) a#1l,a# g El rango de la matriz es 3. El sistema es compatible determinado y su tnica solucién
esla trivial x =y =2 = 0.

(11) a = 1. El rango de la matriz es 2. Buscamos dos ecuaciones independientes:

r+y+32=0
20 +y+32=0

Resolviendo obtenemos x =0, y = 3t, z = —t.
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(1) a = % El rango de la matriz también es igual a 2. Procediendo como en el caso anterior:
z+y+3z2=0

5
2x+§y+3z:0

Resolviendo se obtiene ©z = —9¢, y = 6¢, z = t.

Ejercicio 5.
(a) Hallar razonadamente los valores del pardmetro p para los que la matriz A tiene inversa:

P 0 0
A=1[1 p+1 1

(b) Hallar la inversa para p = 2.
Solucién:

(a) Calculamos el determinante:

L p+1 1 |=pp+1)(p-1)

La matriz tiene inversa para todos los valores de p excepto parap =0, p=—1y p =1 que son los
que anulan el determinante.

(b) Para p = 2 el determinante es igual a 6. Calculamos la matriz adjunta:

2 00 3 0 =3
adj |1 3 1] =(0 2 0
1 01 0 -2 6

La inversa se obtiene trasponiendo esta matriz y dividiendo por el determinante:




8 GEOMETRIA. PERPENDICULARIDAD Y PARALELISMO. 33

8. Geometria. Perpendicularidad y paralelismo.

Ejercicio 1. Calcular el valor de m para que los puntos A(0,1,2), B(1,0,3), C(1,m,1) y D(m,—1,2m)
pertenezcan a un mismo plano.

Solucién:

Si los cuatro puntos son coplanarios, los vectores E , ﬁ y ﬁ son linealmente dependientes. Entonces:

1 1 m
-1 m-1 -2 =0
1 -1 2m — 2

Ponemos ceros en la primera columna y resulta:

L1 m m m—2 m 1
0 m m-2/=0 — =0 = (m-2) =0
-2 m-2 -2 1
0 -2 m-—2
desarrollando

(m—-2)(m+2)=0 = m=2, m=-2

Ejercicio 2. Calcular las ecuaciones paramétricas y la ecuacion en forma continua de la recta de ecua-
ciones implicitas:

3r—y—z—1=0
r:
r+y—2—3=0

Solucion:

El vector director de la recta es:

73 1 2 1
7 -1 1|=(2]=2|1
k-1 -1 4 2

Obtenemos un punto de la recta dando valores. Para = = 0:

y—z—1=
y—z 0 == y=1 z=-2
y—2z—3=0

El punto es P(0, 1, —2). La ecuacién de la recta es:

y=1+t o 3 : 5
z=—-2472t

Ejercicio 3. Calcular la ecuacion de la recta paralela a:

z+y—2+3=0
2c+3y—2+7=0

por el punto P(0,1,2).

Solucion:
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El vector director de la recta es:

ENTRTIE
—
w
Il
|
—

La ecuacion de la recta es:

x =2t
y=1-1
z=241

Ejercicio 4. Dados el plano m =x+ 3y — z =1 y la recta

_r+2 y-1 =z

6 2 1

hallar la ecuacidon general del plano ©' que contiene a r y es perpendicular a 7.

Solucion:

34

El vector director de la recta y el vector normal al plano que nos dan son vectores directores del plano

que buscamos. Su ecuacion es:

x+2 6 1

y—1 2 3|=0 = —Hz+2)+T7(y—1)—16z2=0

z 1 -1

Haciendo operaciones la ecuacién resulta —5x + Ty — 162z — 17 = 0.

Ejercicio 5. Calcular la ecuacion del plano que contiene a la recta:

2 —y+2—-1=0
r+y—2—3=0

y pasa por el punto P(1,3,—1).

Solucién:

El haz de planos que contiene a la recta dada es:
a2z —y+z—-1)+px+y—2-3)=0

Si debe contener el punto P(1,3,—1):

a2-3-1-1)+B81+3+1-3)=0 = —3a+28=0

Paraa=2y f=3:

22z —y+2z-1)+3zx+y—2-3)=0 = Tr4+y—2z—-11=0

Ejercicio 6. Calcular la ecuacion de la recta paralela a los planos:

m:2x+y—2—3=0; 7 x+y+22—1=0
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que pasa por el punto P(—1,2,0).
Solucién:

Los vectores normales a los dos planos son perpendiculares a la recta. El vector director de la recta es:

72 1 3
7 1 1|l=1[-5
k-1 2 1

La ecuacion de la recta es:
r=—143t
y=2->5t
z=1

Ejercicio 7. Calcular la ecuacion general del plano que contiene al punto P(1,—2,1) y al eje OY .
Solucién:

Podemos tomar como vectores directores del plano el vector director del eje OY y el vector OP y como
punto del plano el origen de coordenadas. Asi:

z 0 1
y 1 -2|=0 = z—-2=0
z 0 1

Ejercicio 8. Dadas las rectas:

y—1 z+1 {y—i—z:?)
r=r=>"—= ; s =

2 _1 ’ 2[1: —_ = 2
se pide hallar la ecuacion del plano © que contiene ar ¥y S.
Solucién:

Tomando y como parametro la ecuacién de la recta s puede escribirse como:

mzl—&—%t r=1+X
y=t o bien y =2\
z=3—1 z=3-—2\

Comprobemos que las dos rectas se cortan. Un punto de la primera recta es P(0,1,—1) y un punto de la
segunda recta es Q(1,0,3). Comprobemos que las rectas se cortan:

1 1 1 1 1 0
~1 2 2|=|-1 2 0]#£0
4 -1 -2 4 -1 -1

Las rectas se cruzan y el problema no tiene solucién.

9. Geometria

Ejercicio 1. Sean las rectas:

xr+1 y—2 z
T = = — S . =
-2 2 —4 3 1 1

z—2 y+1 2z+2
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1. Hallar la ecuacion de la recta t que pasa por el origen y corta a las dos rectas anteriores.

2. Hallar la recta perpendicular comiun a las rectas r y s.

Solucion:

(a) Plano que pasa por el origen y contiene a la recta r:

r —1 -1
y 1 2|1=0; dr+2y—2=0
z 1 =2

Plano que pasa por el origen y contiene a la recta s:

z 3 2
y 1 —11=0; —x+8y—5z=0
z 1 =2

La solucion, si existe, es la recta interseccién de los dos planos anteriores:

dr+2y—2=0
—x+8y—5z=0

(b) Calculamos el vector director de la perpendicular comun:

7 —1 3 3
7 1 1]=|-5
E -2 1 4

El plano que contiene a la recta r y a la perpendicular comun es:

r+1 -1 3
y—2 1 =5/=0; —T7r—=3y+z2z+3=0
z -2 —4

El plano que contiene a la recta s y a la perpendicular comtn es:

r—2 3 3
y+1 1 —-5/=0; r+5y—182—-23=0
z4+2 1 —4

La perpendicular comun es la interseccion de estos dos planos:

-7z —-5y+z2+3=0
r+5y—182—-23=0

Ejercicio 2. Dados los puntos A(2,—2,1), B(0,1,-2), C(-2,0,—-4), D(2,-6,2), se pide:

(a) Probar que el cuadrildtero ABCD es un trapecio (tiene dos lados paralelos) y hallar la distancia
entre los dos lados paralelos.

(b) Hallar el drea del tridngulo ABC.
Solucién:
(a) Calculamos los vectores AB y CD:
-2 4

AB=1|31|;; Cbh=|[-6
-3 6
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y vemos que son paralelos y de distinto médulo. Por consiguiente, el cuadrilatero es un trapecio.
La distancia entre estos lados puede calcularse como distancia de un punto a una recta

e |AB x AC|
|AB|

Calculamos es producto vectorial:

7 -2 —4 -9
ABx AC=|7 3 2|=|2
k. -3 -5 8
La distancia es:
L, V149
V22
(b) El area del tridngulo es:
1 - - 149

Ejercicio 3. Dados los puntos Pi(1,3,—1), Py(a,2,0), P3(1,5,4) y P4(2,0,2), se pide:

(a) Hallar el valor de a para que los cuatro puntos estén en el mismo plano.
(b) Hallar el valor de a para que el tetraedro con vértices Py, Pa, Py y Py tenga volumen igual a 7.

(¢) Hallar la ecuacion del plano cuyos puntos equidistan de Py y de Ps.
Solucién:

(a) El producto mixto de AB, AC y AD debe ser cero:

a—1 0 1
~1 2 -3]=0 = 21a—-28=0; a=-
1 5 3

(b) Un seto del médulo del producto mixto que acabamos de calcular debe ser igual a 7:

1
g(2la—28) ==T;  2la-28=+42

_ 10 __2
y, entonces, a = 3 0o a = —3

(¢) Es el plano mediador de los dos puntos:

(—124+@w-32%++1)2=(z-12+(y -5+ (z — 4)?
4y +10z—31=0
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Ejercicio 4. Dado el planom =x+y+ 2 =0, y la recta r = ‘”T_l =%= Z'QH, se pide:

(a) Calcular el punto @ en que se cortan el plano w y la recta r.

(b) Encontrar un plano 7', paralelo a 7, tal que el punto Q' en el que se cortan el plano 7' y la recta r
esté a distancia 2 del punto Q hallado en el apartado anterior.

Solucion:

(a) El punto de corte es la solucién del sistema:

z+y+2=0
z=1+2A

y =2\
z=—142A

que da el punto (1,0,—1).
(b) El dngulo de la recta y el plano es:
1-14+1-241-2 5
VItitivitdtd 3v3
La distancia entre el plano que nos dan y el que buscamos z +y + 2z + D = 0 es:
d=2senp = 10

3V3

sen p =

Entonces:

10 |D| 10
— - = p=4+-
3v3 V3 3

Los planos son

10 10
x—i—y—i—z—f—?:() y :E—f—y—i—z—?:()

Ejercicio 5. Dado el punto P(2,1,—1), determine el punto simétrico de P respecto al plano que pasa
por los puntos A(0,2,—1), B(1,-3,0) y C(2,1,1).

Solucion:

Calculamos la ecuacién del plano ABC"

z 1 2
y—2 =5 —-1/=0; —x+z2z+1=0
z+1 1 2

La recta perpendicular a este plano por el puno que nos dan es:

r=2-—A
y=1
z=—1+A

Y la interseccién de esta recta con el plano es la solucién del sistema

—x+z+1=0
r=2-—A\
y=1

z=—14+A
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que da el punto Q(1, 1,0).

Este punto es punto medio entre P y su simétrico. Por tanto:

242 171—+-y’. O*_1+Z/

1
2 2 2

Y asi obtenemos que el simétrico es (0,1, 1).

39
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10. Geometria

Ejercicio 1. Hallar los puntos de la recta

71_96—3_y—5_z—f—1
1 1 A

cuya distancia ol plano w: 2x —y+ 224+ 1=0 es igual a 1.
Solucién:
Calculamos los planos paralelos a 7 a distancia 1. Estos planos tienen por ecuacion 2z —y+2z+D =0y

|D —1|
VA+1+4

Los planos son 2z —y+2z+4 =0y 2z —y+ 2z — 2 = 0. La interseccion de la recta con estos planos nos
da los puntos que nos piden:

=1; D-1=43

20 —y+224+4=0

z=3+2 . 6+20—5-A-2-24+4=0 — A=3
y=5+A
z=-1-X

y tenemos el punto A(6, 8, —4).

El otro punto es la solucién del sistema:

20 —y+22—-2=0

T=34+ A : 64+22—-5—-A—-2-22—-2=0 = N=-3
y=5+ A
z=—1-X

El punto es B(0,2,2).

Ejercicio 2. Un plano corta a los ejes de coordenadas en los puntos A(1,0,0), B(0,A,0), C(0,0,4), se
pide:

(a) Hallar el valor de A > 0 de manera que el volumen del tetraedro OABC' (donde O es el origen) sea
2.

(b) Para el valor de A obtenido en el apartado anterior, calcular la longitud de la altura del tetraedro
OABC correspondiente al vértice O.

Solucion:

(a) Puesto que el volumen es 2:
1) - - -
V= G 0OA,0B,0C| =2

Entonces:

1
0 =4\ = =£12
0

o > O
- O O

Como A > 0 la unica solucién valida es A = 3.



10 GEOMETRIA 41

(b) La ecuacién del plano ABC es:

r—1 -1 -1
Y 3 0|=0; 122 4+4y+32—-12=0
z 0 4

La distancia al origen que es la altura del tetraedro es:

12 12

Jidd 11419 13

Ejercicio 3. Dados el plano:

m=x+y+z=1

y la recta:
r—1 y+1 z
r= == —
2 3 —4
se pide:

(a) Hallar el punto P determinado por la interseccion de r con .

(b) Hallar un plano w2 paralelo a m y tal que el segmento de la recta v comprendido entre los planosm
y w2 tenga una longitud de /29 unidades.

Solucion:

(a) El punto de corte es la solucién del sistema:

r+y+z=1
=142
z=1+2A . 142143\ —4r=1
y=—14+3\
z=—4A

que da el punto (3,2, —4).
(b) El dngulo de la recta y el plano es:

1-241-341-(—4) 1
sen p = =

V3v29 V3v/29

La distancia entre los planos debe ser:

1
d=+V29senp = —
V3

Los planos paralelos que buscamos tienen por ecuacién ¢ + y + z + D = 0. Para que su distancia
sea %:

D+1] 1
V3 V3

con lo que obtenemos D =0y D = —2.

Los planos que nos pidenson t4+y+2=0yx+y+2—2=0.
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Ejercicio 4. Dada la recta:

x—1 y

r

z
1 -1 1

yelplanon: x+y—2z+1=0, hallar la ecuacion de la recta s simétrica de la recta r respecto del plano
.

Solucion:

El punto de interseccién de la recta y el plano, si existe, pertenece a la recta simétrica. Calculamos este
punto como la solucién del sistema:s:

r+y—224+1=0

-1
z=1+A C 14+ A—A—20+1=0 = =1
y=-A
zZ=A

El punto de interseccién es A(2,—1,1).

El punto P(1,0,0) pertenece a la recta. Vamos a calcular su simétrico respecto al plano. Calculamos la
interseccién del plano con la recta perpendicular por P:

r+y—2z4+1=0

r=14A C 1A AN+ LI =0 = A=-=
y=2A 3
z=—2\

El punto de interseccién es Q (2, —1%,2). Este punto es punto medio entre P y su simétrico P’:

A

2 104y,

2 042

3 2 3 2 3 2

El simétrico es P’ (%, —%, %)

Calculamos ahora la recta AP’:
AP = L | ; 3AP = | 1
La recta simétrica es:

x—2 y+1 z-1
-5 1 1

Ejercicio 5. Determinar la posicion relativa de las rectas:

Loatd _y-T_ = {x—|—2y—5z—5:0

-3 4 1 204+y+2:—4=0
Solucion:
El vector director de la primera recta es:

-3
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El vector director de la segunda recta es:

71 2 9
v=17 2 1|=1-12
k -5 2 -3
Puesto que ¥ = —34, las dos rectas tienen la misma direccién. El punto P(—4,7,0) pertenece a la primera

recta pero no a la segunda. Las rectas son paralelas no coincidentes.




