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1 LIMITES Y DERIVADAS (1)

1. Limites y derivadas (1)

Ejercicio 1. Derivar las siguientes funciones

(@ v=2 (b) y =627

(¢) y=Va? (d) y = 3e®

(e) y=e* +3e% —2 (f) y=sen®z

(9) y=rcotgx (h) y = 3e2cos’

(1) y= ajfx () y= (322 —1)In(1 — 2)
Solucién:

1) y=;12 y’—72x*3:7§3

(
(
— Y2 _2. -+ _ 2
(3) y= Va2 Yy =iz S =33
(4) y=3e” ! = 3e”
(5) y=e>® +3e -2  y =e?® .24 3¢
(6) y=sen®z y' =2senz - cosz
— / 1
(1) y=cotgzx ¢ =— 52
(8) y = 3e2cos’ = y' =3e2°05"% . 2. 2cosx - (—senx)
©) y= artg x ;L 71_,'_1.22 -x? — 2z artgx
y= 22 Yy = o

(10) y= (322 —)In(l—2) y =6zn(l—2)— 1 (322 1)

AdAA

Ejercicio 2. Calcular los siguientes limites:

2—+V1+=x o ox2—2x—4 B 2sen? x B T+ 2 2
—_—; lim ———; lim ———; lim
a—=2 224+ 2 —6 t=0 1 —coszx o0 \ T —3

lim
z—3 xr—3

Solucion:

2-Vitz o, 2-VIiFtz)2+VI+a)

lim = lim

t—>3 -3 z=3  (z—-3)2+V1I+z)

4—-(1+=x)
= lim
z—=3 (x —3)(2+V1+z)
. 3—x
= lim
z—=3 (x —3)(2+V1+z)
1i -1
= lim ———
z—=32++/1+=x
1
4
L x2—2c—4 —4
lim = =
-2 22+ —6 0
, 2sen? z 222
llm = lim =
z—=0 1 —cosz z—0 %$2



1 LIMITES Y DERIVADAS (1) 3
2z z
lim (m—i—?) = lim e(mtéil)%c
T —00 r—3 T—00
(z+2—2+3)2z
= Jim o
10x
= ]i}moo e =
— 10
LY YYS
T
Ejercicio 3. La curva y = ——— tiene en £ = —3 una tangente cuya ecuacion es 5x + by = a. Calcular
j V= g y Y
ayb.
Solucion:

En el punto de tangencia la curva y la tangente tienen la misma ordenada y la misma derivada.

El punto de tangencia es:

-3 _ 3
Yo = 73 2

El punto de tangencia es P (—3, —%)

La derivada de la funcién es:

e — -1
y/zl' l_w_g/ilfz'xz 2(l—=z) 4z _ 2—z
11—z 20l —2)vV1—2 2(1—2z)V1I—=x
La pendiente de la recta es la derivada en x = —3:
5 5
m = = —
2-4-2 16
La ecuacion de la tangente es:
3 5
y+§:1—6(33+3); 16y +24 = 5x + 15 50— 16y =9

Entonces b= —-16 y a = 9.

AMAA

Ejercicio 4.

(a) Calcular la ecuacién de la normal a y = e2*

en el punto z = a.

(b) A partir del resultado anterior calcular la ecuacién de la normal a y = €2* que pasa por el origen.

Solucion:

(a) La pendiente de la normal es:

y/ —_ 2623:
-1
m= 2e2a

El punto de tangencia es (a, 62“). Entonces, la ecuacién de la normal es:

1
y—eQa:—Qeza(a:—a)

(b) Si esta recta ha de pasar por el origen de coordenadas:

1
2a _ _ _ _ o da _ . —4da __
—et = 7232“( a) = 2e** =a; a—+2e =0
El valor de a hay que calcularlo con ayuda de la calculadora y resulta a ~ —0,401. Una vez obtenido, la pendiente
de la normal es m = 726% y la normal que pasa por el origen es y = maz. Operando con la calculadora resulta
m ~ —1,12 y la ecuacién de la normal y = —1,12z.

AMAA
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Ejercicio 5. Obtener y clasificar los puntos de discontinuidad de la funcién:

(@) 222 — 5z — 3
r=-—-
2 —x—6
Solucion:
Los puntos de discontinuidad son x = —2 y = 3 que anulan el denominador. Para ver el tipo de discontinuidad hacemos

los limites:

222 — 52 —3 15

Im ————— = — =
-2 2 —x—6 0
. 222 -5 -3 ., (z—-3)(2z+1) L 241 7
lim ——— = lim = lim = —
z—3 22—z —6 z=3 (z—3)(z+2) z—3 4+ 2 5
En x = —2 hay un salto infinito y en z = 3 hay una discontinuidad evitable.

ANAA

Ejercicio 6. Aplicar el teorema de Bolzano para demostrar que la ecuacién = + Inx = 2 tiene solucién.

Solucién:

El problema es equivalente a demostrar que la funcién:
Fx)=z+1Inz—2

se anula para algin valor de x.

F(x) es continua en [1,2]
F(1)=14+In1-2<0 Por el teorema de Bolzano 3c € (1,2) | F(c) =0
F(2)=2+In2-2>0

Entonces ¢ es una solucién de la ecuacion.

ANAA

2
s . z°+ 5z +3
Ejercicio 7. Calcular las asintotas de la curva y = “Yr2
x
Solucién:
La recta x = —2 es asintota vertical porque:
; 22 +5x+3
Im —— =
T——2 x4+ 2
No hay asintota horizontal porque:
R z2 452+ 3
lm —— =
T—00 x+ 2
Calculemos la asintota oblicua:
, 1 z2452+3 , x?
m=lm - —— = 1lim — =1
r—00 x+ 2 T—r00 x2
) 2 +5x+3 , 22 +5x+3—a2 -2 ; 3x
b= lim — —z | = lim = lim — =3
T z+2 T—00 T+ 2 00

La asintota oblicua es y = x + 3.

AdAA

$2

x+3

Ejercicio 8. Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) =



2 LIMITES Y DERIVADAS (2)

Solucién:
Calculamos la derivada y dibujamos el diagrama de signos:

_2z(z+3)—2? 22 +6z

I (@)

(z+3)?2 (z+3)?
El numerador se anula en = —6 y x = 0. El denominador se anula en x = —3:
0 0
I S T
{ { {
* -6 -3 0
La funcién es creciente en (—oo, —6) U (0, 00).
Es decreciente en (—6,—3) U (—3,0).
Hay un méaximo relativo en z = —6 y un minimo en = = 0.
AAAA
2. Limites y derivadas (2)
Ejercicio 1. Derivar las siguientes funciones
— 2 1
(a) y= 3z +1) (b) y=~—
x
(¢) y=cosx artgx (d) y=3Inz
(e) y=3e>*! (f) y=3"
(g9) y= arsenz + arcosz (h) y = 4cos?2x
(Z) _ 3—a? ’ (]) y:ea%?
V=552

Solucion:

O v=gm V==
Y= Yy =—5z 3 =———F—
Va2 3 3z V2?2
(c) y=cosz artgz y' = —senzartgz + 1+112 cos®
(d) y=3Inz y =3
(e) y=3e2+1 g =32l 2
(f) y=3* ¢ =3%In3
- ;o -1 _
(g) y= arsenz + arcosz v="7—" Vi-a? =0

(h) y =4cos3 2z y' =4-3cos? 2z - (—sen2zx) -2
2

L (3-a%\° /g (3=2? —2a(34a%)—22(3—a?)
(i) y= 3+ 22 v = <3+1‘2> : (3+a2)?
Yy =e

1

e 1
() y=e=? =22

23

ANAA
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Ejercicio 2. Calcular los siguientes limites:

3 ., T+Inzx , 2tgx B 1
lim (e* — z%); lim ———; lim 7g2x; lim (3 — 22) 71
T—00 z—oo 12+ 1 z—0 1 —e z—1
Solucién:
mlgrgo (e® —23) =00 porque e® > 23
z+1Inz
Jim_ T:Jr N =0 porque 22 >z + Inx
2t 2
lim 8% _ lim ro_ -1
z—=0 1 —e2%  2-0 —2z
1 1
lim (3 — 2z)2-1 = lim eB22 "Dz
z—1 z—1
2—2x
= lim e =-1
rz—1

ANAA

Ejercicio 3. Calcular el punto en el que la tangente a y = 22 + 42 — 1 en (1,5) corta de nuevo a la
curva.

Solucion:

La pendiente de la tangente es:
y' =6z2 +4
m=6-1+4=10
La recta tangente es:
y—5=10(z —1); y=10z —5

Las intersecciones de la curva y la tangente son las soluciones del sistemas:

; 203 + 42 —1=10z —5; 203 —6x+4=0

y=2z3+4z —1
y=10x — 5

Sabemos que una solucién es x = 1 (el punto de tangencia). Factorizamos:
(x —1)(22% + 2z —4) =0; 20z —1)(z> +x—-2)=0; 20 —1)%(xz+2)=0

La tangente corta de nuevo a la curva en (—2, —25).

AdAA

Ejercicio 4. Calcular los puntos de la curva y = 223 + 322 — 10z + 3 en los que la pendiente de la recta
tangente es igual a 2.

Solucion:

Si la pendiente de la tangente es 2, la derivada debe ser igual a 2:
622 + 60 — 10 =2 ; 622 +6x—12=0; 22 4+2-2=0

Asf{ obtenemos z = —2 y = 1. Los puntos son P;(—2,27) y P»(1,-3).

AMAA
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Ejercicio 5. Dada la funcién:

ar’+1 <2
€Tr) =
f(x) P R

calcular a para que f sea continua en z = 2.

Solucion:
Para que sea continua, los limites laterales deben ser iguales:
lim f(z)=4a+1
T—2"

lim f(z) =€ =1
r—2+

Por consiguiente debe ser da+1=1 = a=0

AdAA

Ejercicio 6. Demostrar que la ecuacion 2x = cos x tiene al menos una solucién.

Solucion:

El problema es equivalente a demostrar que la funcién F(z) = 2z — cos x se anula para algin valor de z.
F(x) es continua en [Og}
F0)=-1<0
F (g) =7>0

Entonces, por el teorema de Bolzano existe ¢ € (0, %) tal que F(c) = 0.

AANAA

Ejercicio 7. Calcular las asintotas de la funcién:

_ 23 -2z +1
A
Solucién
Las posibles asintotas verticales son ¢ = -1y = 1:
. oz —2z4+1 14241
lim = = 0
z——1 2 —1 0
La recta x = —1 es una asintota vertical.
L a3 —2r+1 L (-D(@2+z—1) L 24z —1 1
lim = lim =lim ——— ==
r—1 x2 -1 x—1 (a:—l)(a:+l) r—1 x+1 2

La recta x = 1 no es asintota vertical. En el punto £ = 1 hay una discontinuidad evitable.

La asintota oblicua es y = x ya que:

x3—2x+1_1‘2+x—1_ 1

x2 -1 z+1 - z+1
LYY Y

Ejercicio 8. Se considera la funcién f(z) = 223 — 322 — 362 + 7. Calcular los intervalos de crecimiento
y decrecimiento y los extremos locales.

Solucion:

Calculamos la derivada:
f(x) = 622 — 62 — 36 = 6(x2 —x —6) = 6(z 4+ 2)(x — 3)

El diagrama de signos es:
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0 0
f'(z) + | — | +
" { {
-2 3
la funcién es creciente en (—oo, —2) U (3, 00) y decreciente en (—2,3). Tiene un méximo en £ = —2 y un minimo en z = 3.
AAAA

3. Limites. Derivadas (3)

2x
-1

Ejercicio 1. Escribir las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y = que son paralelas a
x

2r4+y—1=0.

Solucion:

La pendiente de la recta tangente y, por consiguiente, la derivada de la funcién en el punto de tangencia debe ser igual a
—2. Entonces:
, 2z—1)—2z -2

= = =2 = (z-1%=1 = 21=0;22=2
v (z—1)2 (x—1)2 (@=1) ! ?

Los puntos de tangencia son (0,0) y (2,4). Las ecuaciones de las tangentes son:

y = —2x; y—4:—2(:ﬂ—2)

ANAA

Ejercicio 2. Determinar los valores de a, b y ¢ para que la funcion:
flz)=2® +az® +bx+c

pase por el origen de coordenadas, tenga un punto de inflexién en x = —1 y su recta tangente en z = 1
tenga pendiente 3.
Solucién:
Calculamos las dos primeras derivadas:
f(x) =322 +2ax+b
' (x) = 6z + 2a

Las condiciones que nos dan las podemos interpretar como:

f(0)=0
F(=1)=0
fry=3
de modo que tenemos el sistema:
0=c
—6+4+2a=0
34+2a+b=3
que tiene como soluciébn a =3, b= -6y ¢=0.

ANAA
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Ejercicio 3. Dada la funcién

3r+ A r<3

F@ =\ 4 10e—a? 253

se pide:

(a) Hallar el valor de A para que f(z) sea continua.

(b) Estudiar la derivabilidad para ese valor de A.
Solucién:

(a) La funcién es continua para = # 3. Para z = 3 deben coincidir los limites laterales:
lim f(z)= lim Bz+A)=9+4+A
=37 r—3"

lim f(z) = lm (—44 10z — x?) =17
z—31 r—37
Para que sea continua debe ser A = 8. Para los demds valores de A hay un salto finito.
(b) Sea ahora

flz) = 3z +8 r<3
T l-4410z—-22 z>3

Para x # 3 la derivada es:

3 r <3
/ _
f(x)_{wzx z>3

Entonces:
f37)=3
f@Eh) =4

La funcién no es derivable en x = 3.

AAAA

Ejercicio 4. Utilizando los teoremas de Bolzano y Rolle, demostrar que las curvas y = cosx e y = \/x
se cortan en un dnico punto del intervalo (0, 7).

Solucion:

El problema es equivalente a demostrar que la funcién
F(z) =cosz — vz

se anula una sola vez en el intervalo (0, ).

La funcién F(z) es continua en [0, w]. Adem4s:
F(0)=1-0>0; F(r)=cosm—+ym=-1—+/7<0
Entonces, por el teorema de Bolzano, existe al menos un ¢ € (0, 7) tal que F(§) = 0.

La funcién F(z) es derivable en (0,7) y su derivada vale:

1
F'(z) = —senz — ﬁ < 0en (0,7)

Entonces, no puede haber dos ceros de la funcién porque, de acuerdo con el teorema de Rolle, entre los dos ceros deberia
haber un cero de la derivada y ya hemos visto que F’(z) no se anula en (0, ).

AAAA
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Ejercicio 5. Calcular los siguientes limites:
- 2
(a) 1im w (b) lim (COS x + x) Senw
z—0 xr —senzx z—0

Solucion:

(a) Es una indeterminacién del tipo %. Aplicamos ls regla de ’'Hopital:
, et —e T -2z ., eT4e T -2
Im —— =1lim ——
z—0 T —senz z—0 1 —cosx
et — e~
= lim ———
z—0 senx

., eT4e "
= lim —
z—0 cos

=2
(b) Es una indeterminacién 1°°. Aplicamos la aproximacién u? ~ e(*—1v:
3 2 i (cos zta—1)2 i (= senx+1)2 5
lim (cosz + z)senz = lim e~ senz = lim e cos= =e
z—0 x—0 z—0

ANAA

Ejercicio 6. Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcién f(z) = z (Inz)?

Solucion:

La derivada de la funcién es:

1
fi(z) = (Inz)? +2Inz- - -z=Inz(nz+2)
T
La derivada se anula en x = 1 y z = e~ 2. El signo de la derivada es:

La funcién es creciente en (0,e~2) U (1,00) y decreciente en (¢~2,1). Hay un méximo en & = ¢~2 y un minimo en z = 1.

ANAA

Ejercicio 7. Determinar los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de inflexién de la funcién

2
Y= pra
Solucion:

Calculamos la segunda derivada:
, 2xe® — e%x? 2z — 2

v = e2x = ex

, (2—2x)e” —e®(2x —x2) 22 —4x+2
y _

e2x er

La segunda derivada se anula en los puntos 2 — /2 y 2 4 v/2. El signo de la derivada es:

0 0

+ | - | +
N N
2 2

-~z
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La funcién es céncava en el intervalo (—oo,2 —1/2) U (2 + /2, 00) y convexa en (2 — v/2,2 4+ +/2). Los puntos . = 2 — /2 y
x = 2+ /2 son puntos de inflexién de la funcién.

AMAA

Ejercicio 8. Estudiar crecimiento y asintotas para representar graficamente la funcién:

_2x—1
y_ac—x2

Solucion:

La curva tiene dos asintotas verticales z = 0 y = = 1, y una asintota horizontal y = 0.

Calculamos la derivada de la funcién:
; 2r—2?)—(1—2x)(2x—1) 222 -2z+1
(z — x2)2 (z — x2)2

El numerador no se anula nunca, es facil ver que es siempre positivo. El signo de la derivada es:

—_ 1

La funcién es creciente en todo su dominio.

Con estos datos la gréfica es:

AdAA

4. Limites. Derivadas (4)

Ejercicio 1. Derivar las siguientes funciones:
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1 + senx (b) Yy = artg 1
:1 _ x
(@) y n\/ 1 —senx

(d) y=(1+32)

Solucién:
(a) Escribimos la funcién como:
1
y=3 (In(1 +senz) — In(1 —senx))

La derivada es:
, 1 cos T —Ccosx
Y "2 \1+4senz 1—senxzx

1 1
b) o = =
() y 1+%z< =

(c) v =5(22% — 322 + 2)*(622 — 62)
(d) Escribimos la funcién como

y= e~ In(1+3x)

La derivada es:

- 3
/ _ oz In(1+3z) In(1+ 3 )
Y ¢ ( n( 2) + 1+ 3z *

ANAA

Ejercicio 2. Obtener los méximos y minimos relativos y los puntos de inflexién de la funcién:

f(@) = @ (na)”
siendo Inz el logaritmo neperiano de .

Solucioén:
Calculamos las derivadas:
1
fi(z)=(nz)? +2Inz- - -z=Inz(nz+2)
T

1 1 21 2
f(x)==(Inz+2)+ ~lnz = 2nrt?
x x x

La primera derivada se anula en £ = e~ 2 y en = = 1. Su signo es:

Hay un méximo relativo en = e~2 y un minimo en z = 1.

La segunda derivada se anula en = e~ 1. Su signo es

S ——

Hay un punto de inflexién en z = e~ L.

ANAA

(c) y

(22% — 322 +2)°

12
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Ejercicio 3. Si la derivada de la funcién f(z) es:
f'(@) = (& —=1)*(z - 5)

obtener:

(a) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

13

(b) Los valores de x en los cuales f tiene maximos relativos, minimos relativos, o puntos de inflexién.

Solucion:

(a) La derivada tiene dos ceros, x = 1 (triple) y = 5. El signo de la derivada es:

+

r@ - |
| |
1 5

La funcién es creciente para x € (—o0,1) U (500) y es decreciente para x € (1,5).

(b) Hay un méximo relativo en z = 1 y un minimo en x = 5.
Calculamos la derivada segunda:

@) =3z-1%(x-5)+(-1)°=(@-1)2Bz—15+xz—1) = (z — 1)%(4a — 16)

La segunda derivada tiene dos ceros x = 1 (doble) y = 4. El signo estd dado por el siguiente esquema:

f(z)

J’_

0 0
- | - |
{ {
1 4

Hay un solo punto de inflexién en x = 4.

ANAA

Ejercicio 4. Dada la funcién:

se pide:

(a) Hallar las asintotas de su gréfica.

(b) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f(z) en el punto de abscisa z = 2.

Solucion:

(a) La recta z = 3 es asintota vertical puesto que
lim, — 2
m ———= =00
z—3 (x — 3)2

No hay asintota horizontal. Calculemos la asintota oblicua:

L1 z? .
m= lim — — = lim — =1
T—00 (x — 3)2 xr—r00 1-3

T—r00

3 3 _ _ 2
bzlml(gzgﬁ_x)zlm 20—z —3)% _

(x—3
La asintota oblicua es y = = + 6.
(b) La ordenada del punto de tangencia es:

23
=G e
La derivada de la funcién es:
3z2(x — 3)%2 — 2(x — 3)z3 3z2(x — 3) — 223
Py B8 2Aa =y et = 8)

(w31 CEEE
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La pendiente de la recta tangente es:

3-4-(—1)—2-23
m:W:28

La ecuacién de la tangente es:

y—8=28(z—2)

AdAA

Ejercicio 5. Demostrar que la ecuaciéon 2 — x = e* solamente tiene una solucion.

Solucién:

El problema es equivalente a demostrar que la funcién
Flz)y=e"+xz—2

se anula para un solo valor de x.

— F(z) es continua para todo z € R
— F(0)=140-2<0
— Fl)=e+1-2>0

Por el teorema de Bolzano, existe ¢ € (0,1) tal que F(c) = 0. En consecuencia, la ecuacién dada tiene al menos una solucién.

La funcién F(z) es derivable para todo € R y su derivada es
Fl(z)=e"+1

La derivada nunca se hace cero. Entonces, como consecuencia del teorema de Rolle, la funcién no puede tener dos ceros
pues en ese caso, deberia haber entre ellos un cero de la derivada que hemos visto que no existe.

ANAA

Ejercicio 6. Calcular los limites:

(a) lm (I1—=x)e ™ (b) lim (1—z)e™™ (¢) lim In cos(3x) (d) lim Vitz—vd—u
poeo e 2—0 In cos(2z) 2—0 4z
Solucién:
1—
lim (1 —-=2z)e”® = lim T—o
r—+00 r—+4oo0 eT
1—
lim (1—xz)e”® = lim T o
T——00 r——o0 eT 0
—3sen(3x)
In cos(3z) 3 cos(3z) ., —3sen3xcos 2z . 3:3rx 9
i = lim = lim = lim ==
=0 Incos(2x) «—0 =2sen(2z) 250 —2sen2zcos3x z—0 2.2z 4
cos(2z)
I Vitz—+Vi—= I Vit+z—Vi—-z)(Vi+z+Vi—x) I d+z—4+x
im = lim = lim
z—0 4z z—0 de(vVA4d+z+V4—x) z—=0 dx(v/4+z+ V4 —x)

2x 1 1

- I It Z
o0 do(VAitatvVi-o) o0 2(VAitatvi-a) 8

En el primer limite se ha aplicado que e® es un infinito mayor que z. En el segundo se ha tenido en cuenta que e~ = 0.
En el tercero se ha aplicado la regla de L’Hopital y después se ha aplicado la aproximacién senu ~ wu vélida si u tiende a
cero. El ultimo limite se ha simplificado después de multiplicar numerador y denominador por la suma de las raices.

AMAA

Ejercicio 7. (opcional) Demostrar a partir del teorema del valor medio que si una funcién tiene derivada
cero en un intervalo abierto (a,b), es constante en ese intervalo.
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Solucion:

Sean z1,z2 € (a,b) y 2 < z1. Entonces, aplicando el teorema del valor medio en el intervalo [z1,x2] en cuyo interior la
derivada es cero y en cuyos extremos la funcién es continua (ya que es derivable):

J(@2) = flz1) + f'(e)(z2 — x1) = f(21)

puesto que f’(c) (derivada en un punto intermedio entre 1 y x2) es igual a cero. Entonces, la funcién toma el mismo valor
en todos los puntos y es, por consiguiente, constante.

ANAA



