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1. Funciones. Limites (1)

Ejercicio 1. Calcular el dominio de definicién de la funcién:

x%(z - 3)

f(z)=1n

2 —x—2

Solucion:

El dominio es la solucién de la inecuaciéon:
x2(z — 3)
2 —1r—2

Las raices del numerador son z = 0 (doble) y z = 3. Las raices del denominador son z = -1y z = 2.

>0

El signo de la fraccién estd dado en el siguiente esquemas:

3 0 ] 0
I N N R N
{ { { {
—1 0 2 3
El dominio de la funcién es z € (—1,0) U (0,2) U (3, 00).
AAAA
Ejercicio 2. Calcular la funcién inversa de:
g(w) = 4>
Solucién:
En
y= 46256—3
intercambiamos las variables y despejamos:
_a2v-3. T _ 2y-3 a1 S R ®
z =4e ; 1€ ; 2y — 3 11147 y=g9 "(x) 2(3—1—1114)

ANAA

Ejercicio 3. Estudiar la continuidad de la funcién:

22 —2x—3

f(x):m2—4x+3
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Solucion:
El denominador se anula en z = 1 y = = 3. Entonces:

— Para z ¢ {1, 3} la funcién es continua:
— Paraz=1:
o a?—-2x-3
lim ——— =
z—=1 g2 —4x + 3

hay un salto infinito.

— Paraz =3:
22 —2x-3 . (z+1)(xz—3) . z+1
im = lim = lim =2
c—3 32 — 4z + 3 (z—1)(x—-3) =z=3z-1
hay una discontinuidad evitable.
LY T
Ejercicio 4. Calcular las asintotas de las funciones:
2 -1
4 —1 z
= b)) y=—51>
Solucién:
(a) La funcién tiene una asintota vertical £ = —3 porque
, x2—1
lim = 00
z——-3 x+3
No tiene asintota horizontal porque:
, x? —1
Iim =
Veamos si tiene asintota oblicua
1 2 _ 1 2
m= i IO g LTI g, T
T —00 €T r—00 x+ 3 T—00 :L‘2
2-1 21— 3 -3
b= lim (f(z)—mae)= lim (CE —ac): Tt ek ol k) R PR P

La recta y = x — 3 es asintota oblicua.
(b) La funcién no tiene asintotas verticales porque el denominador no se anula para ningin valor de z.
La recta y = 0 es asintota horizontal porque:
z—1

lim ——— =
T—00 g32+4

AAAA

Ejercicio 5. Se considera la funcién:

Re2r—4 siz <2

f(x) =4 23 — 4x .
_— six > 2
r—2

Estudiar la continuidad de f en z = 2.

Solucion:

Calculamos los limites laterales:

lim f(z) = lim 8e?*~* =38
T—27 T—27
354 2)(z —2
lim f(z) = lim =2 lim et+@=2) = lim z(z+2)=8
z—271 z—2t . —2 z—21 T —2 z—2t
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Los dos limites laterales coinciden. Tenemos entonces que
lim f(x) = f(2)
r—2

y la funcién es continua en z = 2.

AMAA

Ejercicio 6. Calcular los siguientes limites:

2 2
t

r (b) lim —2

z—0 1 — cosx

(a) lim

z—oo €% 4+ 2
Solucion:

(a) El infinito del denominador es de orden superior al del numerador. Entonces
22
lim =0
r—00 eT 4 2

z2

5, vélidas cuando z tiende a cero:

(b) Aplicando las aproximaciones tgax ~ z y 1 — cosa ~
tg? x x?

lim —2 T = lim =2

z—0 1 —cosx z—0 %

ANAA

Ejercicio 7. Demostrar que las gréificas de las funciones f(z) =3 —Inx y g(x) = 22 + 1 se cortan en un
punto.

Solucion:

El problema es equivalente a demostrar que la funcién:
F(z)=g(@) - f(z)=2>4+1-3+Inz =224 Inx -2
se anula para algin valor de x.
Tenemos que:
F(z) es continua en el intervalo cerrado [1, €]
F(1)=14In1-2<0
Fle)=¢*+Ine—2>0

De acuerdo con el teorema de Bolzano, existe ¢ € (1,e), tal que F(c) = 0. Las dos curvas se cortan en x = c.

AAAA

Ejercicio 8. Calcular los siguientes limites:

1—+vVx+1 r—3 3
lim ——M— 1
(a) 250 x (t) xlggo <ZB+1)
Solucion:

(a) Multiplicando y dividiendo por la expresién conjugada:

” 1—+vVx+1 ’ Q1-vVz+1)Q1++vVz+1) I 1l—xz—-1 I -1 1
im ——— = lim = lim = lim = ——
z—0 T z—0 z(1+Vz+1) =0 z(14++xz+1) 220 1+ +1 2
(b) Es una indeterminacién del tipo 1°°. Aplicando la aproximacién del logaritmo:
—3 % =3 _ 1)z z—3—x—1 g _4x
lim (x ) = lim e(””rl 1)2 = lim e =+ 2 = lim e o =e 2
r— 00 rx+1 r— 00 T—00 r— 00

ANAA



2 FUNCIONES. LIMITES (2)

2. Funciones. Limites (2)

Ejercicio 1. Representar graficamente la curva:

y=1+¢€"
e indicar los puntos de interseccién con los ejes y las asintotas.

Solucién:
El punto de interseccién con el eje OY es (0,2). La asintota es y = 1.
6

AMAA

Ejercicio 2. Calcular la funcién inversa de

f(z) =In(2z — 1)

Solucién:
En y = In(2z — 1) intercambiamos las variables y despejamos
1
y—l=e"s  y=fl@=5("+1)

z=In2y —1);

ANAA

Ejercicio 3. Estudiar la continuidad de la funcién:
2

20 —x

flz) =
(z) 2 —x—2
Los puntos de discontinuidad son x = —1 y z = 2 que anulan el denominador. Para ver el tipo de discontinuidad calculamos

Solucion:
los limites:
, 2 — 2 -3
lim = — =
z—122 —g —2 0
- 2
T3

En z = —1 hay un salto infinito.
9

k) T

z—=2 1+ 1

) 2z — 22 ,

lim = lim

=222 —x—2 292 (z+1)(z—2)
En z = 2 hay una discontinuidad evitable.

ANAA
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Ejercicio 4. Se considera la funcién:

-2
:c 1 six <2
T —
fla) = 3x2 — 2z .
sixz>2

T+ 2

(a) Estidiese si f(x) es continua en z = 2.

(b) Calctilense sus asintotas.

Solucion:

(a) En x = 2 podria haber una discontinuidad de tipo salto finito. Veamos si los limites laterales son iguales o no:

—2
lim f(z)= lim ——= =0
T—27 z—2— x— 1
3x2 — 2 8
lm f(z)= lim 2 2 _ 2
r—2+ r—2+ x4+ 1 3

En z = 2 hay una discontinuidad de salto finito.

(b) La recta z = 1 es una asintota vertical puesto que:

, , —2
Jim f(@) = lim 7

= o0

La recta y = 1 es asintota horizontal en —co puesto que:

-2
lim f(z)= lim =1
T——00 z——oco x — 1

En +o00 no hay asintota horizontal ya que:
322 —2
lim f(z)= lim 2 ¥ — oo
T — 400 z—+oo x4+ 2

Veamos que hay una asintota oblicua:

, 1 322 -2z . 3x2
m= lim - ——— = lim — =3
z—+00 1 x4+ 2 z—4oo g2
322 — 2 322 — 2z — 322 — 6 -8
b= lim (f(z)—mz)= lim (uf?)x): lim 2% T T~ im =g
r—+o00 r—+o00 x+ 2 x—~+00 x+1 r—+oo I

La asintota oblicua en +o0o es y = 3z — 8.

ANAA

Ejercicio 5. Demostrar que las graficas de las funciones f(z) = 23 + 2 — 4 y g(z) = cos 7 se cortan en
un punto y calcular la parte entera de la abscisa de ese punto.

Solucién:

El problema es equivalente a demostrar que la funcién
F(z) = f(z) — g(z) = 2> + & — 4 — cosnx

se anula en algin punto:

— F(z) es continua en [1, 2]

— F1)=141—-4—cosm=-1<0

— F(2)=8+2—-4—cos2n=5>0
Por el teorema de Bolzano, existe ¢ € (1,2) tal que F(c) = 0. Las dos curvas se cortan en el punto de abscisa c. La parte
entera de c es 1.

ANAA
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Ejercicio 6. Calcular:

(a) lim (\/x2—4x—1—\/$2+x> (b) lim (2*—e")

T—00 T—00

Solucion:

(a) Multiplicando y dividiendo por el conjugado:

<\/22—4m—1—\/m2+:p) (\/m2—4x—1+\/r2+a:)

i ( 2 _4z—1-+/22 - K

acgléo \/:E r \/93 +I) x;moo V2 — 4z —1—+V22 + =z
) 22 —dx—1—a2—z

= lim

z—=o0 /22 —4r —1—+V22 +zx

, —bz
= lim —
r—o0 2
-5
T2
(b) Puesto que e® es un infinito de orden superior a z2:
2 2z S
i, (=) = oo
AdAA
Ejercicio 7. Calcular:
2 3z
, x* arsen x 2z — 3
a) lim .
(a) =0 (1 —cosz)In(l + x) (b mhﬂnolo (295—1—1)

Solucion:

2
(a) Aplicando las aproximaciones arsenz ~ x, 1 —cosz ~ % y In(1 + z) ~ z vélidas cuando z — 0:

IQ arsen , 332 X

lim = lim
=0 (1 —cosz)In(l+2x) =z—0 %xQ -z

=2
b) Es una indeterminacién del tipo 1°°. Aplicando la aproximacién u? ~ e(#=1)v:
p P P

3x
2x — 3 (M,l)gz 20-3-20-1 4 _12a
lim = lim e\2z+1 = lim e 2z+1 T— lim e 22 =—=e O
z—oo \ 2x + 1 T—00 T—00 =300

ANAA

Ejercicio 8. Dada la funcién

f(z) = Va2 — z*

se pide:

(a) Determinar su dominio.

(b) Calcular los limites laterales:

tm %) y im &)
z—0+ X z—0—- I

Solucion:
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(a) El dominio es la solucién de la inecuacién 422 — 2% > 0.

Las raices del polinomio son x = —2, x = 0 (doble) y = = 2. El signo del polinomio dende de z segtin el siguiente
esquema:
0 0 0
- o o -
{ { {
—2 0 2

El dominio de la funcién es el intervalo [—2, 2].

(b) Hay que tener en cuenta que Vz? es igual a z 0 a —z dependiendo del signo de . Los limites son:

4. 2 _ 4 2 4 — 2 4 — 2
fim L) gy VAR o2t VR g evAS e i o2 —2
z—01 xT z—01 x z—0+1 xT z—01 xT z—0+
4 2 _ 4 2 4 — 2 _ 4 — 2
tim @) g YA VEEZeY | TeVASE a2 o
x—0— xT x—0— x x—0— x z—0— x z—0+

AdAA

3. Derivadas (1)

Ejercicio 1. Obtener la derivada de la funcién f(x) = 2?2 a partir de la definicién de derivada.

Solucion:

h) — h)? — a2 2 — 2zh + h? — o? 2xh + h?
fleth) = fz) = lim @th)?” -2 = lim R e 1fm IR Al’ﬂlo(Zerh) =2z
.

f'(z) = lim
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h

ANAA

Ejercicio 2. Demostrar a partir del teorema del valor medio que si una funcién tiene derivada positiva
en un intervalo (a,b), es creciente en ese intervalo.

Solucion:

Sean z1,z2 € (a,b) y 1 < z2. Entonces, aplicando el teorema del valor medio en el intervalo [z1,z2] en cuyo interior la
derivada es positiva y en cuyos extremos la funcién es continua (ya que es derivable):

f(@2) = flz1) + f'(0) (w2 — x1) > f(21)

puesto que tanto f’(c) (derivada en un punto intermedio entre z1 y z2) y la diferencia z2 — 1 son ndmeros positivos.
Entonces:

1 <z2 = f(z1)< f(z2) = [ creciente

AdAA

Ejercicio 3. Derivar las siguientes funciones (no es necesario simplificar pero no puede darse el resultado
con exponentes negativos ni fraccionarios):

1
(a) y = 3esen’ = (b) y = Va2 + 1cos2x

(C)yzm (d)y=2a"

Solucion:

2
(a) y' =3e%*"" *2senzcosx
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(b) ¥ = 2\/% cos 2z — (—2sen2zvz? + 1)

(0 ¥ = it
(In(2z+1))2

(d) Escribiendo la funcién como y = e® ™ %:

1
y/ :ezlnz (ln:er*w) = % (lnac+1)
T

ANAA

Ejercicio 4. Dada la funcién:

ar?+1 <2

f(x) = 9

e x> 2
calcular a para que f sea continua en x = 2. Para el valor obtenido, ;es derivable la funciéon en x = 27

Solucién:
Para que sea continua, los limites laterales por la derecha y por la izquierda deben ser iguales e iguales al valor de la funcién:
lim f(z)= lim ar?+1=4da+1
T2 27
lim f(z)= lim 27 =e=1
z—2+ f( ) z—2+
f@2)=e>"2=1
Para que la funcién sea continua, debe ocurrir:
4a+1=1 = a=0

Para a = 0 la derivada de la funcién para z # 2 es:

, _Jo <2
f(m)_{eQ_z z>2

Las derivadas por la derecha y por la izquierda en z = 2 son:
fer)=o0
fleh)=-1

En consecuencia, la funcién no es derivable en x = 2.

ANAA

Ejercicio 5. Dada la funcién

f(@) = xf|+9

(a) Determinar, si existen, las asintotas horizontales de f(x).

(b) Calcular la ecuacién de la recta tangente y normal en el punto de abscisa 4.
Solucién:

(a) La funcién se puede escribir:

_27:0 x>0
fla)=q Ve +o
—— >0
2+ 9
Los limites cuando z tiende a +00 y —oo son:
x
It = I — =1
L f@) = dim N7
T

En consecuencia, la asintota horizontal tanto por la derecha como por la izquierda es y = 1.
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(b) Para zo = 4:

4 4

Yo = 7\/427” = g
La derivada de la funcién para = > 0 es:

PG i T EF S

z2+9 (@2 +9Ve2 +9 (22 4+9)VzZ +9
La pendiente de la recta tangente es:
9

"= 195

Las rectas tangente y normal son:
4 9 4 125
y*g:ﬁ@”*m% y*g=*7($*2)

AMAA

Ejercicio 6. Hallar a, by ¢ de modo que la funcién f(x) = 23+ ax? + bx + ¢ alcance en = 1 un maximo
relativo de valor 2, y tenga en x = 3 un punto de inflexion.

Solucion:

Las condiciones que nos dan significan que:

Fa) =2
Fa=o
/3 =0

Calculamos las derivadas:
fl(x) = 322 + 2ax + b
' (x) = 6z +2a

Por consiguiente:

l+a+b+c=2
34+2a+b=0
18+2a =0

que tiene como solucién a = -9, b=15y ¢ = —5.

ANAA

Ejercicio 7. Dada la funcién f(z) = In(2? + 42 — 5), se pide:
(a) Determinar el dominio de definicién de f(x) y las asintotas verticales de su gréfica.
(b) Estudiar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x).

Solucién:

(a) El dominio es la solucién de la inecuacién x2 + 4z — 5 > 0. Las raices del polinomio son z = —5 y = = 1. El signo del
polinomio seguin los valores de = estd representado en el siguiente esquema:

0 0
+ | - | +

{ {
-5 1

El dominio es (—oo0, —5) U (1,00). Las rectas * = —5 y = 1 son asintotas verticales.

(b) Calculamos la derivada:
2 +4
() —
Fl@)= z2+4x -5
El numerador se anula en z = —2. El signo de la derivada es el siguiente (teniendo en cuenta el dominio estudiado

en el apartado anterior):
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—_

La funcién es decreciente en (—oo, —5) y creciente en (1, 00).

ANAA

Ejercicio 8. Calcular los puntos de inflexién de la funcién

Solucion:

Calculamos las derivadas:
fl@)=—e"@%+1)+2ze T =" (—:c2 +2r—1)=—e %(z— 1)2
ff@)y=e"(@—1)2+2x—1)(—e %) =e (a? —4z +3)

Los signos de la segunda derivada son:

0

+ | -
{
1

w —4 O

Hay dos puntos de inflexién en z =1y =z = 3.

ANAA

4. Derivadas (2)

Ejercicio 1. Obtener la derivada de la funcién f(xz) = vz + 1 a partir de la definicién.

Solucion:
/ fle+h)—flz) . Vz+thtl-Va+l
f(z) = lim = lim
h—0 h h—0 h
— m Wz+h+1—-Ve+)(Ve+h+14+Vz+1)
h—0 h(Vz+h+1++Vz+1)
i z+h+1—z-1
= lim
h—=0 h(vVT + h+ 14 V& + 1)
1
= Ii
hllﬂ)\/x—i—h-‘rl-‘r\/a:—&-l
1
T vz +1
LY Y]

Ejercicio 2. Demostrar a partir del teorema del valor medio que si una funcién tiene derivada cero en
un intervalo abierto (a,b), es constante en ese intervalo.

Solucion:
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Sean z1,z2 € (a,b) y 2 < z1. Entonces, aplicando el teorema del valor medio en el intervalo [z1,z2] en cuyo interior la

derivada es cero y en cuyos extremos la funcién es continua (ya que es derivable):

f(x2) = f(z1) + [ () (x2 — x1) = f(a1)

puesto que f’(c) (derivada en un punto intermedio entre z1 y x2) es igual a cero. Entonces, la funcién toma el mismo valor

en todos los puntos y es, por consiguiente, constante.

AMAA

Ejercicio 3. Derivar las siguientes funciones:

1+senx
(a)y:lnum (b) y = artgl (c) y = (223 — 322 + 2)°

Solucién:
(a) Escribimos la funcién como:
1
y=73 (In(1 +senz) — In(1 —senx))

La derivada es:
, 1 cosx —cosx
Y T2 1+ senx 1 —senx

1 1
D)y = —— (——
(b) y 1+%2<$2)

(¢) v =522 — 322 +2)*(62% — 6)
(d) Escribimos la funcién como

y= P In(14-3z)

La derivada es:

! _ oz ln(1+3z) In(1 + 3 . )
Yy =e (n(+m)+1+3x x

ANAA

(d) y = (1+32)°

Ejercicio 4. Obtener los méaximos y minimos relativos y los puntos de inflexién de la funcién:

f(@) = 2 (Ina)’
siendo In x el logaritmo neperiano de x.

Solucién:
Calculamos las derivadas:
1
f()=(nz)®>+2nz- - - z=Inz(nz+2)
T

1 1 21 2
f'(x)==(Inzx+2)+ ~lnz = 2o t?
x x x

La primera derivada se anula en z = e~ 2 y en z = 1. Su signo es:

2

Hay un méaximo relativo en = e¢™“ y un minimo en x = 1.

La segunda derivada se anula en = e~ 1. Su signo es
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j=8

o ——
|

o 41— O
+

Hay un punto de inflexién en z = e~ 1.

ANAA

Ejercicio 5. Si la derivada de la funcién f(z) es:
f(@) = (@ -1 -5)
obtener:

(a) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

(b) Los valores de x en los cuales f tiene mdximos relativos, minimos relativos, o puntos de inflexién.
Solucién:

(a) La derivada tiene dos ceros, x = 1 (triple) y « = 5. El signo de la derivada es:

0 0

+ | - | +
N N
1 5

La funcién es creciente para x € (—o0,1) U (500) y es decreciente para x € (1,5).
(b) Hay un méximo relativo en z = 1 y un minimo en x = 5.

Calculamos la derivada segunda:
f@)y=3-1)2%x-5)+(@@-1)>=(x—-1)2Bzr—-15+z—1) = (z — 1)%(4z — 16)

La segunda derivada tiene dos ceros x = 1 (doble) y = 4. El signo estd dado por el siguiente esquema:

0 0

- | - | +
w w
1 4

Hay un solo punto de inflexién en x = 4.

AdAA

Ejercicio 6. Dada la funcion:

f(x):m

se pide:

(a) Hallar las asintotas de su gréfica.

(b) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de f(z) en el punto de abscisa x = 2.
Solucién:

(a) La recta z = 3 es asintota vertical puesto que
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No hay asintota horizontal. Calculemos la asintota oblicua:

. 1 x3 ; x3
m=lim — — = lim — =1
T—0o (m — 3)2 z—00
3 3 _ _2)2 2
b= lim (xi,x):h'm w:h’m Gi:(;
z—o0 \ (z — 3)2 200 (z — 3)2 w00 g2

La asintota oblicua es y = x + 6.
(b) La ordenada del punto de tangencia es:
23

BT A

Yo

La derivada de la funcién es:
(@) 3z2(x — 3)2 — 2(x — 3)x®  3x2%(z —3) — 223
T) = =
(x—3)* (z—3)3

La pendiente de la recta tangente es:
3-4-(—1)—2-23
m = —( ) =28
(=13

La ecuacién de la tangente es:

y—8=28(zx—2)

AANAA

Ejercicio 7. Calcular los limites:

In cos(3z) Vitz—vVd—x

a) lim (1—x)e™® b) lim (1 —x)e ™ c) lim d) lim
() ac—>+oo( ) (b) w—>—00< ) (c) 20 In cos(2x) () z—0 4x
Solucién:
1_
lim (1—-=z)e = lim )
r—~+00 z—+oo0 e¥
1—
lim (1—=xz)e = lim T X
r——o00 r——o00 T 0
—3sen(3x)
. Incos(3z) , cos(3x) ., —3sen3xcos2z ., 3:3x 9
lim = lim = lim = lim = -
=0 1Incos(2zx) w—0 =2sen(2z) 50 —2sen2xcosd3x =0 2.2z 4
cos(2x)
y Vitxz—i—=zx y WVi+z—vVi—-z)Vi+z+V4—x) 3 44z -4+
fm = lim = lim
z—0 4z z—0 de(v/A+z+V4—1x) =0 de(v/A+z+ V4 —x)
2z 1 1

1i 1i -
250 de(vV4d+z+ V4 —x) 250 2(Vd+z+V4—1) 8

En el primer limite se ha aplicado que e® es un infinito mayor que z. En el segundo se ha tenido en cuenta que e=>° =
En el tercero se ha aplicado la regla de L’Hopital y después se ha aplicado la aproximacién senu ~ u vélida si u tiende a
cero. El dltimo limite se ha simplificado después de multiplicar numerador y denominador por la suma de las raices.

ANAA

Ejercicio 8. Demostrar que la ecuacion 2 — x = e® solamente tiene una solucion.

Solucion:

El problema es equivalente a demostrar que la funcién
Flz)y=e"4+z—2

se anula para un solo valor de x.

— F(z) es continua para todo z € R
— F(0)=140-2<0
— F(l)=e+1-2>0
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Por el teorema de Bolzano, existe ¢ € (0, 1) tal que F(c) = 0. En consecuencia, la ecuacién dada tiene al menos una solucién.
La funcién F(z) es derivable para todo € Ry su derivada es
F'(z) =e* +1

La derivada nunca se hace cero. Entonces, como consecuencia del teorema de Rolle, la funcién no puede tener dos ceros
pues en ese caso, deberia haber entre ellos un cero de la derivada que hemos visto que no existe.

AAAA
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5. Problemas de selectividad 1.

Ejercicio 1. Dada la funcién:

a—In(l—z) siz<O0
fl@) =49, _ :
rle—® siz>0
se pide:
(a) Calcular mlggo flx)y mllgloo f(z)

(b) Calcular el valor de a para que f(z) sea continua en todo R.

(¢) Estudiar la derivabilidad de f y calcular f’ donde sea posible.
Solucién:

(a) Los limites son:

zl}rlloo flx) = zl}rlloo (a—=In(l —x)) = —Inoo = -0
22
lim f(z)= lim 2% %= lim — =0
x—>-+00 r—+4o00 x—+o0 e¥

puesto que el infinito exponencial es de rango superior al infinito potencial
(b) Calculamos los limites laterales y el valor de la funcién en cero:

lim f(z)= lim (a—In(l—2z))=a
z—07 z—0—
lim f(z)= lim z2e % =0
z—0t f(@) z—0t
f(0)=0
Para que la funcién sea continua deben coincidir los tres valores, es decir, a = 0.

(¢) Para z # 0 la funcién es derivable y su derivada vale:
= z<0
f'@) = {22::‘3j —e %22 >0
Si a # 0 la funcién no es derivable en = 0 al no ser continua. Si a = 0:
fo)y=1
=0

y la funcién tampoco es derivable en x = 0 cuando a = 0.

ANAA

Ejercicio 2. Hallar los maximos y minimos relativos y los puntos de inflexién de la funcién:

3z + 243
M) =—m57—

Solucion:

Calculamos la derivada:

v (22 +1)2 T @12

El signo de la derivada es:

15
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Hay un minimo en z = —1 y un maximo local en = = 1.

Calculamos ahora la derivada segunda:

ey —2w(@?4+1)2-2@241) 2z (—22+1) —2z(@?+1)—2-2z-(—22+1) 22° -6z 2z(z?-3)
@)= (z2 +1)4 - (2 4 1)3 - (2 4 1)3 - (z2 +1)3

La segunda derivada se anula en © = —v/3, * = 0 y = = v/3. El signo de la derivada segunda es:

0
|
{

o —4— O

V3 V3

Hay puntos de inflexién en x = 7\/3, r=0yz= V3.

ANAA

Ejercicio 3. Dada la funcién

3x+ A z <3

fl@) = —44+10x—2°> >3

se pide:

(a) Hallar el valor de A para que f(z) sea continua. ;Es derivable para ese valor de A?

a
(b) Hallar los puntos en que f'(z) = 0.

(¢) Hallar el maximo absoluto y el minimo absoluto de f(z) en el intervalo [4, 8].

Solucion:

(a) Para z # 3 la funcién es continua. Para que sea continua en z = 3 deben coincidir estas tres cantidades:

lim f(z)= lim Bz+A)=9+4+A
r—3~ r—3~

lim f(z) = lim (—4+ 10z — %) =17
z—3+ z—3+

f@)=9+A4
Para que la funcién sea continua 94+ A =17 =— A =38.
La derivada para a # 3 es:

3 <3
fi(@) = {10— 2z x >3
En z = 3, si A # 8 no es derivable porque no es continua. Para A = 8, las derivadas laterales son:
f387)=3
3 =4

Puesto que no coinciden, la funcién tampoco es derivable en x = 3 para A = 8.

) La derivada se anula en z = 5 donde hay un méximo.
) Para calcular el méximo absoluto comparamos los valores de la funcién en el méximo relativo y en los extremos del

intervalo:
z=4: f(4)=20
z=5: f(6)=21
z=28: f(8) =12

El méximo absoluto se da en z = 5 y la funcién en ese punto vale 21. El minimo absoluto se da para x = 8 y vale 12.

ANAA

Ejercicio 4. Dada la funcién f(z) =e

1
z

, se pide:
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(a) Calcular lim f(z)y lim f(x) y estudiar la existencia de lim f(x).
T—00 T——00 z—0

(b) Esbozar la gréfica de y = f(x) determinando los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(z)
y sus asintotas.

Solucion:

(a) Los limites cuando z tiende a oo son:

En z = 0 calculamos los limites por la derecha y por la izquierda:
1

lim ez =e > =0
x—0—

. 1 400

lim ez =e = 00
z—0+

Concluimos que no existe el limite de la funciéon cuando x tiende a cero.
(b) Del apartado anterior se deduce que z = 0 es asintota vertical por la derecha e y = 1 es asintota horizontal en —oo
y en +o0.

La derivada de la funcién es:

1 —1
f’(x):ei~§

La derivada siempre es negativa y, en consecuencia la funcién es decreciente en todo su dominio.
La grafica es:

ANAA

Ejercicio 5. Dada la funcién:

4 27
fl@) = x—4+2x+2
se pide:

(a) Hallar las asintotas de su gréfica.
(b) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y calcular sus puntos de inflexién.

(¢) Esbozar la grifica de la funcién.
Solucién:

(a) Las rectas x = 4 y x = —1 son asintotas verticales puesto que:
1t =
Jim, f(@) = oo
1t =
i, f(@) = o0

La recta y = 0 es asintota horizontal ya que:

. . 4 27\
S fle) = lm (m—4+2x+2) =0
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(b) Calculamos los signos de las derivadas:

—4 1 27
(@) = . .
(z —4) 2 (z+1)
La derivada siempre es negativa y, por tanto, la funcién es decreciente en todo su dominio. No hay méximos ni
minimos relativos.

Calculamos la derivada segunda:
8 1 54 8 27
1! _ = —
P = s T s~ @ty @1
Esta derivada se anula cuando:

8 2 - 2 3 L 42— -3r+12 — 2
= — - = T = —3x T =
(xz —4)3 (z+1)3 z—4 z+1

La derivada cambia de signo en x = 2 de modo que hay un punto de inflexién para x = 2.

(¢) La gréfica es:

o
N
w
IS

AMAA

Ejercicio 6. Dada la funcién:

1
ﬁiznx sizx>0

fz) = 2

z+k siz <0
se pide:

(a) Determinar el valor de k para que la funcién sea continua en R.

(b) Hallar los puntos de corte con los ejes de coordenadas.

(¢) Obtener la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funcién en el punto del abscisa x = 1.
Solucién:

(a) Para z # 0 la funcién es continua. Los limites en z = 0 son:

lim f(z)= lim (x+k)=k
z—0— z—0—

1
lim f(z)= lim venz
z—0t z—0t 2%

1
= lim ol lim zlnz

z—0+ 2 z—0t

; Inz
= lim T
z—0t 73
1
= lim T
z—0+ _lz_i
2
= lim (—2yz)=0
z—0t

Para que la funcién sea continua k debe valer cero.
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(b) La inerseccién con el eje OY el punto de interseccién es:

y = f(z)
=0

Para z =0, f(z) = z. El sistema es:

y=zx
z=0

y el punto de interseccién es (0, 0).

El punto de interseccién con el eje OX es la solucién del sistema:

y = f(z)
y=0

Para x > 0 este sistema tiene la forma:

y=Ygpe
y=0

cuya solucién es el punto (1,0).
Para xz < 0 el sistema queda:

y==x
y=0

que nos vuelve a dar el punto (0,0).
(¢) El punto de tangencia es:
fy=o
Es el punto (1,0).

Para calcular la pendiente obtenemos la derivada para x > 0:

1 1
N (mlnw+§\/§)2lf2mln2-\/§1nz
f(x)_ 221
1

m=f,(1)=§

La ecuacién de la tangente es:

1
—0==(zx—1
Y 2(1‘ )

ANAA

19
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6. Problemas de selectividad 2

Ejercicio 1. Calcular justificadamente:

1— 2z — e* + sen(3x) (522 + 2)(z — 6)

I ,
(a) 250 x? (b) xlgrolo (22 —1)(2z — 1)
Solucion:

0

(a) Este limite es una indeterminacién del tipo 3

. Resolvemos aplicando la regla de L’Hopital:

., 1—2x—e® +sen(3x) . —2—¢e* +3cos3x . —e® —9sen3x 1
lim = lim = lim =—=
z—0 x2 z—0 2x z—0 2 2
(b) Es una indeterminacién del tipo 2. Teniendo en cuenta los términos de mayor grado:
(522 + 2)(x — 6) 523 5

lim ——————— = = Ii = =

zooo (22 — 1)(2 — 1) @0 273 2

ANAA

Ejercicio 2. Dada la funcién

se pide:

(a) Determinar el dominio de f y sus asintotas.

(b) Calcular f’'(z) y determinar los extremos relativos de f.

Solucion:

(a) El dominio son todos los reales excepto los valores de z que anulan alguno de los denominadores:

Dominio =R — {—1, —4}
Las asintotas son x = —1, x = —4 e y = 1 puesto que:
lim f(z) =0
rz——1
lim f(z) =0
r——4

(b) Derivando:

(@) -1 +x+4—x —(z+4)2 +4(z+1)2 3z2 — 12
T) = = -
(z+1)?  (z+4)? (z+1)2(z +4)? (z+1)2(z +4)?

El signo de la derivada se refleja en el siguiente esquema:

] 0 i 0

SR I N N A

N N N N

—4 -2 -1 2
Hay un méaximo relativo en x = —2 y un minimo relativo en z = 2.

AANAA

Ejercicio 3. Dada la funcién
75529;”3—#% six <0
flx)=<a siz=0
zet +3 siz>0

20



6 PROBLEMAS DE SELECTIVIDAD 2 21

(a) Hallar, si existe, el valor de a para que f(x) sea continua.
(b) Decidir si la funcién es derivable en z = 0 para algin valor de a.
Solucién:

(a) Para que la funcién sea continua deben coincidir los limites laterales y el valor de la funcién:

S5senx 1 5 1
lim f(z)= lim +-—=—+-=3
z—0— f( ) x—0— 2z 2 2 2
lim f(z) = lim (ze®+3)=3
z—0t z—0t

f0)=a
Para que la funcién sea continua a = 3.

(b) Para que la funcién sea derivable debe ser continua. Si a # 3 la funcién no es derivable. Para a = 3 calculamos las
derivadas por la izquierda y por la derecha:

5s 1

POy = tm AB SO g Pt Fe T8 senbr—be

z—07 z—0 z—0~ T 20— 222

I 5cosbr — 5 I —25sen 5z 0
= lim ——= lm — =

=0~ 4z z—0— 4
(07 = lim f@) = fO) _ o w33

z—0+ z—0 z—0— T

La funcién no es derivable en x = 0 aunque a valga 3.

AAAA

Ejercicio 4. Dada la funcién:

o +1n(m—|—1)
2 —4 z+1

se pide:
(a) Determinar el dominio de f y sus asintotas.
(b) Calcular la recta tangente a la curva y = f(z) en z = 0.
Solucién:
(a) Debe ser x > —1 y ademés « # —2, x # —1 y « # 2. El dominio es el conjunto (—1,00) — {2}.
Las asintotas son x = —1, x = 2 e y = 0 puesto que:
; o T In(z + 1) _
ﬁ&ﬁ“*n§%<ﬂ,4+f;ﬁ*)—m

, , T In(z + 1)
ig%f(;z): lim <$2—4+7a¢+1 ):oo

1 1
lim lim ( x + M) =0
z—+oo  z—too \ 2 —4 z+1

(b) El valor de la funcién en z = 0 es:

f(0)=0
de forma que el punto de tangencia es el punto (0,0).

Para calcular la pendiente derivamos la funcién:

2_4-22 g+l —In(z+1)

, oz
T =" EERE
La pendiente es:
4 3
= f0)=——+1==
m = f'(0) T 7

La recta tangente es y = %z.

ANAA
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Ejercicio 5. Obtener los méximos y minimos relativos y los puntos de inflexién de la funcién:

f(z) = 2 (Ina)*
siendo ln x el logaritmo neperiano de x.

Solucién:
Calculamos las derivadas:
1
f()=(nz)?>+2nz- - -z=Inz(nz+2)
T

1 1 21 2
()= =(Inzx+2)+ ~lnz = 2lna+2
T T T

La primera derivada se anula en z = e¢~2 y en = = 1. Su signo es:

Hay un méximo relativo en = e~2 y un minimo en x = 1.

La segunda derivada se anula en = e~ 1. Su signo es

Hay un punto de inflexién en z = e~ 1.

ANAA
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7. Limites. Derivadas. Integrales.

Ejercicio 1. Calcular las siguientes integrales:

(a) /%%dx (b) /senQ:rdx
22 —
sen T Inx
(e) /2+3cosx dz () /de

Solucion:

(a) Por descomposicién en fracciones simples:

4:1:—1: A + B :A(I—l)-i-B(:L‘-‘rl); A:é,B:
z2—-1 z+1 =z-1 2 —1 2

asi que:

4 —1 5 1 3 1 5 3
de = - d — [ ——dx=-1 1 -1 -1+C
/fol * 2/x+1 x+2 z-1" 2n|:p+|+2n|x I+

(b) Puesto que sen? x = %(1 — cos 2z):

1
/senzxdx: 5/(17cos2x) dx =

También puede hacerse por partes:

T sen 2x
2 4

+C

u = senx du = cosx dx

dv=senx dx v = —cosx

/senQ:r dx = —senxcosz + /COSQx dx = —senxcosz + /(1 —sen?z) dzx
de donde:

1
2/sen2xdx:—senrcosx+x = /seandxz E(x—senxcosx)—ﬁ—c’

(¢) Es casi inmediata. Multiplicamos y dividimos por —3:

1 — 1
/‘ﬂdz:—f/ﬂdx:—fln\2+3cosz|+0
24 3cosx 3 2+ 3cosx 3

(d) Con el cambio ¢t = Ina:

1 L 2
/ﬁdxz/lnmd(lnax):%—ﬁ-c

T
AMAA
e e I . 2x
Ejercicio 2. Escribir las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y = p— que son paralelas a
T —
20 +y—1=0.
Solucién:

Las tangentes tienen pendiente —2. Para calcular los puntos de tangencia calculamos los puntos en que la derivada vale —2.

2(x —1) — 2z -2
r = = =—2 = (z-1)%2=1
Go1F P ey
Las abscisas de lo puntos de tangencia son 1 = 0y z2 = 2. Los puntos son (0,0) y (2,4). Las ecuaciones de las tangentes
son:

y=-2x; y—4=-2x-2)

AdAA

Ejercicio 3. Utilizando los teoremas de Bolzano y Rolle, demostrar que las curvas y = cosz e y = /T
se cortan en un dnico punto del intervalo (0, 7).
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Solucion:

Sea la funcién F(z) = cosz — v/z. El problema es equivalente a demostrar que esta funcién se hace cero en un tnico punto
del intervalo (0, 7).

La funcién F es continua en [0, 7] y ademés F(0) =1 > 0y F(m) = —1 — /7 < 0. Por el teorema de Bolzano existe al
menos un punto de (0,7) en el que la funcién se hace cero.

Ademds F es continua en [0, ] y derivable en (0, ). Su derivada es:
1
F'(z) = —senx — ——
(z) NG
que es distinta de cero en (0, 7). Entonces, la funcién no puede tener dos ceros pues, en ese caso, de acuerdo con el teorema
de Rolle, deberia haber entre ellos un cero de la derivada que hemos visto que no existe.

ANAA

Ejercicio 4. Calcular:

, 1\* . €e¥senx —x ’ ( ) I_f)
@ Jin, (1-35) ©) 8 ey (o) Jim o (artge” - 3
Solucion:

(a) Se trata de una indeterminacién del tipo 1°°. Aplicando la aproximacién del logaritmo:

xT 1 1
’ /. — 5T 3 _=
lim (1— — = lim e 22%= lim ez =e’=1
T— 00 x2 T— 00 T— 00

ste limite es del tipo 5. Aplicando la regla de opital:
b) Este limi dl’gAl'dl la de 'Hopital

efsenxr — x , €eTsenx+ecosr—1
im ——— = lim
z—0 2x2 4 x4 z—0 4z + 4x3
. e%senx + 2e” cosx — e” senx
= lim
x—0 4 + 12z2
1
T2
(¢) Es una indeterminacién del tipo oo - 0. Lo escribimos como fraccién para aplicar la regla de ’Hopital:
, e ) artg e — g
lim x(artge - 7> = lim ———~=
T —»00 2 T—00 S
x
EIL‘
, 1 2z
= lim +e1
r—r0o0 _
x2
7522638

= lim
z—00 1 4 e2¢

=0

porque el infinito de mayor rango es e2*.

AMAA

Ejercicio 5. Se considera la funcién:

(z+1)?
=

Hallar las asintotas, los extremos locales y los puntos de inflexién. Representar graficamente la funcién.

Solucion:

Calculamos las derivadas:
2z + 1)e* — e*(x + 1)2 —z2+1
f/(x) — ( ) 5 ( ) — -
e e
F(z) = —2xe® — e®(—x2 + 1) _ 22 —2x—1

e2x e
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La derivada se anula en z = —1 y en = = 1. El signo de la derivada es:
0 0
r _ N B
| |
. { {
-1 1
La funcién es decreciente en (—oo, —1), creciente en (—1,1) y decreciente en (1,00). Tiene un minimo en x = —1 y un

méaximo en x = 1.

La derivada segunda se anula en © = 1 — /2 y = 1 + /2. Su signo es:

7 0 0
d + | - | -
N N
1—+2 1

Hay una asintota horizontal y = 0 en +oo0.

Y la gréafica de la funcién:

ANAA
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8. Limites. Derivadas. Integrales.

Ejercicio 1. Calcular las siguientes integrales:

(a) /de (b) /cos?’acsenm dz

24z
<>/#d <d>/ Inz d
¢ 2 +4x + 10 r T ar

Solucion:

(a) Por descomposicién en fracciones simples:

3 :é B :A(:v+1)+Bx; A=3 B=_3
224+ x z+1 24z
Entonces:
3 1 1
/ dx:3/fdx—3/—dx:3ln T l+c
2+ x z+1 z+1
(b) Con el cambio ¢t = cosz:
4
_ cos x+C

/cos3 rsenz do = — /cos3 z d(cosz) =

(¢) Es inmediata teniendo en cuenta que z2 + 4z + 10 = (x + 2)2 + 6:

2 1 2 z+2
—_dz=2 [ ——————— dz = — artg—— + C
/x2+4x+10 * /6+(:r:+2)2 * \/éarg V6 +

(d) Por partes:

u=Inx du = — dx
T

1
dv =z dx v= -z

1 1 1 1
/rlnxdxzfmglnx—f/.xdx:7z21na:—7x2
2 2 2 4

AMAA

Ejercicio 2. Dada la funcién f(z) = 22 sen x, se pide:

(a) Obtener la ecuacién de las rectas tangente y normal a la grafica de y = f(z) en el punto (7, f(7)).
(b) Determinar, justificando la respuesta, si la ecuacién f(z) = 0 tiene alguna solucién en el intervalo
abierto (%771').
Solucién:

(a) La ordenada del punto de tangencia es f(m) = 0. Para obtener la pendiente calculamos previamente la derivada de

la funcién:

f(z) =2zsenz + z2 cosx ; m= f'(r) = —n>
La ecuacién de la tangente es:

y=—m(z — )

(b) La funcién no puede ser cero porque z2 y sen son mayores que cero en ese intervalo.

ANAA
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Ejercicio 3. Demostrar que la ecuacién 3 + 22 + 22 — 1 = 0 solo tiene una solucién real.

Solucion:
Sea la funcién F(z) = 23 + 22 + 2z — 1. El problema es equivalente a demostrar que F' se hace cero en un solo punto.

F es continua en [0, 1]. Ademés F'(0) = —1 <0y F(1) =3 > 0. Por el teorema de Bolzano, existe un cero de la funcién en
el intervalo (0,1).

La derivada de la funcién F es:
Fl(z) =3z% + 22+ 2

que es mayor que cero para todo x. Entonces, la funcién no puede tener dos ceros pues, de acuerdo con el teorema de Rolle
entre los dos ceros de la funcién deberia haber un cero de la derivada y hemos visto que la derivada es siempre mayor que
cero.

AMAA

Ejercicio 4. Calcular:

V=52 (b) lim 50T 0 1 (- =)

z—0tgx —senw z—=1\Inx z-1

(a) ig% -3

Solucion:

(a) Es una indeterminacién %. Aplicando la regla de I’Hopital

2z
2-5-2 Va2Z— 3
lim Y2 "2 72 qym 2VEE5 2
z—3 r—3 rz—3 1 2

(b) Es una indeterminacién %. Aplicando reiteradamente la regla de ’'Hopital:

Tr —senx 1 —cosx COS2 T — COS3 x

lim lim ———— = lim
z—0tgx —senx z—0

—cosz <=0 1—cos3z

COS2 x

’ 2cosx(—senx) — 3 cos? x(—sen x)
= l1m

250 —3cos?2 z(—senx)

p 2cosz — 3cos’ x

=lim ——m

z—0 —3cos?x

1

3

¢) Escribimos como fraccién y aplicamos la regla de 'Hopital:
y g

, 1 1 ., (x—1)—Inz
lim ( — — Iim ————
z—>1\Ilnz =z-1 =1 (z—1)lnz

r—1
z—lgxlner+x—1

lim ——
z—=1lnx+1+1
1

2
ANAA

Ejercicio 5. Sea la funcién f(x) = 22e~*. Calcular las asintotas, determinar los intervalos de crecimiento

y decrecimiento, los puntos de inflexién y hacer una representacion aproximada de la funcién.

Solucion:

Hay una asintota horizontal y = 0 en +o0.
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Calculamos las derivadas:
f(x) =2ze™® — 227 % = e (—z? 4 2z)
f(x) = —e %(—a? +2z) + (—2x +2)e % = e % (a? —4x +2)

La derivada se anula en x = 0 y en = = 2. El signo de la derivada es:

f -

oS —4 O
N —— O

La funcién es decreciente en (—o0,0), creciente en (0,2) y decreciente en (2,00). Tiene un minimo en = 0 y un méximo
enzr =2

La derivada segunda se anula en © = 2 — v/2 y = 2 + /2. Su signo es:

7 0 0

d - | - | -
[ [

z 2 2

V3

Hay puntos de inflexién en z =2 — V2 y en z = 2+ /2. La grafica de la funcién es:

AAAA
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9. Integrales. Grupo G.

Ejercicio 1. Calcular las siguientes integrales:

Solucion:

(a) El denominador tiene una rafz doble. Descomponemos en fracciones simples:

20+3 A B Al-1)+B

(x-1)2 -1 (x-12  (z—-12 '

Entonces:

2r +3 2 5 5
= dx = =1 -1-—4+C
/(:c—l)2 * /x—1+/(as—l)2 nle —1| :z:—lJr

(b) Con el cambio t = €%, dt = e du:

er 1
————dz= [ ——dt = arsent+ C = arsene” +C
/ V1—e2® / V1I—1¢2
LY L}

Ejercicio 2. Calcular las siguientes integrales:

xT

(a) /x\/mdx (b) /ﬂdx

Solucion:

(a) Se podria hacer con el cambio t? = 2z — 1. También por partes:

=z du = dz
1(2z-1)3 (2c—1)%
dv=+vV2xr—1dx v=-— xs = i
2 3 3
(2z —1)3 2r—1)% z@r—1)3% 11(2c-1)3
/z\/meldm:x * 7/ r _ T —= x5 +C
3 3 3 23 3

(b) Con el cambio t = Inz:

1-1 In z)2
/ d dz:/(l—lnz)d(lnz):lnx—(nTw)—i-C
x

AMAA

Ejercicio 3. Calcular las siguientes integrales:

2z — 3 221

Solucién:
(a) Como el denominador no tiene raices la integral es la suma de una funcién logaritmo y una funcién arcotangente:

2x — 3 2 — 2 1
/xidm:A/xiderB/idx
z2 —2x+5 z2 —2x+5 44 (z—1)2

Es facil ver que A =1y B = —1 de modo que:

2 — 3 2x — 2 1 1 rx—1
— = C de= == dz—- | ——— _dz=In(z®?-2z+5) - -artg—— +C
/x2—2x+5 * /x2—2x+5 * /4+(:r:—1)2 @ =In(a” - 22 +5) - 7 artg ——+
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b) Con el cambio de variable t = 22 — 1:
(

/xezz_l de = 1/612_1 d(z? -1) = lemz_l +C
2 2
ANAAL

Ejercicio 4. Calcular las siguientes integrales:

1 2
(a) /m dz (b) /COS x dx
Solucién:

(a) Escribiendo 28 — 12z — 22 = 64 — (x + 6)2:

6+C

T+
dz = arsen

1 1
| === e
28 — 12z — 22 64 — (z + 6)2
(b) Puesto que cos?z = %(1 + cos 2x):

1 2
/costdx:E/(l-‘rcost) dz:§+ser; x—&—C

AMAA

Ejercicio 5. Calcular las siguientes integrales:

s 4
o [ 55 ) [ 1=
0 2—cosw 1

Solucion:

(a) La primera integral es inmediata:

5 5 3 3
/‘3&&1::[111(270053:)} =ln-—-Inl=In—
0 2—cosx 0 2 2

(b) La segunda se hace por partes

u=1—2x du=-—dz

dv=e"%dx v=—-e""

Entonces:

/14(1—56)6**' dz — {—e*m—m)}j—/fe*w dz

ANAA

Ejercicio 6. Dadas las funciones:

y=9—2a"; y=2zr+1

(a) Dibujar las graficas de las dos funciones identificando el recinto acotado por ellas.
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(b) Calcular el area de dicho recinto acotado.
(¢) Hallar el volumen del cuerpo de revolucién obtenido al hacer girar alrededor del eje OX el recinto
acotado por la grifica de y = 9 — 22 y el eje OX.
Solucién:

(a) Se trata de una pardbola y una recta:

Los puntos de interseccién son las soluciones del sistemas:

y=9—z2
y=2zx+1
Los puntos de interseccion tienen abscisas —4 y 2.

(b) El érea la calculamos mediante la integral de la diferencia de las dos funciones:

2 2
S:/ (9—12—223—1) dIZ/ (—w2—2x+8) dx
—4 —4

B, 2 8 64
=|-=—22+8z| =(---4+16)—-(=-16-232
3 4 3 3

=60—24 =36
(¢) El volumen es:
3 1296
= —T

3 9 3 x5
V:n/ﬂ(g—x% dx:2w/)@—x%dezm{Ef—mﬁ+8u% =
-3 0 0

ANAA



10 INTEGRALES. GRUPO H.

10. Integrales. Grupo H.

Ejercicio 1. Calcular las siguientes integrales:

(a) /xlnxdx (b) /artgxdx

Solucion:

(a) Por partes:
u=Inzx du=-dzx
x

1
dv =z dzx v=—z?

1 1 1 1
/xlnxd:pzszInwff/zdm:73:2111177:32
2 2 2 4

(b) Por partes:

u= artgx du= dz

1+ 22

dv = dz v=2x

1 2 1
/artgwdx:xartgm—/lfo dx:xartgx—§/1+xx2 dx:xartgm—gln(1+x2)+0

AMAA

Ejercicio 2. Calcular las siguientes integrales:

Solucién:
(a) Es inmediata:

1
= 3 arsen 2z + C

[ === =

(b) Por descomposicién en fracciones simples:

i S A n B :A(a:fl)JrB; A=1, B=2
(z—1)2 z—-1 (z—1)2 (z—1)2
y entonces:

z+1 1 2 2
de = [ —— d ——— dzx =1 -1|-—+C
/(r—l)2 v /m—l m+/(r—1)2 @ =lnfz—1] 33—1+

ANAA

Ejercicio 3. Calcular las siguientes integrales:

(a) /mmdm (b) /\/#%dx

Solucion:

32
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(a) Por partes:

u=2x
(z+1)3  20a+1)3
dv:(erl)%dx v= 2 3 =2
2 3
2
2(z+1)% 2
/x\/w+3dx:%—§/(z+l)%dm
2w(x+1)2  2(x+1)3
= e
3 33
:2:c(z+1)%_4(a:+1)%+c
3 15
(b) Es inmediata:
1 2 + 2
442144dx:/44ﬁi44,m?:ijﬁfz+c
Va2 +2x—4 2vVx2 +2x —4

ANAA

Ejercicio 4. Calcular las siguientes integrales:
2
w)/@x+nax—m5m: w)/g——————dx
V5 —dx — 22

Solucién:
(a) Por partes:

u=2x+1 du =2 dx
1 (3z —2)¢

dv = 3z —2)° dz vsz
3 6
1 (3z — 2)¢ 1

/(2x+1)(3x—2)5dx:§%~(2x+l)—§/(3x—2)6dx

:1(395—2)6 11(3x_2)7+0

2z 4+1)— ==
3 6 Grt+l) =537

(b) Teniendo en cuenta que 5 — 4z — x2 =9 — (z + 2)2:

2 1
/*dw:2/7:2arsenx
V5 —dz — a2 V9 — (z +2)2

2
+C

AAAA

Ejercicio 5. Calcular las siguientes integrales:

(a) /x+3dx (b) /xcos2:cd:c

r—3

Solucion:

(a) Se hace la divisién:

/x+3dr:/(1+%) de=z+6lnjz—3]+C
z—

xr—3

(b) Por partes:

u=x du = dx

1
dv =cos2zx dx v = §sen2ac

1 1 1 1
/mcos2m dz = 5xsen2m— 5/sen2x de = 5msen2x+ Zcos2m+C

ANAA

33
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Ejercicio 6. Calcular las siguientes integrales:

(a) /congzcdx (b) /x3+2x dz

2 +1

Solucién:
(a) Se puede hacer a partir de la férmula trigonométrica cos? z = %(1 + cos 2z). También por partes:
U = COST du = —senz dz
dv =coszxdxr v=senz
/‘cos2 x dr =senxcosx + /senzx dz =senxzcosx + /(1 - 005236) dz
de donde:

1
2/0052xdx:senxcosx+x - /Cos2xda:: §(x+senxcosa:)+c

(b) Se hace la divisién y resulta:

a:3+23:_ T

2 +1 - 2 +1

y entonces:

3 4 2z T x? 1 2z x? 1
T da= —— ) de="+= de="—+-In(z®>+1)+C
/x2+1 v /(erz?-l—l) v 2+2/z2+1 Rt Gl

ANAA

Ejercicio 7. Calcular el drea comprendida entre la pardbola y = 22 y la recta y = 4.

Solucion:

Los limites de integracién se obtienen resolviendo el sistema:

y=4
y=a°

Quedaxz=—-2yz=2.

El 4rea es:

2 2 z
S:/ (4—&:2)dx:2/ (4—:(:2)(1:6:2[43:——
-2 0
AlAA
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Ejercicio 8. Dada la funcién f(x) = xe?® calcular el drea comprendida entre el eje OX y la grafica de
f(x) entre —1 <z < 1.

Solucion:

No hace falta saber dibujar la grafica pero hay que darse cuenta que entre —1 y 0 la funcién es negativa, y entre 0 y 1 es
positiva.

La integral indefinida se hace por partes:

u=zx du = dz
1
dv = e2* dz v:aeh

1 1 1 1
/:):ezz dxzfmezsz/e% do = = pe?® — Z 2%
2 2 2 4

El area la calculamos mediante dos integrales:

0 1 1 0 1 1 1 13
/ ze?® de = | = ze?® — — 2 =—— —(—Ze?2—Ce?2)=—- 42
-1 2 4 _1 4 2 4 4 4
1

! 1 1 ! 1 1 1 1
/ ze?®dr = |—xe®® -~ 2| = (e -Ze?) (=) =-+-¢°
0 2 4 0 2 4 4 4 4

El area se obtiene sumando la segunda integral y la primera cambiada de signo:
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11. Matrices y determinantes (1)

Ejercicio 1. Calcular el siguiente determinante:

2 1 -1 0
0o 2 1 =2
1 0 2 0
-1 2 0 4
Solucion:
2 1 -1 o0 2 1 -5 0
0 2 1 —2 0 2 1 —2
1 0 2 o|l=|/1 0 0 o0 Cs = U5 -2
-1 2 0 4 -1 2 2 4
1 -5 0
=12 1 —2 desarrollando por la 3? fila
2 2 4
1 0 0
=12 11 =2 Cy — Cy +5C
2 12 4
11 -2 .
= desarrollando por la primera fila
12 4
=44+24 =168

AMAA

Ejercicio 2. Dada la matriz

2 -1
5= (0 )
calcular una matriz X que cumple B2X — BX + X = B.

Solucién:
Calculemos en primer lugar B2:
32:2—12—1:4—5
0o 3 0o 3 0 9
Sacando X factor comin en el primer miembro de la ecuacién:

(B2—B+1)X=B; X=(B*-B+I7'B
Entonces:

2 (4 -5 2 -1 1 0\ _ (3 —4
B_BJ“I*(o 9)_(0 3)+(0 1)*(0 7)
_ 1 /7 4
2 1_
(B2—B+1) _21(0 3)
Finalmente:
o L7 4y (2 -1\_1 1 5
“921\0 3/\0 3) 7 921\0 9

AMAA

Ejercicio 3. Calcular el rango de la matriz:

m—1 1 m 1
A= 1 m—1 m 1
1 1 2 m-—1
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segun los valores del parametro m.

Solucion:

El problema resulta més sencillo si nos damos cuenta que Cs = C1 + Ca. Entonces:

m—1 1 m 1 m—1 1 1
rango A = rango 1 m—1 m 1 = rango 1 m—1 1
1 1 2 m-1 1 1 m—1

Vamos a calcular el determinante de esta matriz. Teniendo en cuenta que todas las filas suman lo mismo, sumando C3 y
C3 a (17 resulta:

m—1 1 1 m+1 1 1
1 m—1 1 =im+1 m-—1 1
1 1 m—1 m—+1 1 m—1
1 1 1
=(m+1)|1 m-1 1
1 1 m—1
1 1 1

=(m+1)0 m-2 0
0 0 m — 2

= (m+1)(m —2)?
El determinante se anula para m = —1 y m = 2. Entonces:

— Si# —1y m # 2 el determinante es distinto de cero y el rango de la matriz es 3.

— Sim=-1:
-2 1 1
rango A = rango 1 -2 1 ]=2
1 1 -2
— Sim=2:
1 1 1
rango A=rango [1 1 1| =1
1 1 1
AAAA

Ejercicio 4. Dadas las matrices:

1 0 0
1 3 4 1 01 0
A=[1 0 2 2 y M=
-1 2 0 -2 000
0 0 1
Calcular, si es posible, la inversa de la matriz AM.
Solucion:
Calculamos la matriz AM:
1 3 4 1 é ? 8 1 3 1
AM = 1 0 2 2 0o 0 ol~= 1 0 2
-1 2 0 -2 0 0 1 -1 2 =2
El determinante de esta matriz es:
1 3 1 1 3 1
[AM|=]1 0 2|=]1 0 2/=-2
-1 2 =2 0 2 0

La matriz adjunta:
—4 0 2
adjAM =8 -1 -5
6 -1 -3
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La matriz inversa es:

L (-4 8 6
(AM)"t=—-=0 -1 -1
2\2 -5 -3

AAAA

Ejercicio 5. Dada la matriz:
—a 0 a
A= a a-1 0

0 a a+2

se pide:

(a) Estudiar el rango de A segin los valores del pardmetro a.

(b) Para qué valores de a existe la matriz inversa A=1? Calcular A~! para a = 1.

Solucion:

(a) Calculamos el determinante de la matriz:

—a 0 a —a 0 a

a a-—1 0 |=|0 a-1 a |=-a((a—1)(a+2)—a?) =—ala—2)

0 a a+2 0 a a+2

Podemos distinguir tres casos:
— Sia#0ya#2, el rango de la matriz es 3.

— Sia=0:
0O 0 O
rango A=rango [0 —1 0| =2
0 0 2
— Sia=2:
-2 0 2
rango A=rango | 2 1 0] =2
0 2 4

(b) La matriz tiene inversa para a # 0y a # 2.
Para a = 1:

-1 0 1
A=|(1 0 0
0o 1 3

El determinante de A es igual a 1.
La adjunta de A es:

0 -3 1
adjd=[1 -3 1
0 1 0

La matriz inversa es:

ANAA

38
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12. Matrices y determinantes (2)

Ejercicio 1. Calcular el siguiente determinante:

0 1 -1 3
2 3 -1 4
-1 5 3 0

-3 -2 -1 -1

Solucién:
0 1 -1 3 0 1 0 0
2 3 -1 4 2 3 2 -5
1 5 3 ol =121 5 8 _15 C3 = C3+Ca, Cy — Cyq —3C2
-3 -2 -1 -1 -3 -2 -3 5
2 2 -5
=—|-1 8 -15 desarrollando por la primera fila
-3 -3 5
2 2 1
=5|—-1 8 3 sacamos factor comuin
-3 -3 -1
2 2 1
=5|-7 2 0 Fy — Fy —3Fy, F3 - F3+ I
-1 -1 0
-7 2
=5 1 _1 desarrollamos por la tercera columna
=45
ANAA

Ejercicio 2. Calcular el rango de la matriz

1 2 4 2
2 1 5 -1
A= 1 0 -2 1
2 1 5 2
Solucion

Por el método de Gauss. Ponemos ceros en la primera columna:

1 2 4 2
0o -3 -3 -5
rango A = rango 0 2 9 3 Fy — Iy —2F), F3 - I3+ F, Fy — Fy —2F
0o -3 -3 -2
1 2 4 2
0o -1 -1 -2
=rango | o, 9 3 Fy —» Fo + F3
0o -3 -3 -2
1 2 4 2
= 0 -1 -1 =2 F3 — F3 +2F>, Fy — Fy — 3F
=rango |, 0 —1 3 3 2, I'q 4 2
0o 0 0 4
1 2 4 2
=rango |0 -1 -1 =2 puesto que Fy = —4F3
0 0 0 -1

39
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ANAA

Ejercicio 3. Resolver la ecuacién:

Solucion

Desarrollamos el determinante y resulta la ecuacién:
z4+4z—1)4+2-2-2-2%(xz—-1)=0; —2® 42?246 -8=0
La ecuacién tiene una raiz x = 2. Factorizamos:

-1 1 6 -8
2 -2 -2 8 — (z-2)(-z?—-24+4)=0; —(z—=2)(z®+x—4)=0
|-1 -1 4 0

Una solucién es £1 = 2. Las otras son:

—1++/1+416
r=——— —
2
es decir:
14 V17 -1 —-V17
T2 = T > T3 = 9

ANAA

Ejercicio 4. Sea la matriz:

-m 0 m
M= m m-1 0
0 m m+ 2

(a) Estudiar el rango de M segin los valores del pardmetro m.

(b) ;Para qué valores de m existe la matriz inversa M ~1? Calcular M ~! para m = 1.
Solucién

(a) Calculamos el determinante de la matriz:

-m 0 m -m 0 m
m m-—1 0 |=|/0 m-1 m | =-m((m-1)(m+2) —m?) = —m(m-2)
0 m m+ 2 0 m m+ 2

Podemos distinguir tres casos:
— Sim # 0y m# 2, el rango de la matriz es 3.

— Sim=0:
0 0 O
rango A=rango |0 —1 0] =2
0o 0 2
— Sim=2:
-2 0 2
rango A = rango 2 1 0]=2
0 2 4

(b) La matriz tiene inversa para m # 0y m # 2.
Param =1:
-1 0 1
A=11 0 O
0o 1 3
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El determinante de A es igual a 1.
La adjunta de A es:

0 -3 1
adjidA=[1 -3 1
0 1 0

La matriz inversa es:

0 1 0
Al=(-3 -3 1
1 1 o0

ANAA

Ejercicio 5. Dadas las matrices:

0 1 2 4 -1 1 -2
A=1-2 -1 0] ; B=|-2 -3 -7 -8
1 a 1 3 2—a 3+a 3

se pide:

(a) Estudiar el rango de la matriz B en funcién de a.

(b) Para a = 0, calcular la matriz X que verifica AX = B.

Solucion

(a) Tomamos tres columnas de la matriz B y calculamos su determinante:

4 -1 =2
-2 -3 —8|=6+36(2—a)—42 = —36a + 36
3 2-a 3

El determinante se anula para a = 1. Pueden ocurrir dos casos:
— Sia#1 el rango de la matriz es 3.
— Sia=1:

4 -1 1 =2 4 -1 1 4 -1
rangoB =rango | -2 -3 -7 —8| =rango |—2 -3 7| =rango | —-14 O
3 1 4 3 3 1 4 7 0

(b) Para a =0 la matriz A es:

0 1 2
A=|-2 -1 0
1 0 1

El determinante de A es igual a 4. Calculemos su inversa:

1 2 1 L[ -2
adjA=[-1 —2 1| ; ATl=2|2 -2 —4
2 —4 2 4\1 1 2
Entonces:
L1 12 4 1 1 -2 1 2 3 4
X=A"'B=Z-|2 -2 —a||l-2 -3 -7 —8|=[0o -1 1 o
4\ 1 2 3 2 3 3 2 0 0 -1

ANAA
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13. Matrices y sistemas (1)

Ejercicio 1. Dado el sistema homogéneo:

kx+y—2z=0

—z+ky+z=0

r+(k+1)y=0
averiguar para qué valores de k tiene soluciones distintas de x = y = z = 0. Resolverlo en esos casos.
Solucién:

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

k 1 -1 k 1 -1
1k 1|=|k-1 k41 0 :(_1)"“;1 :i‘ :(—1)(k+1)‘k11 H = (~1)(k+ D)k —2)
1 k+1 O 1 k+1 0
El determinante se anula para k = —1 y k = 2. Para estos valores, el rango de la matriz de coeficientes sera menor que 3 y
el sistema serd compatible indeterminado.
Sea k = —1. Elegimos dos ecuaciones independientes:
—rx+y—2=0
—x—y+z2=0
Una solucién particular del sistema es:
1 -1 -1 -1 -1 1
TEll 1|0 Y=y —1‘*2’ Z*'—l —1‘*2’

Por las propiedades de los sistemas homogéneos otra solucién es ésta dividida por 2, o sea (0,1, 1).
La solucién general es (0, A\, \)

Sea ahora k = 2. Elegimos dos ecuaciones independientes:
20 +y—2=0
—x+2y+2=0

Calculamos una solucién particular del sistema:

1 -1
2 1

-1 2
=3; y:‘l —1’:_1; Z:'—1 2

La solucién general es (3X, —\, 5A).

xr =

ANAA

Ejercicio 2. Dada la matriz:

2a 1 -1
M=1[2 1 -—-a
2 a 1

(a) Determinar el rango de M segun los valores del pardmetro a.
(b) Determinar para qué valores de a existe la matriz inversa de M. Calcular dicha matriz inversa para
a=2.
Solucién:

(a) Calculamos el determinante de la matriz:

2¢ 1 -1 a 1 -1
2 1 —a|=21 1 —a|/=2(@—a—a+1+a>-1)=2a(a®-1)
2 a 1 1 a 1

El determinante se anula paraa=0,a=—-1y a = 1.
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— Sia¢ {0,—1,1} el determinante es distinto de cero y el rango de la matriz es 3.

— Sia=0:
0 1 -1
rango (2 1 0] =2
2 0 1
— Sia=-1:
-2 1 -1
rango 2 1 1 =2
2 -1 1
— Sia=1:
2 1 -1
rango (2 1 —1] =
2 1 1

(b) La matriz inversa existe si a ¢ {—1,0,1}.
Para a = 2 el determinante de la matriz es 12. La matriz es

4 1 -1
M=(2 1 =2
2 2 1

Calculamos la matriz adjunta:

5 —6 2
adjM=[-3 6 —6
-1 6 2

La matriz inversa es:

ANAA

Ejercicio 3.

a) Hallar todas las matrices A = |¢ | distintas de 00 tales que A% = A.
0 b 00

(b) Para una cualquiera de las matrices calculadas en el apartado anterior calcular:

A+ A2+ A%+ + A%

Solucion:

(a) Calculamos A?:

q2_(a a a a\ _(a? a®>+ab
“\0 b)\O b)\O b?

Para que A2 = A debe cumplirse:

a?=a
a?4+ab=a
b2 =b

Las soluciones son a =0, b=1o0 a =1, b =0, es decir, las matrices

G o) )

(b) Si A%2 = A también las demés potencias son iguales a A. Entonces:

A+ A2+ A3 4.+ A%0 =204
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Por ejemplo, si

1 1 20 20
a=(g o) a=(7 )

ANAA

Ejercicio 4. Dado el sistema de ecuaciones lineales

z4+2y+ (k+1)z=-1
kx+y+z=k
(k—1z—-—y—22=k+1

se pide:

(a) Discutirlo segtn los distintos valores del pardmetro k.

(b) Resolverlo cuando tenga infinitas soluciones.
Solucién:

(a) Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

1 2 k+1
k 1 1 |=—2—k(k+1)+2k—1)— (k—1)(k+1)+ 1 + 4k = —2k> + 5k — 2
k—1 -1 -2
El determinante se anula para k = 2 y para k = % Pueden darse los siguientes casos:
— Sik#£2yk# %, rango (A) = rango (A*) = 3. El sistema es compatible determinado.
— Si k =2 el rango de la matriz de coeficientes es 2. En cuanto a la matriz ampliada:

1 2 3 -1 1 2 -1 1 2 -1
rango | 2 1 1 2 =rango | 2 1 2 | =rango [0 -3 4 | =2
1 -1 -2 3 1 -1 3 0 -3 4

El sistema es compatible indeterminado.
— Sik= % el rango de la matriz de coeficientes es 2 y el de la matriz ampliada:

3 3
Lezoy Al 2 5 1 2 3 -2 0 -5 4
rango % 1 1 % =rango | 1 1 % =rango | 1 2 1 | =rango| 0 -2 4
L : ; 1 —4 1 -4 3
-1 2 2 -1 -2 3

El rango es igual a 3 y el sistema es incompatible. Para calcular este rango primero hemos suprimido la primera
columna que es dependiente de la segunda, luego hemos multiplicado la segunda y la tercera columna por 2
para operar con enteros y hemos puesto ceros en la primera columna.

(b) El sistema tiene infinitas soluciones para k = 2. Elegimos dos ecuaciones independientes, por ejemplo, la primera y
la segunda:

z+2y+3z=-1
2e+y+z2=2

Tomamos £ = A como parametro:
2u+3z=—-1—X\
y+z=2-—2)\
El determinante de la matriz de coeficientes es igual a —1. Entonces:

2 —1-2A
1 2-2Xx

-1-X 3

y:_‘2—2)\ 1 =—5+3X

’ =T7—5\; z=— ’
La solucién del sistema es (A, 7 — 5\, —5 + 3X).

AdAA
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14. Matrices y sistemas (2)

Ejercicio 1. Dado el sistema:
r—2y+3z=1
2x4+y—2=2

hallar dos constantes a y 8 de manera que al anadir al sistema anterior una tercera ecuacion bx+y+az =
3, el sistema que resulta es compatible indeterminando.

Solucion:

Si anadimos la nueva ecuacién el sistema puede representarse por la siguiente matriz ampliada:

1 -2 3 1
A* =2 1 -1 2
5 1 a p

El rango de la matriz de coeficientes y de la matriz ampliada debe ser igual a 2:

1 -2 3 1
rango | 2 1 -1 2| =2
5 1 a B

Por consiguiente, todos los determinantes de orden 3 que se pueden formar con las filas y columnas de la matriz deben ser
iguales a cero. En particular:

1 -2 3 1 -2 3

2
2 1 —1|=lo 5 —7 |=5(@—-15)+77=0; a=-=
5 1 a 0 11 «a—15 5

1 —2 1

2 1 2/=0; B8=5

5 1 8

ANAA

Ejercicio 2. Considérese el sistema de ecuaciones lineales:

r+(m+1y+2z=-1
mr+y+z=m

I-mz+2y+z=-m-—1

(a) Discutir el sistema segun los valores de m.

(b) Resuelva el sistema para m = 2. Calcular, si es posible una solucién para la que z = 2.
Solucioén:

(a) Calculamos el determinante de lamatriz de coeficientes:

1 m+1 2
m 1 =141-m?+4m—-21-m)—2—m(m+1)=—-2m? +5m—2=—(m—2)(2m — 1)
1—-m 2 1

El determinante se anula param =2y m = % Pueden darse los siguientes casos:

— Si#2ym# % los rangos de la matriz de coeficientes y de la matriz ampliada son iguales a 3. El distema es
compatible determinaado.

— Sim = 2 el rango de la matriz de coeficientes es 2. El rango de la matriz ampliada es:

1 3 2 -1 1 2 -1 1 2 -1 1 2
rango [ 2 1 1 2 | =rango| 2 1 2 | =rango |0 -3 4 | =rango (0 3 4 ) =2
-1 2 1 -3 -1 1 -3 0o 3 -4

El sistema es compatible indeterminado.
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— Sim= % el rango de la matriz de coeficientes es 2. El rango de la matriz ampliada es:

1 2 2 -1 2 2 3.2 —2 -1 0
rango % 1 1 % =rango [ 1 1 % =rango |2 1 1 = rango 2
121 -3 2 1 -3 4 1 -3 0

El sistema es incompatible.
(b) En este caso solo hay dos ecuaciones independientes. Tomemos las dos primeras:

z+3y+2z=-1
2e+y+2=2
Tomando z = A\ como parametro:
z+3y=-—1-2X
e 4+y=2-—2A

Resolvemos por la regla de Cramer:

_ _1]-1-2x 3_27})\
r= 50 2—X\ 1 5 5

_ 15 7172)\_7§7§>\
Yy 512 2-X |7 5 5

La solucién es (% — %A,—% — %)\,)\).

Para obtener una solucién en que z valga 2, basta hacer A = 2. As{ obtenemos (1, —2,2).

AAAA

Ejercicio 3. Discuta y resuelva cuando sea posible el sistemas:

Ar+2y+2=0
At —y+2z=0
T—Ay+22=0

Solucion:

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

A2 1
A -1 2l=—=22-XA2 44414222 —4A =22 —6A+5
1 =X 2

El determinante se anula para A=1y A = 5.

Pueden darse los siguientes casos:

46

— SiA# 1y X\ #5 el rango de la matriz es 3 y el sistema es compatible determianado. Solamente tiene la solucién

trivial z =y = 2 = 0.

— SiA=10 A=05 el rango es menor que el nimero de incégnitas y el sistema es compatible indeterminado.

Para A = 1 hay dos ecuaciones independientes:

{z +2y4+2=0
r—y+22=0
Una solucién particular del sistema es:

= LTI N EE TR
La solucién general es (5X, —A, —3X).
De la misma manera para A = 5 dos ecuaciones independientes son:

{5x +2y4+2=0

S5t —y+22=0

Una solucién particular es

T = _21 ;—5, y:‘; g’:—5; z:’g _21’——15
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o, por las propiedades de los sistemas homogéneos (1, —1, —3). La solucién general es (A, —X, —3)\).

ANAA

Ejercicio 4. Resuelva la ecuacién matricial:
B(2A+1)=AXA+B
siendo:

1 -1 12
=) e A)

Solucion:

)

Puesto que la matriz B es invertible:

AXA=B(2A+I)—B=2BA+B—-B=2BA multiplicando a izquierda y derecha por A~}
ATTAXAATL =2471BAAT!
X =2A"'B
Entonces:
X= ((1) i) (31 31) =2 (701 31) - (92 32)
LY L}

Ejercicio 5.
(a) Siendo M una matriz invertible, despejar X en:

(X +M)?* - XM =1+ X?

(b) Resolver la ecuacién anterior cuando:

Solucion:

(a) Desarrollando el cuadrado:
X2+ XM+MX+M?>—XM=1+X?
MX =1— M?
X=M1tI-M)=M1-MM2=M"1-M

(b) Calculamos la inversa de M:

1 -1 1 1 -1 1 1 1 -1
M| =|-1 0 —-1|=|0 -1 0|=-1; adjM=(2 1 -1
0 1 1 0 1 1 1 0 -1

de modo que:

-1 -2 -1
M t=[-1 -1 o0
1 1 1

y, finalmente:

-1 -2 -1 1 -1 1 -2 -1 =2
X={-1 -1 0|—-|{-1 O -—-1|J=(0 -1 1
1 1 1 0 1 1 1 0 0

ANAA



