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1 FUNCIONES. LIMITES. CONTINUIDAD

1. Funciones. Limites. Continuidad

Ejercicio 1.
(a) Dibujar la grifica de la funcién y = 2% — 2z — 3 y, a partir de ella, dibujar la grafica de:
y = |2? — 22 — 3|
(b) Representar la funcién:

J(@) =In(z +2)

Solucion:

ANAA

Ejercicio 2. Calcular el dominio de definicién de la funcién:

(x —3)2(x 4+ 2)
2 —1

fz) =

Solucion:

El dominio de la funcién es el conjunto:

D:{xeR\WEO}

El signo de la fraccién estd dado por el siguiente esquema:

+ +

0 ! E 0
| | | |
[ [ [ [
-2 -1 1 3

El dominio es el conjunto [—2, —1) U (1, 00).
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Ejercicio 3. Calcular la funcién inversa de:

9 Tz —3
z)=In(z"+1); )=
f@) =@+ 1) gl =S
Solucién:
Intercambiamos las variables y despejamos:
c=In(y*+1); y*+1=€¢"; y=[f"a)=Ver -1
Procedemos de la misma manera con la funcién g:
-3 3 3
e=Y"20  seqay=y-3; Se+3=y-ay; y=g (@)= o
y+3 11—z
LI T
Ejercicio 4. Calcular los siguientes limites:
(a) lim (\/1’2—51’+1—\/932+3> (b) lim sen 2z In(1 + )
z—00 z—0 1 —cosz
Solucién:
Va2 =5z +1—+vV22+3) (Va2 -5z + 1+ V22 +3
(a) lim (\/x275x+17\/x2+3): Iim ( )< )
T— 00 T—00 \/CIZ2 —br+1+ \/:132 +3
, 22 —b5r+1—22-3
= lim
z—oo /22 —5x+14++22+3
, —5x
= lim —
rz—oo 2
5
T2
(b) . sen2zlIn(1+ x) . 2z-z
lim = lim — =4
z—0 1—cosx z—0 %
AAAA

Ejercicio 5. Calcular los siguientes limites:

() lfm ~— Y2~ % (4) lm (222 o
z—1 22 — 3+ 2 z—oo \x — 1
Solucién:
I 1—\/2—1‘_1, 1-vV2—-2)(1++v2—-2x)
(a) xT1x2—3x+2_xl—>ml (z2 =3z +2)(1++v2—1)
; 1-24cz
= lim
z=1 (22 — 3z +2)(1 + 2 —z)
; x—1
R TP TRy
, 1
= T va—n)
1
T (1-2)(1+ VD)
__1
T2

(b) Es una indeterminacién del tipo 1°°:

) o452+ ) (:7:+5 71)_232 ) (z+5—2+1)(2z) ) 120 12
lim = lim e\=-1 lim e z—1 = lim e= =e
T—00 r—1 T—00 T—»00 T—00
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Ejercicio 6. Estudiar la continuidad de la funcién:

fz) =

23 —222 -2

22—z —2
Solucién:
Los puntos de discontinuidad son z = -1y x = 2.
Enz=-1:
; 23 — 222 4 —2 —6
Im ———— = — =00
z——-1 g2 —x—2 0

Hay una indeterminacién de salto infinito.

Enz=2:
, a3 2024z —2 . (z—2)(2%+1) ., (2241 5
lim = lim = lim ~—~% = —
=2  z2—x—2 =2 (z+1)(z—2) =z—=2 (z+1) 3

En z = 2 hay una discontinuidad evitable

ANAA

Ejercicio 7. Demostrar que las gréficas de las funciones f(x) = 1 — 22 y g(x) = cosx — 1 se cortan en
un punto c. Calcular la parte entera de c.

Solucion:

El problema es equivalente a demostrar que la funcién
Fz)=1—2%—cosz+1=—2%—cosz+2

se hace cero en algiin punto.

— F es continua en [0, 7]
— F(1l)=—-1—-cosl4+2=1—-cosl1>0
— F(2)=—-4—cos2+2=—-2—-cos2<0

Por el teorema de Bolzano, existe ¢ € (1,2) tal que F(c¢) = 0. Las dos curvas se cortan en z = c. La parte entera de ¢ es
igual a 1.

ANAA

Ejercicio 8. Calcular las asintotas de la funcién
- B —x+2

y= "
Solucion:

Las rectas * = 0 y « = 1 son asintotas verticales porque
o —xz+2 2 —z+2
lim ———— =0 lim ———— =
x—0 x2 —x x—1 xQ —x
No hay asintota horizontal porque
o oxd—x+2
lm —— =00
Tr—r 00 :(jz — T
Calculemos la asintota oblicua:

; »—x+2 1
m= lim —— — =1
z—=oo g2 — g T
, 23—z 42 . 23—+ 2— a3 + 22
b= lim ——— — x| = lim =1
T —r 00 1271 r—r0o0 12733

La asintota es y = = + 1.

ANAA



2 DERIVADAS 6

2. Derivadas

Ejercicio 1. (2 puntos) Derivar las siguientes funciones

1 2x —x
(a) y=— (b)) y=e**+3e % -2
N3
(C) y:4tg3 2z (d) y_3625en2x
1 Inz
e = artg — _
(e) y L () y="—
.132—1 (h) yfxcosa:
Iny/ ——
(9) y oY
Solucién:
_1. o l-s___1
(a)y—ﬁ. Yy 21 2 = VG
(b) y=e2+3e7—2: ¢ =€ .24 3¢ 7(—1)
(¢) y=4tg32z: ¢ =4-3tg’20 ——-
cos< 2x
(d) y=36258“21: y'=3ezscn2‘"c-2-QSenm-cosx
_ 1 S S G
() y= artg—: y_1+(§)2 ( IQ)
Inzx %%2—2$11’1$
(f) y:?: I—T
_ z2-1 1 2 o\ 9 ] ,_1( 2z 2z )
(g)y_ln”rQJrl_Z(ln(x 1) —In(z* + 1)) : v=slm7 2
(h) yZICOSZ :eh’lZCOSI: y/:elnzcosz (lcosxfsenxlnx)
T
AMAA

Ejercicio 2. Hallar a, by ¢ de modo que la funcién f(x) = 23+ ax? + bx + ¢ alcance en = 1 un maximo
relativo de valor 2, y tenga en « = 3 un punto de inflexién.
Solucién:
Las derivadas de la funcién son:
f(x) =322 +2az + b
f’(z) = 6z + 2a

Tenemos las siguientes condiciones:

f)y=2 l+a+b+c=2

(=0 = 34+2a+b=0

f(2)=0 184+2a =0
Resolviendo el sistema se obtiene a = -9, b=15y c= -5

ANAA

Ejercicio 3. Hallar los maximos y minimos relativos y los puntos de inflexién de la funcién:

322+ +3
o) =—myi—
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Solucion:

Calculamos la derivada:
Flw) = (6 + 1)(z2 +1) — 22(3z2 + = + 3) _ —z2+1
(12 + 1)2 (I2 + 1)2

El signo de la derivada estd dado por:

Hay un minimo en x = —1 y un méximo en x = 1.

Calculemos ahora la derivada segunda:
(@) = (—22)(x2 + 1)2 — 2(22 + 1) - 22(—22 + 1) _ (—2z)(x2 +1) —2-22(—22 + 1) _ 2z — 6z _ 2x(x2 — 3)
@2+ 1) @2+ 1)? @07 @+ D?

El signo de la derivada segunda esta dado por:

0
|
-V3 V3

Hay puntos de inflexién en & = —v/3, 2 = 0, = /3.

ANAA

Ejercicio 4. (2 puntos) Dada la funcién:

3

flz) = m
se pide:
(a) Hallar las asintotas de su gréfica.
(b) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa = = 2.

Solucion:

(a) Hay una asintota vertical x = 3 y una asintota oblicua y = = + 6.

(b) El punto de tangencia es (2,8). La derivada de la funcién es

_ 32%(x—3)2 —2(x —3)z® _ 3z%(z—3) —223 23 —9a?

!
F® @3 @-3° @3
La pendiente de la recta tangente es
m=f(2) =28

y la ecuacion de la tangente es

y—8=28(z—2)

ANAA

Ejercicio 5. Halla el drea del tridngulo formado por el eje X y las rectas tangente y normal a la curva
de ecuacion

y=-
X
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en el punto de abscisa x = 2.

Solucion:

N

05

0.5

— La ecuacién de la recta tangente en el punto de abscisa 2 es:

1 1
——=—=(x -2
y—5=—7@-2
y la ecuacién de la normal:
1
——=4(x -2
y-—5=4@-2)
— Las intersecciones de estas rectas con el eje de abscisas son
y-1=-l@-2  [y-i=4@-2
y=0 7 y=0

y obtenemos los puntos A1 (4,0) y Ao (%5,0).

— El drea del tridngulo es:

ANAA

Ejercicio 6. Obtener los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién

B Inx

fz) =

22
Solucion:

Calculamos la derivada:

.22 _9ozlnzx z—2zxlnz 1-2z

/ xTr) = €z =
f'(z) " g "
La raiz del numerador es:
1
1-2lnz=0 =— ln;r:§ = z=+e

El denominador tiene una raiz triple = 0 pero en ese punto no existe la funcién. El signo de la derivada se representa en
el siguiente esquema:

0
|
{

=%
S ——
+

Ve
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La funcién es creciente en (0, /e) y decreciente en (1/e,00). En el punto z = y/e hay un méximo local.

ANAA

Ejercicio 7. Demostrar que la ecuacién 1 + 2z + 322 + 423 = 0 tiene una tinica solucién real.

Solucién:

El problema es equivalente a demostrar que la funcién
F(z) =1+ 2z + 32% + 423

se anula para un Unico valor de x.

— La funcién F(z) es continua en R y ademés F'(0) =1 >0y F(—1) = —2 < 0. Por el teorema de Bolzano, existe un
punto £ € (—1,0) en donde F (&) = 0.
— La funcién F(z) es derivable y su derivada es
F'(z) = 2+ 62 + 1227

Como el discriminante del polinomio de segundo grado es negativo la derivada no se anula para ningtn valor de x.
Entonces, por el teorema de Rolle, no puede haber dos ceros de la funcién pues, entre ellos, deberia haber un cero

de la derivada.

ANAA

Ejercicio 8. Calcular:

1 1 esenr —x
: — b) Im ——————
((1,) g{L}Hll <1n$ x-l) ( ) xll)l’%) 21’2+I4

Solucién:
1
1 1 —1-1 - -1 1
(a) h’m<—f )zlmuzlﬁniﬂlzlﬁn x = lim ==
z—=1\lnz x-1 z—=1 (z—1)Inx  z—1 Inz+*= e=lzlhet+z—1 eo=lhhz+l1+1 2
., €e%senz —x ., e%senz+e®cosx — 1 ., e%(senx 4 cosx) — 1
(b) lim = lim = lim
z—0 2x2 4+ g4 z—0 4x + 43 z—0 4z + 4z3
” e*(senx + cosxz) + e*(cosz —senz) 1
= lim i
x—0 4+ 1222 2

En ambos limites hemos aplicado la regla de I’Hopital.

ANAA

3. Derivadas e integrales

Ejercicio 1. Derivar las siguientes funciones

1 b =sen®z
(a) y= s (®) y

(¢) y=1—-Intga (d) y=3e "
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— arsen L (Inz)?
(e) y= arsen — f) y= "
/14 sen?x (h) y =22 artg 3z
= l _—
(9) y=1n 1—sen?z

Solucion:

1
(@ ¥ =—56* 17720

(b) v =3sen?zcosz

1 1

c =—-—"
() v tgx cos?zx

(d) ¥ = 3e<°5” @ . 2 cos x(—senz)

1 1 -1

/
e = (=)= —
(e) y L ( xQ) 2 — 1

x2

, 2z 1 -z — (Inz)? _ 2Inz— (Inz)?
f) ¥ = o = o
(¢) v = 1 2senxcosx 1 —2senxcosx
9=y 1+sen2z 2 1—sen?z

3
(h) y' =2z artg 3z + 15022 z2

Ejercicio 2. Calcular:

Vaz+1-1 2. lim (352—1)tgE

L. 3113% R T 1+ 2
Solucion:
5 2z
vV 1-1 2 1 1
(a) lim il = lim Y5 iy = =
z—0 2 z—0 2x z—0 24/22 + 1 2
2
T e —1 2x 4
b) lim (2 —1)tg — = lim = lim ==
( ) z—>1+( ) & 2 z—1 cotg% z—1 — (1 +cotg2 %) % .
AN

Ejercicio 3. Se considera la funcion

se pide:
(a) Obtener la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto de abscisa x = 0.

(b) Estudiar la existencia de asintotas horizontales y verticales de la funcién f y, en su caso, determi-
narlas.

(¢) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién y sus extremos relativos en el caso
de que existan.

Solucion:
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(a) Calculamos la derivada:

—e (22 + 1) — 2ze™® —e (2?2 4+ 2x 4+ 1) —e (x4 1)2

fO=""@wy = @i @+
La pendiente en el punto xg = 0 es:

m=f'(0) = -1
y la ordenada del punto de tangencia es:

yo=f(0)=1
La ecuacién de la tangente es y — 1 = —x.

(b) No hay asintotas verticales.
La recta y = 0 es asintota cuando z — oo pueesto que

—x

Sin embargo no es asintota cuando x — —oo.

(¢) La derivada se anula en z = —1. Este punto no es un extremo local pues el signo de la derivada responde al siguiente
esquema:

La funcién es siempre decreciente.

ANAA

Ejercicio 4. Dada la funcion:

1
flz) = -
se pide:
(a) Hallar la ecuacién de la recta tangente a su gréfica en el punto (a, f(a)) para a > 0.

(b) Hallar los puntos de corte de la recta tangente hallada en el apartado anterior con los dos ejes
coordenados.

(¢) Hallar el valor de a > 0 que hace que la distancia entre los dos puntos hallados sea minima.
Solucién:

(a) En el punto z = a la funcién toma el valor % La derivada de la funcién es f/(z) = —I%. La pendiente de la tangente
en el punto a serd

1
a2

m=—

y la ecuacion de la tangente es

1 1

——=—-——(rz—a
v pel )

(b) Las intersecciones de esta recta con el eje de abscisas:

D D R
{y =@ 404,0)
y=0

y con el eje de ordenadas

1 _ 1
{y—a—az(m_a) . B@yg)
=0 a
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(¢) El cuadrado de la distancia entre estos dos puntos es:

4
F(a):4c12+a—2

Si la distancia es minima, la derivada debe ser cero:

dF 8
0 = da*-1=0 = =1

ANAA

Ejercicio 5. Calcular las integrales:

4z 1
W [ © [ 1555 d
9 z+1
(b) /:C Inz dz (d) /xQ—de
Solucién:

4x 2z 2
(a) /mdx:2/$2+ldx:21n(a: +1)+C

(b) Por partes

u=Inzx du=-—dx

3

8 8|~

dv=2%dz v=

|

Entonces
1 a3

1 1 1
/lena:d:r::7x3lna:—f/x2dx:7x31nx—7—+C
3 3 3 3 3

1 1 1
——dr= [ ——— dx = = artg (3 C
(¢) /1+9$2 z /1+(3a7)2 x 3arg( x) +

(d) Descomponemos en fracciones:

z+1 _ A " B :A(x—3)+B(:c+3) . A:l; B:g
22-9 43 x-3 (z —3)(z + 3) 3 3
Entonces:
z+1 1 2
/x279:§ln|x+3\+§ln|x73\+c

AlAA
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4. Examen global de calculo

Ejercicio 1. Dada la funcién f(x) = xe?® dibujar su grafica indicando

(a) Su dominio y asintotas
(b) Intervalos de crecimiento y decrecimiento y méximos y minimos relativos

(¢) Intervalos de concavidad y convexidad y puntos de inflexién.
Solucién:

(a) El dominio de la funcién son todos los nimeros reales.

No hay asintotas verticales. Veamos las horizontales:

lim ze?® = oo
&Tr—r 00

2

lim zex =0

Tr—r0o0
La recta y = 0 es asintota en —oo.

(b) Calculemos la derivada:

f(x) = e2® + 22T = 2¥(1 + 22)

La derivada se anula en z = f%. El signo de la derivada esta dado por:
0
l
_1
2
La funcién es decreciente en (—oo, —%) y creciente en (—%, oo) Hay un minimo en = = —%.
(¢) Calculemos la segunda derivada:
f'(x) = 2e®® +2e2* (22 + 1) = 2 (4 + 4)
La segunda derivada se anula en £ = —1. Su signo es:
0
- +
|
l
-1
La funcién es convexa en (—oo, —1) céncava en (—1,00). Hay un punto de inflexién en x = —1. La gréfica de la

funcién es como sigue:

AAAA
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Ejercicio 2. (2 puntos) Hallar a, by ¢ de modo que la funcién f(z) = 2® +ax? + bx + ¢ alcance en x = 1
un méximo relativo de valor 2, y tenga en z = 3 un punto de inflexién.

Solucion:

Tenemos las siguientes condiciones:

J) =2
ray=o
1"3)=0

Calculamos las derivadas
f(x) =322 +2ax+ b
' (z) = 62+ 2a

Sustituyendo se obtiene a = —9, b = 15, ¢ = —5.

ANAA

Ejercicio 3. Dada la funcién:

In(z+1
x +n(m )

f(x):x2—4 z+1

se pide:
(a) Determinar el dominio de f y sus asintotas.

(b) Calcular la recta tangente a la curva y = f(z) en z = 0.
(¢) Calcular [ f(z) dx

Solucion:

(a) Para que exista el logaritmo debe ser # > —1. Ademds, los denominadores deben ser distintos de cero. El dominio es
el conjunto:

(=1,00) = {2}
(b) La ordenada del punto de tangencia es f(0) = 0. Calculamos la derivada:

—4-2z-x %_H(a:—i—l)—ln(x—i—l)

3;2
TO="w CESVE

la pendiente es:
1 3
m=f'(0)=—--+1=-
PO =-g+1=1
La recta tangente es:
3

=-z
Y=

(¢) Calculamos la integral:

[ (M) wrm [ 2 s [t v atute s

In?(z +1
%+

1
ziln\x274|+ C

AdAA
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Ejercicio 4. Calcular las siguientes integrales:

(a) /62” cosz dx (b) / sen 20

1+ cos? 2z

Solucion:

(a) Integrando por partes:
u=e2® du = 2€%% dz

dv =coszdxr v =senx

/621 cosz dz = e* senz — 2/622 senz dz
De nuevo por partes:

u=e2" du = 2€%% dz

dv=senx dx v = —cosx

/e%cosmdx:egxsenx—Q/e%senx dw:e%senx—2(—62$005x+2/82xcosa: dx)

Es decir:

/621 cosx dz = €*® senz + 2¢%® cosz — 4 / e?® cosz dz
Pasando la integral al primer miembro y despejando:
2x 1 2x
e“® cosx dxr = i (senz 4 2cosz) + C

(b) Hacemos el cambio de variable:

t = cos 2x
dt = —2sen2z dz

1
sen 2z dox = 5 dt

sen 2x 1 1 1 1
————dx = —— dt = —— artgt + C = — artg cos 2z + C
/1+c0522x 2/1+t2 p e+ C=gare +

AAAA

15
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5. Calculo. Problemas de selectividad

Ejercicio 1. Se considera la funcién:

y se pide:

(a) Obtener la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto de abscisa x = 0.

(b) Estudiar la existencia de asintotas horizontales y verticales de la funcién f y, en su caso, determi-
narlas.

(¢) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién y sus extremos relativos en el caso
de que existan.

Solucion:

(a) Calculamos la derivada:

(@) —e %(x?+ 1) —2ze™®  —e (22 +2x+1) —eT(z+1)2
T) = = —

@+ 1)? @+ 1)? @ +1)?
La pendiente en el punto zg = 0 es:

m=f(0) = -1

y la ordenada del punto de tangencia es:
yo = f(0)=1
La ecuacién de la tangente es y — 1 = —z.
(b) No hay asintotas verticales.
La recta y = 0 es asintota cuando z — oo pueesto que

. e " . 1
Im —/———= lim ———
xr—r00 ;172 +1 xr—r00 e-f(ggQ + 1)

Sin embargo no es asintota cuando r — —oo.

(¢) La derivada se anula en z = —1. Este punto no es un extremo local pues el signo de la derivada responde al siguiente
esquema:

La funcién es siempre decreciente.

ANAA

Ejercicio 2. Dada la funcién

xe?® <0
f(@) =1 In(z+1) 23>0
x+1

donde In significa logaritmo neperiano, se pide:

(a) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f(x) en « = 0.
(b) Calcular xgriloof(x) v xlgx;o f(x).
(¢) Calcular

/_01 f(z) dz



5 CALCULO. PROBLEMAS DE SELECTIVIDAD

Solucion

(a) La funcién es continua en x = 0 puesto que:

lim f(z) = lim ze?* =0
z—0— z—0—
1 1
lim f(z) = lm REFD g
z—0+ z—01 x4+ 1
f(0)=0

La derivada de la funcién para z # 0 es:

e (1 + 2x) <0
fl(z) = { 1—In(x+1)

0
(x+1)2 x >

Puesto que f/(07) = f/(0%) = 1, la funcién es derivable en z = 0.

(b) No hay asintotas verticales. Calculamos los limites:

lim f(z)= lim ze?* =0
Tr—r — 00 r—r — 00

1 1
S o) = i D

=0

La recta y = 0 es asintota tanto en —oo como en +oo.

(¢) Integramos por partes:

u=zx du = dx
1
dv = e?® v=—e2®
2
Entonces:

0 1 O 1 0 1
/ f(z)dz = {f a:e%} — 7/ e dx = {f ze
. 2 2/ 2

ANAA

Ejercicio 3. Dadas las funciones

fz) = y  g(x) =sen(z)

i, (7~ )

(b) Calcular la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto (3,4).

(¢) Calcular el drea delimitada por la curva y = f(z) y la recta y = —z + 3.

Solucion

(a) Sustituyendo:

2 2 2 2 —
lim (f(x) - 7) = lim (7 - ) i 2602 ZT)
z—0 g(g; x—0 x senx z—0

Trsenx

Es una indeterminacién del tipo %. Aplicando la regla de I’Hopital:

, 2(cosz — 1) . —2senz
= lim = lim

z—0 senx + T cosT z—0 cosT + cosT — xrsenwx

—2senx

im —mM8Mm
z—0 2cosx — rsenzx

=0

17
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(b) Derivamos la funcién f:
2
() —
@) = 2

La pendiente de la recta tangente es:

mzf’(%):—S

La ecuacién de la tangente es:

1
4= —-8(x—-Z=
Y (x 2)

(¢) Los puntos de corte entre la curva y la recta son las soluciones del sistemas:

v=12 . _2. 2 —
; —x+3=—; ¢ —3x+2=0
y=—-c+3 T

Las soluciones son z = 1 y z = 2. Calculamos la integral de la diferencia de ambas funciones:

279 z? 2 1 3
/ (7+w—3> dx=|:2lnm+——3x =2In24+2—-6—-—Inl—-+3=2In2— —
1 \z 2 1 2 2

Como este niimero es negativo, el area es

3
S=—-—-—2In2
2

AdAA

Ejercicio 4. (1,75 puntos) Se administra una medicina a un enfermo y ¢ horas después la concentracién
en sangre del principio activo viene dada por c¢(t) = te~t/2 miligramos por mililitro. Determine el valor
méximo de ¢(t) e indique en qué momento se alcanza dicho valor méximo. Sabiendo que la maxima
concentracién sin peligro es de 1 mg/ ml, sefale si en algiin momento hay riesgo para el paciente.

Solucion

Derivamos la funcién:
de
dt

_t 1
—-—e 2 — —e
2

[SIE
o~
I
@
|
[SIEY
/N
—
|
DO |
~

La derivada se anula para t = 2. Es facil ver que se trata de un méximo. El valor de la funcién en el maximo es
c(2) =2¢71 ~0,736

Puesto que la concentracién nunca alcanza el valor 1 hay que estimar que no hay riesgo para el paciente.

ANAA
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6. Matrices y determinantes

Ejercicio 1. Resolver la ecuacién:

1 1 1 2
1 2 -3 8
=0
r -1 -1 1
1 -1 1 =2
Solucion:
1 1 1 2 11 1 2
1 2 -3 8 -1 0 —5 4|_ _+11 _05 §
z -1 -1 1| |z+1 0o o 37 5”’2 5 0
1 -1 1 -2 2 0 2 0
4 -5 4
=—|z+1 0 3|=2. il g'
0 2 0 r
11
=8| 3‘—8-(37:1071)_8-(27:1:)

Primero hemos puesto ceros y hemos desarrollado el determinante por la segunda columna. Después hemos puesto ceros y
desarrollado por la tercera fila y hemos sacado factor comin 4 de la primera fila.

Puesto que este determinante debe ser igual a cero:

8-2-2)=0 = z=2

AMAA

Ejercicio 2. Calcular la matriz X en AX = B, siendo

—

10 2 10
A=1]0 1 1| y B=11 0
101 11

—

Solucion:

Despejamos la matriz incégnita multiplicando por la izquierda por A~1:
AT'AX=A"'B = Xx=A"!B

Calculamos la matriz inversa de A. Para ello, obtenemos en primer lugar el determinante de la matriz:

1 0 2 1 0 2
01 1= 1 1|=-1
1 0 1 |0 0 -1
La matriz inversa es:
1 1 o 2]° 11 1]t 1 0 -2 -1 0 2
A7l=_"adjlo 1 1| =—|0 -1 0| =—|1 -1 —-1|=(|-1 1 1
171 01 2 -1 1 1 0 1 1 0 -1
Entonces
-1 0 27t o 2 1 2 0
X=A'B=|-1 1 1|1 0o 1|l=]1 1 o©
1 0 —-1|]1 1 1 0 -1 1
LY YY)

2 3

Ejercicio 3. Dada A = [1 9

], halla una matriz X tal que AXA = B ;)] .

Solucion:
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Multiplicando por la izquierda y por la derecha por A~! resulta:

1 1

-1 —1 _ 4-1
ATTAXAAT =A {2 3

La matriz A tiene determinante 1. Su inversa es:
_ 2 -3
1 _
a5

Entonces:

1 0 2 1 -1
0o 2 -1 1 2
A:
-11 3 2 0
0 8 7 9 4
Solucién:
(1 0o 2 1 -1
Ao 0 2 -1 1 2
rango = rango 1 1 3 2 0
|0 8 7 9 4
1 o 2 1 —1]
B 0 2 -1 1 2
=rango 1o 1 5 3 -1
0 8 7 9 4]
1 o 2 1 -—1]
_ 01 5 3 -1
Trango g9 1 1 2
0 8 7 9 4]
1 0o 2 1 -1
o |01 B 3 -1
TTAngS g 0 —11 -5 4
0 0 —33 -15 12
1 0 2 1 -1
=rango |0 1 5 3 -1
0 0 —-11 -5 4
=3

ANAA

Ejercicio 5. Calcular el rango de la matriz:

1 1 0 1
M= {0 m 1 0
1 m+1 m m+1

segun los valores de m.

Solucion:

}A*l SN X:A*l[

o

F3 — F3+ F

Fy +— F3

F3 — F3 — QFQ,

Fy = 3F3

Calculamos el determinante de la matriz formada por las tres primeras columnas:

1 1 0
2

0 m 1l=m?+1-m—-1=m?—-m

1 m4+1 m

El determinante se anula para m = 0 y m = 1. Por consiguiente:

F4 —)F4—8F2
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o m # 0, m # 1. El rango de la matriz es 3.
¢ m = 0. El rango de la matriz es:
[1 1 0 1]
rango ([0 0 1 0| =2
1 1 0 1]

puesto que hay tres columnas iguales.

o m=1:
1 1 0 1] 1 0 1
rango (0 1 1 O] =rango [0 1 O =3
1 2 1 2 1 1 2

Para calcular el rango hemos suprimido la segunda columna puesto que sabemos que, de las tres primeras, solo hay
dos independientes. El determinante de la matriz es claramente distinto de cero luego el rango de la matriz es 3.

AMAA
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7. Matrices. Sistemas de ecuaciones

Ejercicio 1. Dadas las matrices:

0 1 2 4 -1 1 -2
A=|-2 -1 0] ; B=|-2 -3 -7 =8
1 a 1 3 2—a 3+a 3

se pide:

(a) Estudiar el rango de la matriz B en funcién de a.

(b) Para a = 0, calcular la matriz X que verifica AX = B.

Solucion:

(a) Escogemos tres columnas y calculamos el determinante:

4 1 -2
-2 -7 -8/ =3-(-22)— (3+a)-(~36) +3-(—26) = —12+12a
3 3+4+a 3

El determinante se anula para a = 1. Entonces tenemos que
— Sia #1 el rango de la matriz es 3.
— Sia=1:

4 -1 1 =2 4 -1 1 4 -1 1
rango | -2 -3 -7 —8| =rango (-2 -3 —-7) =rango |(—-14 0 —-10]| =2
3 1 4 3 3 1 4 7 0 5

(b)) AX=B = X = A~!B. Tenemos que calcular la matriz inversa de A:

0o 1 2 -1 2 1
A=|-2 -1 o] ; [Al=4; adjA=|[-1 -2 1
1 0 1 2 -4 2

Entonces:

ANAA

Ejercicio 2.

(a) Despeje X en la ecuacién matricial X(CD)~! = A+ X (D~'C~! - B), siendo A, B, C'y D matrices
cuadradas invertibles. Exprese X de la forma mas simple posible.

(b) Para
2 0 -1 1 1 -1
A=11 0 1 ; B=|-1 0 1
2 1 1 1 1 1

determine la matriz Y tal que Y B = A.
Solucién:

(a) Teniendo en cuenta que (CD)~! = D~1C—1:
XD lc"'=A4+ XD 'c7!' - XB
XB=A
X =AB™!
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(b) Calculamos la inversa de la matriz B:

1 1 -1 1 1 -1 -1 2 -1 L (-1 21
Bl=|-1 0 1|=|-1 0 1|=2; adjB=|-2 2 o0|; B'==[2 2
101 1 0 0 2 1 0 1 2\1 0 1
Entonces
2 0 -1 1 -2 1 L (-1 -4
vy=[1 0 1]=]2 2 o|l==(-2 -2 2
11 1 0 1 2\1 -2 3
LY YY)

Ejercicio 3. Dado el sistema de ecuaciones lineales:

3r+y+mz=1
T—y+2z=-2
Sx+(m+1)y+2z2=4
se pide:
(a) Discutirlo segtn los valores del pardmetro m.
(b) Resolverlo en el caso m = 0.
(¢) Resolverlo en el caso m = 2.

Solucion:

(a) Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

3 1 m

1 -1 2|=m?-4
5 m+1 2
El determinante se anula mpara m = —2 y m = 2. Entonces:
— Param # —2 y m # 2 el rango de las matrices es 3 y el sistema es compatible determinado.
— Para m = —2 el rango de la matriz de coeficientes es 2 y el rango de la ampliada:
3 1 -2 1 1 -2 1 1 -2 1
rango | 1 1 2 —2 | =rango 1 2 —2 ) =rango [0 4 3| =3

5 -1 2 4 -1 2 4 0 O 3

El sistema es incompatible.
— Para m = 2 el rango de la matriz de coeficientes es 2. Calculamos el rango de la matriz ampliada:

3 1 2 1 1 2 1 1 2 1
rango (1 -1 2 —2| =rango |—-1 2 —2]) =rango (-2 0 -3| =2
5 3 2 4 3 2 4 2 0 3

El sistema es compatible indeterminado.

(b) Para m = 0 el sistema es compatible determinado. Resolvemos por el método de Gauss:

3 1 0 1 3 1 0 1 3 1 0 1
1 -1 2 -2]~1[14 0 2 -1]~4 0 2 -1
5 1 2 4 2 0 2 3 -2 0 0 4

y asf obtenemos x = -2,y =7, z = %

(¢) Para m = 2 el sistema es compatible indeterminado. Como el rango de las matrices es 2, buscamos dos ecuaciones
independientes:

3x+y+22=1
T—y+2z=-2

Tomando z = A\ como parametro resulta:

3x+y=1-—2X\
rT—y=2-—2z

La solucién es (fi — A, g + A, )\).

AdAA
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Ejercicio 4. Dado el sistema:

A+2y+2=0
At —y+2z=0
z—Ay+22=0

se pide:

(a) Obtener los valores del pardmetro A para los cuales el sistema tiene soluciones distintas de z = y =
z=0.

(b) Resolver el sistema para A = 5.

Solucion:

(a) Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

A2 1
A -1 2[=X2-6X+5
1 - 2

El dwterminante se anula para A = 1 y A = 5. Para estos valores el sistema es compatible indeterminado y tiene
soluciones distintas de la solucién trivial.

(b) Para A =5 la matrizdel sistema tiene rango 2. Buscamos dos ecuaciones independientes:

br+2y+2z=0
br—y+2z=0

Una solucién particular de este sistema es:

La solucién general es (5X, =5\, —15X) o también (A, —A, —3X).

ANAA
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8. Geometria: perpendicularidad y paralelismo

25

Ejercicio 1. Calcular el valor de m para que los puntos A(0,1,2), B(1,0,3), C(1,m,1) y D(m,—1,2m)

pertenezcan a un mismo plano.

Solucion:

Si los cuatro puntos son coplanarios, los vectores @, ﬁ y ﬁ son linealmente dependientes. Entonces:

1 1 m
-1 m-1 —2
1 -1 2m — 2

=0

Ponemos ceros en la primera columna y resulta:

1 1 m m om—2
0 m m-—-2=0 = =0 = (m-—-2)
-2 m-2

0 -2 m-—2

desarrollando

(m=-2)((m+2)=0 = m=2, m=-2

ANAA

Ejercicio 2. Escribir la ecuacién del plano que pasa por los puntos A(3,1,—1) y B(2,—1,4) y es paralelo

a la recta de ecuaciones:

r—2 y+1 2z-3
r = =
1 3 4

Solucion:

Podemos tomar como vectores directores el de la recta y AB:

() ()

La ecuacion del plano es:

zx—3 1 -1
y—1 3 —2|; 232 —9y+2—59=0
z+1 4 5

ANAAL

Ejercicio 3. Calcular las ecuaciones paramétricas y la ecuacién en forma continua de la recta de ecua-

ciones implicitas:
3r—y—z2z—1=0
r:
r+y—2—-—3=0

Solucion:

El vector director de la recta es:

-0

7
7 -1 1
k
Obtenemos un punto de la recta dando valores. Para = = 0:

-1 -1
ey —z—1=
y—= 0 == y=1 z=-2
y—2z—3=0
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El punto es P(0,1,—2). La ecuacién de la recta es:

T =1t
T y—1 z4+2
=1+t =2 - =

1 2
z=—-242t

ANAA

Ejercicio 4. Calcular la ecuacién de la recta paralela a:

r+y—2+3=0

2 4+3y—2z+7=0
por el punto P(0,1,2).
Solucién:

El vector director de la recta es:
1 2

TS Sy
—
w

La ecuacion de la recta es:

T =2t
y=1—t
z2=2++1

ANAA

Ejercicio 5. Calcular la ecuacién del plano que contiene a la recta:
{2x —y+2z—1=0
r+y—2—-3=0
y pasa por el punto P(1,3,—1).
Solucién:

El haz de planos que contiene a la recta dada es:
alz—y+z—-1)+B(xz+y—2—-3)=0

Si debe contener el punto P(1,3,—1):
a2-3-1-1)+p(1+34+1-3)=0 = —-3a+28=0

Paraa=2y 8 =3:
22z —y+2—-1)+3x+y—2-3)=0 = Tex+y—2—-11=0

ANAA

Ejercicio 6. Dados el plano:
T=zx+3y—z=1

y la recta

26
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Hallar la ecuacién general del plano 7’ que contiene a r y es perpendicular a 7.

Solucion:

El vector director de la recta y el vector normal al plano que nos dan son vectores directores del plano que buscamos. Su
ecuacion es:

r+2 6 1
y—1 2 3|=0 = —5x+2)+7(y—1)—16z2=0
z 1 -1

Haciendo operaciones la ecuacién resulta —5z + 7y — 16z — 17 = 0.

AMAA

Ejercicio 7. Se consideran la recta y los planos siguientes:

x=2-—3\
r=<y=14+2\ ; m=2-324+2y—2=0; m=3+22x+2y—22=0
z=4-A

Determinar la posicién relativa de la recta respecto a cada uno de los planos.
Solucién:

— El vector director de la recta y el vecor normal al primer plano son:

-3 -3
U= 2 ; n=1 2
-1 —1

y su producto escalar:
U-n=-3-(-3)+2-24+(-1)-(-1)#0

La recta y el plano se cortan. Ademas, se cortan perpendicularmente puesto que el vector director de la recta es igual
que el vector normal al plano.

— Para el segundo plano los vectores son:
-3 2
a=1 2 ; n=1\ 2
-1 -2

y el producto escalar:

Entonces, o bien son paralelos, o bien la recta estd contenida en el plano. Un punto de la recta es P(2,1,4). Veamos
si esta recta estd contenida en el plano:

3+2-242-1-2-4%#0

La recta y el plano son paralelos.

AMAA

Ejercicio 8. Dado el punto P(0,1,1) y la recta:

x—1 y+1 =z

2 1 -1

r=

determinar las coordenadas del punto simétrico de P respecto de 7.
Solucién:

— Calculamos la ecuacién del plano que pasa por el punto P y es perpendicular a 7:

2(z—0)+1(y—1)—1(z—1)=0; 20 +y—2=0
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— Ahora calculamos el punto de corte de este plano con la recta:

20 +y—2=0
r=1+2X
y=-1+2A
z=-A
Resolviendo por sustitucion resulta A = —é. El punto de corte es M (%, —%, —%)
— Este punto es punto medio entre el punto P y su simétrico. Entonces:
270—1—3:" 771+y’. 171+z'
3 2 7 6 2 6 2

El punto simétrico es P’ (%, —%, —%)

AMAA

9. Geometria

Ejercicio 1. Dados los planos 11 :ax +y—2+1 =0y 7 : z + ay + z — 2 = 0, determine, en caso de
que existan, el valor o posibles valores del pardmetro a, para cada uno de los siguientes supuestos:

(a) Que 71 y o sean paralelos.
(b) Que m y 7o sean perpendiculares.

(¢) Que la recta interseccién de m; y 7o sea perpendicular al plano x = y.

Solucion:

(a) Para que sean paralelos:
a 1 -1
- = - = — E a=—1
1 a 1

(b) Para que sean perpendiculares:

1
a-l1+1-a—1-1=0 — a:5
(¢) El vector director de la recta interseccién es:

7 a 1 a+1
7 1 a|l=|-a-1
E -1 1 a? -1
El vector normal al plano = = y es:

1
n=|-1
0
Debe cumplirse que los dos vectores tengan la misma direccién:

a+1 1
—a—-1)=k| -1
a? -1 0
y, de aqui, a = 1 0 a = —1. La solucién a = —1 no es valida porque el vector cero no puede ser un vector de direccién.

AdAA

Ejercicio 2. Dados los planos
m=2r+3y+2—-—1=0, m=2r+y—32—1=0
y la recta:

z—1 y+1 242
2 12

r

se pide:
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(a) El punto o puntos de r que equidistan de 1 y 7.
(b) El volumen del tetraedro que 71 forma con los planos coordenados XY, XZ e Y Z.

(¢) La proyeccién ortogonal de r sobre el plano .
Solucién:

(a) Los puntos que equidistan de ambos planos forman los planos bisectores:
20 4+3y+z—1 . 20 +y—3z—1

V14 V14
Los planos bisectores son:
y+22=0; 20 +2y—2—-1=0
Los puntos que nos piden son las intersecciones de la recta con estos planos:
y+22=0 20 +2y—2z—1=0
z=1+2X x=1+2X
y=—1+2X Y y=—1+2A
z=—2+42A z=—242X\

Los puntos son P; (3,0,0) y P> (%,7%77%)

(b) Los puntos de interseccién de w1 con los ejes coordenados son A (%,07 0), B (07
tetraedro es:

%,0), y C(0,0,1). El volumen del

871
L 36

V=

O ool
onl- O

1
6

(¢) El plano que contiene a 7y 72 es:

z—1 2 2
y+1 1 1|=0; —5(x—1)+10(y+1)=0; r—2y—3=0
z+2 2 =3

La proyeccion es la interseccién de este plano con ma:
r—2y—3=0
20 4+y—32—1=0

AAAA

Ejercicio 3. Dadas las rectas:
r—1 y—-1 =2-1" z+l y—2 =z
2 3 4 1 -1 2

ro:

(a) Hallar la ecuacién de la recta ¢t que corta a las dos y el perpendicular a ambas.
(b) Calcular la minima distancia entre r y s.
Solucién:

(a) El vector director de la perpendicular comun es:

72 1 10 2
a=17 3 —-1l=0 | =50
k 4 2 —5 —1

El plano que contiene a la primera recta y a la perpendicular comun es:

z—1 2 2

y—1 0 3|=0; 3z —10y+62+1=0
z—1 -1 4
El plano que contiene a la segunda recta y a la perpendicular comun es:
rz+1 2 1
y—2 0 —1|=0; r+5y+2z—9=0
z -1 2

La ecuacién de la perpendicular comtn es la interseccién de estos dos planos:

3z —10y+62+1=0
z+5y+22—-—9=0
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(b) Calculamos el producto mixto [P_Q, v1,v3] donde Py @ son puntos de la primera y la segunda recta:

-2 2 1
[PQ,vi,v3]=|1 3 —1=-15
-1 4 2

La distancia es el valor absoluto de este nimero dividido por el médulo del producto vectorial & x ¥:

15 3

55 VB

AANAA

Ejercicio 4. Dados el plano:

T=x+3y—z=1

y la recta
_z+2 y—-1 =z
"6 T 2 T
se pide:

(a) Hallar la ecuacién general del plano 7’ que contiene a r y es perpendicular a .

(b) Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta interseccién de los planos 7 y 7.
Solucién:

(a) Podemos tomar como vectores directores del plano el vector director de la recta y el normal al plano dado:

z+2 6 1
y—1 2 3|=0; —5x+2)+7(y—1)+162=0; —br+Ty+16z—17=0
z 1 -1

(b) Sea la recta:

—bx+Ty+ 16z —17=0
r+3y—z—1=0

El vector director de esta recta es:

7 -5 1 —55 5
i=|7 7 3|=]|11)|==5(=-1
E 16 -1 —22 2

Dando a z el valor 0 se obtiene el punto P(—2,1,0). Las ecuaciones paramétricas de la recta son:

r=—2+45\
y=1—X
z =2\

ANAA
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10. Probabilidad

Ejercicio 1. En un experimento se sabe que p(A4) = 0,5, p(B) = 0,7 y p(A N B) = 0,15. Calcular:

(a) p(ANB)
(b) p(ANB)
(c) p(A|B)
Solucién
Si p(AN B) = p(AU B) = 0,15, entonces:
p(AUB)=1-0,15=085 = p(ANB)=p(A)+p(B)—p(AUB)=05+0,7-085=035
A partir de aqui:
p(ANB) =p(A— B) =p(4) —p(ANB) =0,5—0,35 = 0,15

o(A | B) = P(ANB) _ 035 050
p(B) 0,7

ANAA

Ejercicio 2. Una experiencia aleatoria consiste en lanzar tres monedas al aire. Calcular la probabilidad
de los siguientes sucesos:

(a) obtener tres caras

(b) obtener dos caras y una cruz

(¢) obtener al menos una cara
Solucién

Llamando C' al resultado cara y X al resultado cruz, el espacio muestral es:
E={CCC,CCX,CXC,XCC,CXX,XCX,XXC, XXX}

Entonces:

p(obtener tres caras) =

p(obtener dos caras y una cruz) =

0|~ 00w ol

p(obtener al menos una cara) =

AAAA

Ejercicio 3. En un experimento aleatorio consistente en lanzar simultdneamente tres dados equilibrados
se pide calcular la probabilidad de obtener:

a) Tres unos.

b
c
d

Al menos un dos.
Tres ndmeros distintos.

Una suma de diez.

(a)
(b)
(¢)
(d)

Solucion

La probabilidad de sacar tres unos es por la regla del producto:

(t ) 11 1
res unos) = — - — - — = —
P 6 6 6 216
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La probabilidad de no sacar ningtin dos es:
p(ningin dos) = — - — - =

de forma que la probabilidad de sacar algin dos es:
125 91
algin dos) =1 — — = —
p(alg ) 216 216
Al tirar el segundo dado, la probabilidad de obtener un nimero diferente que en el primer lanzamiento es % Si lanzamos

el tercer dado, la probabilidad de obtener un nimero diferente que en los dos primeros lanzamientos es %. Entonces:

3 . 5 4 20 5
p(tres numeros diferentes) = — - — = — = —
6 6 36 9
Una suma de 10 puede obtenerse de las siguientes maneras:
145 154 415 451 514 541
136 163 316 361 613 631
226 262 622
235 253 325 352 523 532
244 424 442
334 343 433
En total, 27 resultados favorables de los 216 posibles. La probabilidad de obtener suma 10 es
27
diez) = —
p(suma diez) 216

AdAA

Ejercicio 4. Se consideran dos sucesos A y B asociados a un experimento aleatorio con p(A) = 0,7,
p(B)=0,6 y p(AU B) = 0,58. {Son independientes A y B?

Solucién
p(AUB)=058 = p(ANB)=058 = p(ANB)=1-0,58=0,42

Puesto que:
p(A) -p(B) =0,6-0,7= 0,42 = p(AN B)

los sucesos son independientes.

AMAA

Ejercicio 5. De una urna con 4 bolas blancas y 2 negras se extraen al azar, sucesivamente y sin reem-
plazamiento, dos bolas.

(a) {Cuél es la probabilidad de que las dos sean blancas?

(b) Si la segunda bola es negra, jcudl es la probabilidad de que la primera también lo sea?

Solucion

El problema puede representarse mediante el siguiente esquema:

[N
s+]
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La probabilidad de que las dos sean blancas es:

4 3 2
BiNB)=—- —-=—
PBINE) =5 5=3
Si la segunda es negra:
2.1
p(N1ﬂN2) 5 1
p(N1 | N2) = =3 26 52 T~ &
p(N2) s 5T5 3 5
LI T

Ejercicio 6. Una encuesta revela que el 35% de los habitantes de una ciudad escucha la emisora A, el
28 % la emisora B y el 10% oye ambas emisoras. Se elige al azar uno de esos ciudadanos. Calcular la
probabilidad de que escuche:

a) Alguna de esas emisoras.
Ninguna de ellas.
La emisora A sabiendo que no escucha la B.

Solo una de las dos.

(a)
(b)
(¢)
(d)

Solucion

Llamando:
A = la persona elegida escucha la emisora A
B = la persona elegida escucha la emisora B
tenemos que p(A) = 0,35, p(B) = 0,28 y p(A N B) = 0,10. Entonces tenemos:

a) p(escucha alguna de estas emisoras) = p(AU B) = 0,35 + 0,28 — 0,10 = 0,53

(a) p(

(b) p(no escucha ninguna de ellas) = p(AU B) =1 — 0,53 = 0,47

(¢) p(escucha A sabiendo que no escucha B) = p(A/B) = p(p’?%)g) = 0’33;3’10 =0,3472

(d) p(escucha solo una de las dos) = p(A — B) + p(B - A) = 0,35 — 0,10 + 0,28 — 0,10 = 0,43
AAAA

Ejercicio 7. En una empresa se producen dos tipos de bombillas, halégenas y de bajo consumo en una
proporcién de 3 a 4 respectivamente. La probabilidad de que una bombilla halégena sea defectuosa es de
0,02, y las de que lo sea una de bajo consumo es de 0,09. Se escoge una bombilla al azar:

(a) Calcular la probabilidad de que no sea defectuosa.

(b) Si la bombilla escogida resulta no defectuosa, cudl es la probabilidad de que sea halégena
Solucion
En este caso el esquema es el siguiente:

2
H_9_ p

=
)
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La probabilidad de que la bombilla no sea defectuosa es:

— 3 98 4 91 658
p(D) =2 o2 15 = oo
7 100 7 100 700

En cuanto a la segunda cuestion:

Y 3 98
p(a/D)y = PHEOD) 7 105 _ 294
p(D) 58 658

AdAA
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11. Variable aleatoria

Ejercicio 1. Se tienen dos cajas. La primera caja contiene 9 cartas numeradas de 1 a 9 y la segunda
contiene 5 cartas numeradas de 4 a 8. Se escoge al azar una caja y se extrae de ella una carta

(a) Calcular la probabilidad de obtener una carta con un nimero par

(b) {Cual es la probabilidad de que la carta par se haya extraido de la primera caja?
Solucién:

En este caso el esquema es el siguiente

4

caja 1 4> par

/N

impar

N

caja 2 *> impar

5
(a) La probabilidad de obtener un ntimero par es

1 4 1 3
p(par) = > - =

a7
2 9 2 5 90
(b) Aplicamos el teorema de bayes
1.4
1.4 20
p(caja 1| par) = T 42 91 T = —
3 9ta 5 A7
LI T

Ejercicio 2. El voltaje de la corriente eléctrica que llega a un domicilio tiene una distribucién normal
de media 220 voltios y desviacién tipica de 1,5 voltios. Calcular la probabilidad de que una medida del
voltaje tomada al azar:

(a) Sea menor que 221 voltios

(b) Esté comprendido entre 215 y 222 voltios
Solucién:

Sea X la variable aleatoria que representa el voltaje X ~ N(220,1,5)

_ 221-220\ _
(a) p(X <221) =p (Z < T) —0,7475
(b) p(215 < X < 222)

(215 220 5 o 221 5220) — 0.9084
AN

Ejercicio 3. La produccién de trigo por hectarea de terreno en una comarca sigue una distribucién

N(u, o). Los datos histéricos indican que solo en el 10 % de los anos la produccién supero los 4000 kg/Ha
mientras que en el 60 % de los afios queda por debajo de los 3200 kg/Ha



11 VARIABLE ALEATORIA 36

(a) Calcular la media y la desviacién tipica de la distribucién

(b) Calcular la probabilidad de que la produccién alcance los 3500 kg/Ha en un ano elegido al azar
Solucién:

(a) Sea X la variable aleatoria que representa la produccién de trigo por hectdrea. Tenemos que:

4000 —
p(X > 4000) = 0,10 = p (Z > 7") - 0,10
o
3200 —
p(X < 3200) = 0,60 = p (Z < 7“) = 0,60
o
Con estos datos obtenemos:
4 - 200 —
000 =p 9y, 3200=r o
g ag
y resolviendo este sistema sale p = 3006, o = 777
(b) Con los datos anteriores:
3500 —
p(X > 3500) = p (Z > 7“> —0,2625
o

AMAA

Ejercicio 4. La estatura media de los bebés nacidos en una maternidad en el dltimo anosigue una
distribucién normal de media 45 cm. El 20 % de los recién nacidos ha medido méds de 50 cm.
(a) Calcular la desviacién tipica
(b) Calcular la probabilidad de que un bebé elegido al azar mida menos de 40 cm
(¢) Si en la maternidad nacieron 100 bebés en el ltimo mes, jcudntos se espera que sobrepasen los
55 cm?

Solucion:

(a) Llamemos X a la estatura de los bebés. Sabemos que X ~ N(45, 0). Entonces:

50—45)

5
p(X>50):0,20:p(Z> 2208416...; o0~594
ag

(b) Con el valor anterior:

40 — 45
5,04

p(X <40) =p (Z < ) = 0,200

(¢) La probabilidad de que un bebé supere los 55 cm es:

55 — 45
5,04

p(X >55)=p (Z > ) = 0,0461

Sea Y el nimero de bebés con una estatura mayor de 55 cm, Y ~ B(100, 4,61). Nos piden la media de esta distribucién:

E(Y) =100 -0,0461 = 4,61

ANAA

Ejercicio 5. En un centro educativo, a pesar de los controles rigurosos, un 12% de los ordenadores
resulta infectado por algun tipo de virus informético.
(a) Sien un aula hay 10 ordenadores, calcular la probabilidad de que mds de un ordenador tenga virus

(b) Si se quiere que la probabilidad de que haya, como méximo, dos ordenadores infectados sea menor
que 0,7, jcudl tiene que ser el nimero minimo de ordenadores en el aula?

(¢) Sien todo el centro el nimero de ordenadores es 150, jcuél es la probabilidad de que por lo menos
el 10% de ellos tenga virus?
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Solucién:
(a) Sea X el nimero de ordenadores con virus, X ~ B(10,0,12):
10
P(X>1)=1-p(X=0)=1— <0> (0,12)° - 0,881 = 0,3417

(b) Ahora X ~ B(n,0,12) y
P(X <2 <07;  p(X=0)+p(X=1)+p(X=2) <07
Sustituyendo:

n(n—1)

0,88" +n-0,12-0,88" "1 + -0,122.0,88" 2 < 0,7

Dando valores vemos que el nimero més pequefio para el que se cumple esta condicién es N, in = 17.

(¢) En este caso X ~ B (150,0,12). La probabilidad que debemos calcular es p(X > 15). Calcularemos esta probabilidad
con ayuda de la distribucién normal con las mismas media y desviacién tipica de la binomial, o sea con:

pn=150-0,12=18; o=4/150-0,12-0,88 = 3,98
La distribucién normal que nos va a servir para calcularla probabilidad es Y ~ N(18;3,98):

p(X > 15) = p(Y > 14,5) ~ 0,8104

ANAA

Ejercicio 6.
(a) {Cuél es el menor niimero de veces que hay que lanzar un dado para que la probabilidad de obtener
al menos un cinco sea mayor del 90 %?
(b) (Y para que la probabilidad de obtener al menos 2 cincos sea mayor del 50 %?

Solucion:

(a) Sea X el nimero de cincos que se obtienen en n lanzamientos, X ~ B (n7 %) Sabemos que:

5 n
p(X>1)=1—p(X =0)>090; p(X =0) <0,10; (é) < 0,10

El menor valor de n que cumple esta condicién es 1, = 13.
(b) En este caso:

p(X >2)>0,50; 1-p(X<1)>0,50; p(X =0)+p(X =1)<0,50
Sustituyendo

5\" 1 /5\"! 5\"! 5
2) 4= (2 < 0,50 ; 2 D 050
6 6 \6 6 6

Dando valores a n vemos que el primer valor que lo cumple es N3, = 10.

ANAA



