Matematicas. Primero de Bachillerato.
Curso 2013-2014. Examenes



1 RAICES Y LOGARITMOS

1. Raices y logaritmos

Ejercicio 1. Simplificar:

2 4 V12
(a) \/9a2+ 36a2 + 12a + 1 (b)\/?jo—k\/i5 5\/%4- >

2 6 3
Solucién:
V92 + /3602 T 120+ 1 = /902 + /(6a + 12
=942 +6a + 1
=+/(3a+1)2
=3a+1

V20 V45 5v80 V125 25 L 3v5  20V5 L 5v6

3 T2 6 3 3 2 6 3
2 3 20 5
-(3+3-5+3)
T2
Ejercicio 2. Simplificar:
V3 V5
(o) (1+v2-2v3) (14 v2+2v3) ) = s

Solucion:

(1+v2-2v3) (1+V2+2V3) = (1+v2) ~ 12 =142+ 2/2 - 12=2V2 9

VB VB VBB VB) - VE(WEEVE) VIE-3-5- V5 8
Vs+v3 VB—v3  (G+va6G-ve)  5-3 2

Ejercicio 3. Racionalizar y simplificar:
V6 -3 \/5 \F
a b) T4/ = +24/= —3V15 +2V60
@ % 072
Solucién:

V-3 (V6-3)(V6+2) 6+2/6-3V6-6 6
V6-2  (V6-2)(vV6+2) B

6—4 2

~—
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\[+2\[3f+2f7\f+2\f3f+2 2V15

V3V5 + 253 —3V15+4V/15

5 3
2
=<7+—3+4>\/15
53
46
= V1
5V

Ejercicio 4. Calcular los siguientes logaritmos:

(a) logs V27 (b) logyg 343 (c) logg 3%/5 (d) logys 5

Solucién:
3
logs V27 = 1og3 27 = 5
log;343 3
1 43 = =
0819343 = 90719 T 2

log, v/3 i 1
—10g9€/§:_0g3f %—

1
I — =1 1
089 \gyg 089 10g3 9

1 1
logys 5 logys 1 —logys 5 = D)

Ejercicio 5. Conocido log5 = 0,6990, hallar log 12,5 y log 0,032.
Solucién:
Conocido log 5 se conoce también log 2 ya que:
log 2 = log %0 =log10 —log5 =1 —0,6990 = 0,3010
Entonces:
log 12,5 = log 2?5
= log 25 — log 2
=log 5% — log 2
= 2logh —log?2
=2-0,6990 — 0,3010
=1,0970
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32
1000

= log 32 — log 1000

log 0,032 = log

=log2° -3
=5log2—-3
=5-0,3010 — 3

= —1,4950

Ejercicio 6. Resolver la ecuacién:

Solucion:

1

x—1
2 + 23073

=5

27 28
— — =5
> Toe

22" _ 102416 =0

21—1 +

29:73

=5

Quitando denominadores

Ecuacion de segundo grado en la incégnita 2” que tiene como soluciones:

=2 = x=1

22=8 =— x=3

Ejercicio 7. Resolver la ecuacion

3logx—210g§ = 2log 3 + log 2

Solucion:

310gx—210g§ = 2log3 +log2

3logz — 2(logz —log3 = 2log 3 + log 2

3logz —2logx + 2log3 = 2log 3 + log 2

log 2® — log 2% = log 2

3
log I—Q = log 2
x

logz = log2

r=2
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Ejercicio 8. Resolver el sistema:
{z4 +y' =626
logx +logy +log2 =1
Solucién:
La segunda ecuacion puede escribirse:
logx +logy +log2 =1
log(zy) = log 10 — log 2

10

log(zy) = log —

TY =95
. 5
Resolvemos por sustitucion y = —:
T

54
o'+ = =626 Quitando denominadores
T

- =
2% — 6262 4 625 = 0
que es una ecuacién de segundo grado en la incégnita z*. Las soluciones son:
tt=1 = z==%1

Las soluciones negativas no son validas porque no existe logaritmos de numeros negativos. Por consi-
guiente, las soluciones del sistema son (1,5) y (5,1).

2. Combinatoria e induccion

n

Ejercicio 1. Demostrar por induccion que, para n > 1, 32716 — 27 es mailtiplo de 7.

Solucion:

o

Cuando un numero es multiplo de 7 lo indicaremos por 7.

¢ El teorema se cumple para n = 1 puesto que:
321+6 _ 9l — 38 _ 9l — 6561 — 2 = 6559 =7
¢ Supongamos que se cumple para n = k, es decir:
32k+6 _ ok _o
Debemos demostrar que en ese caso se cumple para n = k + 1, es decir, debemos demostrar:

32(k+1)+6 _ ok+1 _ g2k+8 _ ok+1 :;
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En efecto:
32k+8 _ ok+l _ 32 92k+6 _ 9 ok por la hipétesis 32446 —7 42k
—9.(7T+2F)— 2.2k
—749.2F _ 9.9k
=7 472"
=7 O

¢ De los apartados anteriores se deduce que el teorema se cumple para n > 1.

Ejercicio 2. Demostrar por induccion matemdtica que:

n

3 : S nen
= (2r - H(2r+1) 2n+1
Solucién:

¢ El teorema se cumple para n = 1 puesto que:
1 1
2r—1)2r+1) 1-
11
2-1+1 3

M-

3 3

r=1

© Suponemos que se cumple para n = k, es decir:

k k

1
;(27"—1)(27‘—1—1) T 2%k +1

3

y debemos demostrar que, en este caso, también se cumple para n =k + 1, es decir:

k+1

3 1 k41 k41
—@2r-1)@2r+1)  2(k+1)+1  2k+3
En efecto:
’il 1 _2’“: 1 N 1
—@2r-1)@2r+1) Z@r-1)@r+1)  2k+1)-1)2k+1)+1)
ok N 1
C2k+1 0 (2k+1)(2k + 3)
 k(2E+3)+1
2k +1)(2k +3)
2k% + 3k + 1

(2k +1)(2k + 3)
@k +1)(k+1)
2k +1)(2k +3)
C k+1
C 2k+3

o Como consecuencia de los apartados anteriores, el teorema se cumple para n > 1.
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9 10
Ejercicio 3. Hallar el coeficiente de x™* en el desarrollo de: < — 172) .
x

Solucién:
Primero calculemos qué término contiene la potencia 14 de x:

(—1)(10— k) +2k =14 = 3k=24 = k=38

Este término es:

2
(180> <2> (+?)° = <120> 22pM =45 - 42' = 1802™
x

El coeficiente de z!* es 180.

Ejercicio 4. Fl coeficiente de x en el desarrollo de:

RN
. ax?

es % Hallar el valor de a.
Solucion:

El término que contiene la potencia z es:
7T—k—-2k=1 = 3k=-6 =— k=2

Este término es entonces:

N s/ 1)\ 21
2x ax? _a2x

Por consiguiente:

21 7 ,
—2:7 —t a“ =9 et a= 13
a 3

Ejercicio 5. ;De cudntas maneras pueden repartirse 4 cartas de una baraja de cuarenta cartas? ;Cudntas
de ellas contienen exactamente dos ases?

Solucién:
El niimero de modos en que pueden repartirse las cartas es:

(40) _ 40-39-38-37 91390

4 4-3-2-1

De estas contienen dos ases:

4\ (36\ 4-3 36-35
(2)(2)‘2-1' 51 o0
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Ejercicio 6. Con las letras de la palabra GLORIA, ;cudntas palabras de 6 letras diferentes pueden
formarse? ;En cudntas de ellas aparecen las tres vocales juntas?

Solucion:

El nimero de palabras que pueden formarse es:
6!=6-5-4-3-2-1=720

El grupo de vocales puede estar en 4 posiciones diferentes. Para cada una de ellas las vocales pueden
ordenarse de 3! maneras y las consonantes de otras 3! maneras. En total:

4-3!-31=144

Ejercicio 7. Con 10 personas se desean formar dos equipos, uno de 6 y otro de 4 personas. ;De cudntas
maneras puede hacerse? ;Y si los dos equipos fueran de 5 personas?

Solucion:

En el primer caso, se trata de combinaciones:

Si los equipos son de 5 personas es preciso dividir por 2 ;por qué?:

10-9-8-7-6

198 T8 gy
2 5-4-3-2-1

1
= Chos =
5 “105

Ejercicio 8. Con las cifras 1, 2,3, ..., 9, scudntos nimeros impares de tres cifras distintas pueden
formarse? ;Cudntos de ellos son mayores de 8007

Solucion:

La cifra de las unidades puede elegirse de 5 maneras distintas. Para cada una de ellas, la de las decenas
puede elegirse de 8 y la de las centenas de 7 modos diferentes. La cantidad de ntimeros de tres cifras es:

8§-7-5=280

En el segundo caso, la cifra de las centenas puede ser 8 0 9. Si es 8 tenemos 5 posibilidades para las
unidades y 7 para las decenas. Si es 9, tenemos 4 posibilidades para las unidades y 7 para las decenas.
En total:

5-7+4-7=063

3. Examen de la primera evaluacion

Ejercicio 1. Calcular los valores de m para los cuales la ecuacion:

m—2+ (2m+ Dz +ma? =0
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no tiene soluciones reales.
Solucion:

El discriminante de la ecuacién debe ser menor que cero:

1
2m+1)? —dm(m-2)<0 = 12m+1<0 = m< -3

Ejercicio 2. Encontrar el valor de a sabiendo que al dividir x* — 323 + ax?® — 4z 4+ 7 por = + 2, da de
resto 7.

Solucion:

El valor numérico del polinomio para x = —2 debe ser 7. Entonces:

(=2)* =3(=2)3 +a(-2)? —4(-2)+7=7 = 16+24+4a+8=0 =— a=-12

Ejercicio 3. Con ayuda de la calculadora resolver la ecuacion:
2’ =4+Inz

Solucion:

Como se ve en el grafico, las curvas y = Inz e y = 2 — 4 se cortan en dos puntos.

Las abscisas de los dos puntos de interseccion son las soluciones de la ecuacion. Con tres cifras decimales,
estos nimeros son x = 0,018 y = = 2,187.

Ejercicio 4. Sin ayuda de la calculadora, resolver:
62" + 162° + 122° —2 > 0

Solucion:
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Las posibles raices enteras son +1 y +2. Probamos con —1:

6 16 12 0 -2
1 6  —-10 -2 2
\ 6 10 2 2

Tenemos una primera factorizacién:
62t 4 162% + 1222 — 2 = (z + 1)(62° + 102? 4 22 — 2)

Volvemos a dividir por = — 1:

6 10 2 —2
1 -6 -4 2
\ 6 4 -2

De modo que obtenemos:

62* 4 162° + 1202 — 2 = (2 4+ 1)(62> + 1022 + 22 — 2) = (z + 1)*(62? + 42 — 2)
y factorizando el polinomio de segundo grado obtenemos finalmente:

62 4+ 162° + 1222 — 2 = (z + 1)(62° 4+ 1022 + 22 — 2) = (x + 1)2(62% + 42 — 2) = (z + 1)3(6z — 2)
Las raices del polinomio son z = -1y & = %

Hacemos el esquema de signos:

_|_

_— O
|

wW=—t— O
+

La solucién de la inecuacién es z € (—oo, —1) U (5, 00).

Ejercicio 5. ;De cudntas maneras pueden repartirse 5 cartas de una baraja espanola de 40 cartas de
modo que 2 sean de oros y 3 de copas?.

Solucion:

Los oros pueden elegirse de (120) maneras y las copas de (130) maneras. En total:

10\ /10 10-9 10-9-8
= —" =45-120 =54
() (5) =25 5 =15+ 120 = 5400

Ejercicio 6. Resolver la ecuacion:

3 -3 =38
Solucién:
3 -3 =38
32
- =8
3([

320 _8.3°—9=0 = 3*=9, 3°=-1
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La segunda solucién de 3% no da ninguna solucién para x. Asi pues la tnica solucién es = = 2.

Ejercicio 7. Calcular el término independiente de:

119
(31‘2 - 2x>
Solucién:
El término independiente cumple:
M—-—9-n)=0 = n=3

Este término es:

N gg2ys (L) = 9:8:7 80 _ 567
3V 9z ) T 321726 16

Ejercicio .8 Demostrar por induccién que 3°® —8n —1, n € Z*, es un maltiplo de 64.
Solucién:

o El teorema se cumple para n = 1:
32 8- 1=0=64
© Suponemos que se cumple para n = h, es decir se cumple que:
32h _8h —1=64
y debemos demostrar que se cumple para n = h + 1. Debemos demostrar que:
320+ _8(h+1) —1=9-3% —8h — 9 =64
En efecto, puesto que el teorema se cumple para n = h:
3% — 8h + 1+ 64
Entonces:
32D _8(h+1)—1=9-3" —8h -9
= 9(8h+ 1+ 64) —8h —9
— 72h + 9+ 64 —8h — 9
— G4h-+ 64=64

¢ De los apartados anteriores se deduce que el teorema se cumple para n > 1

11
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Ejercicio 9. Calcular el valor de a tal que las raices o y  de la ecuacion:
2 4ar+a+1=0

cumplen que a® + B3 = 9.

Solucién:

Las soluciones de la ecuaciéon cumplen:

a+f=—-a
af=a+1
ad+p3=9

Pero:

o+ 32 = (a+ B) - 30?8 — 3a3* = (a+ B)* — 3aB(a + B)
Por tanto:

—a®=3(a+1)(~a)=9 = —a*+3d*+3a—-9=0

Esta ecuacion tiene como soluciones a = 3, a = -3 ya= V3.

4. Trigonometria

Ejercicio 1. La funcion:
f(z) = Asen(wx + ) + C

toma como valor maximo 72 y como valor minimo 54. Sabiendo ademds que su periodo es igual a 20 y
que el mazimo de la funcion se da para x =7, calcular A, w, ¢ y C.

Solucion:

La amplitud estd dada por:

7254

9
2

El desplazamiento vertical:

72+54

C=—

63

La frecuencia angular:

2 s
“=90710° 93

Finalmente, el desfase: puesto que el méximo se da para z = 7, el valor cero de la funcién se puede
obtener restando una cuarta parte del periodo, o sea que la funcién vale cero para z = 2. Entonces:

P9 — ©=—-2-0,314 = —0,628

w

La funcién es:

f(z) = 9sen(0,314z — 0,628) + 63
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Ejercicio 2. En el tridngulo de lados a = 345 cm, b = 207 cm, ¢ = 185 cm, calcular el dngulo A en
grados minutos y sequndos.

Solucion:

Por el teorema del coseno:

2072 + 1852 — 3452
A= — A =123°12/42"
o8 2207 - 185 3

Ejercicio 3. De un tridngulo se conoce A =57°, B =68° y ¢ =110 m. Calcular su drea.
Solucién:
El angulo C mide:
C =180° — 57° — 58% = 55°
Calculamos el lado b por el teorema del seno:

b _c . b_ll()sen68°
sen B senC ~ senbhe

= 124,51 cm
El 4rea mide:

1
S = 3 besen A = 5743,12 cm?

Ejercicio 4. Desde un avién de reconocimiento A volando sobre un punto P de la superficie del mar a
3000 metros de altura, se divisa un carguero B bajo un dngulo de depresion de 37° y un petrolero C bajo
un dngulo de depresion de 21°. Sabiendo que el dngulo BAC es de 110° calcular la distancia BC' entre
los dos barcos.

Solucion:

De la figura se deduce:

3000 3000

sen 37° sen 21°

y por el teorema del coseno:

BC? = AB? + AC? —2AB - AC cos110° = BC =11111,84m
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Ejercicio 5. Resolver la ecuacion:
cos2x +bHcosx+3 =0
Solucién:
cos2x +bHcoszx+3=0
cos?x —sen’x 4+ H5cosz +3 =0
cos®>x — (1 — cos®> x) + 5cosx +3 =0

2¢cos2z+5cosz+2=0

—5+v25—-16 —5+3

COST =

4 4
La solucién cosz = —2 es imposible, de forma que tenemos:
1 = 120° £ 360°K
CoOST = —— * 0% % 360 K=0,1,2,...
2 x = 240° + 360° K

Ejercicio 6. Calcular con tres cifras significativas las soluciones de la ecuacion:
e’ = cos2x + senx

en el intervalo [—m, m].

Solucion:

Representamos graficamente las funciones f(x) = e* y g(x cos 2z + senx) y obtenemos:

(~2.65,0.07

Las graficas se cortan en x = —2,65 y = = 0. Estas son las soluciones de la ecuacién.

14
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Ejercicio 7. Demostrar la identidad:
sec? z + cosec? x = sec? x cosec?
Solucién:

9 9 1 1 sen? z + cos? x 1 9 9
sec” x +cosec”r = ——— + ——— = 3 5 = 3 5 = sec” x cosec” x
cos*x  sen*x cos® x sen? x cos® x sen® x

s

Ejercicio 8. Sabiendo que Asen4x + Bsen2r = 0 y que 0 < x < 5, calcular cos2x en funcion de A y
B.

Solucién:
Asendzx 4+ Bsen2x =0
A-2sen2xcos2z + Bsen2zx =0
sen 2z (2Acos2x + B) =0

Puesto que 0 < x < 7, el primer factor es distinto de cero. Por consiguiente, debe ser cero el segundo
factor:
B

2A 2 B = 20 = ——
cos 2x + 0 = cos2z 5

5. Nuameros complejos

Ejercicio 1. Calcular:

(1414)(1—i)(2+14)(2 — 1)
(40P + (1=

Solucion:

El denominador es una suma de complejos conjugados. Por consiguiente, la parte imaginaria es nula. En
el numerador hay dos productos de complejos conjugados que, como es sabido, es igual al médulo del
complejo al cuadrado. Asi:

1+ —-i)2+4)(2—14) (1+1)4+1) 10 5

(1+i3+01—-i)3  1-3+1-3 -4 2
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Ejercicio 2. Calcular en forma bindmica el complejo 2’ resultado de girar z = —1+14 un dngulo de 120°

en torno a c = 3 — 2i.
Solucion:

2 =c+ (z — ¢)(cos 120° + isen 120°)

1 3
=3—-2i+ (-1+17i— 3+ 2i) <—2+¢\2f>

=3—-2i+ (—4+3i) <—;+z?>

3. 33
:3—2i+2—2\/§i—§i—7f

= (53\2/§>+<;2\/§)z

Ejercicio 3. Calcular mediante la férmula de Moivre tg(3¢) en funcidn de tg p.

Solucion:
Por la férmula de Moivre:

(cos @ + isen p)® = cos 3p + isen 3p
=cos® o+ 3cos® p-iseny + 3cosp-i?sen? p 4 i sen® o
= cos® ¢ — 3cos psen? p + (3 cos? psen p — sen® )i

y de aqui, igualando partes reales e imaginarias:

sen 3¢ = 3cos? psen g — sen® ¢

cos 3 = cos® ¢ — 3cos psen? @
Dividiendo miembro a miembro resulta:

tg 3 = 3 cos? psen p — sen?

cos? o — 3cos psen? p
y dividiendo numerador y denominador por cos® ¢ se obtiene finalmente:

_3tgp—tg’y

tg 3
9% 1—-3tg2e

Ejercicio 4. Determinar los complejos cuyo cubo sea igual a su conjugado.
Solucién:
Debemos resolver la ecuacion:
20 =z
Sea z = r,. La ecuacién queda:

(ro)® =r_, o bien (7"3)3@ =7r_,
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Para que dos complejos sean iguales, sus médulos deben ser iguales, y sus argumentos deben diferir en
un numero entero de vueltas. Entonces:

3 {7’0
r’=r =
r=1

El tnico complejo de médulo cero es z; = 0. Esta es la primera solucién.
Si el complejo tiene médulo 1, tenemos la siguiente condicién para los argumentos:
3p=—p+360°K = 4¢ =360°K, KeZ
Lo que nos da las siguientes soluciones:
K=0, ¢=0, 29 =1go =1
K=1, ¢=090° 2z3=1gp0 =1
K=2¢=180° 24 =100 = -1
K =3, ¢=270° 2z4= 19700 =—1i

Ejercicio 5. Calcular (sin calculadora) en forma bindmica las raices cuadradas de 21 — 20i.
Solucién:
Debemos encontrar un z = x + yi tal que:

(x +yi)? = (2? — y? + 2wyi) = 21 — 20i
Igualando partes reales e imaginarias resulta el sistema:

2 —y? =21

{2xy =-20

Resolvemos por sustitucion:

10 100
- = T

T 2
2= 2122 -100=0

y:

Esta ecuacién bicuadrada tiene como soluciones ©1 = —5 y x2 = 5. Los valores correspondientes de y son
y1 = 2 e yo = —2. Las raices del complejo son z; = =5+ 2i y zo =5 — 2i.

6. Geometria: ecuacion de la recta

Ejercicio 1. Dadas las rectas 2z +y—1=0 ; x —y — 2 =0, hallar la ecuacion de la recta que pasa por
el punto de interseccion de ambas y es perpendicular a la 3x + 6y —1 = 0.

Solucién:
Calculamos el punto de interseccién de las dos rectas resolviendo el sistemas:

2r4+y—1=0
r—y—2=0
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que tiene como solucién el punto P(1, —1).

La recta 3z 4+ 6y — 1 = 0 tiene pendiente f%. La perpendicular tendra pendiente m = 2. La ecuacién de
la recta es:

y+1=2(x—-1)

Ejercicio 2. Determinar el punto simétrico del P(3,2) respecto a la recta r: 2x +y = 3.
Solucién:

¢ Recta perpendicular a r por el punto P. La pendiente de r es —2 de modo que la perpendicular

es:
1
y—2:§(x—3)
20 —4=2-3
r—2y+1=0

¢ Pie de la perpendicular. Calculamos la intersecciéon de la perpendicular con la recta dada. Este
punto es medio entre el punto dado y su simétrico:

2c0+y—3=0
r—2y+1=0
El punto de interseccién es el punto Q(1,1).

o Punto simétrico. Puesto que Q(1,1) es punto medio entre P(3,2) y su simétrico P'(z’,y’) se tiene

que:
A
1:3+x
2
2 !
1= 21V
2

De aquf se obtiene P’(—1,0).

Ejercicio 3. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasando por el punto (—8,9) forman un dngulo de
45° con la recta 6x — by = 17.

Solucion:

Si la pendiente de estas rectas es m se cumple que:
6

F—m 6 —5m

tgdh® =1= |3 =

s 1+%m ‘ 5+ 6m
o bien:

6 —5m

=+l

5+ 6m

que da dos soluciones m = —11y m = ﬁ Las rectas buscadas son:

y—9=—-11(x+8)

1
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Ejercicio 4. Hallar m sabiendo que vale 20 el drea del tridngulo de vértices A(2,1), B(4,-5), C(5,m).
Solucién:
¢ La longitud del lado AB (base del tridngulo) es:
c=y(4—-22+(-5-1)2=V40

v la ecuacién de este mismo lado es:

y—1:7(x*2)
y—1=-3z+6
3r+y—7=0

o La distancia de C al lado AB (altura del tridngulo) es:

’3-5+m—7)_’8+m
V10 V10

o Puesto que el area es igual a 20:

1 8+ m
- 40‘8+m20 — 8+ m =220
5V 7o | |

y de aqui las dos soluciones m = 12 y m = —28.

Ejercicio 5. Calcular el radio de la circunferencia circunscrita al tridngulo de vértices A(0,0), B(4,2) y
C(6,4).

Solucién:

o Mediatriz de AB.
2ty =(z -4+ (y - 2)
4y =22 —8r+16+y? —4dy+4
8r+4y—20=0
2c+y—5=0

o Mediatriz de AC.
2? +y? = (z—-6)* +(y —4)?
2+ =22 —122+36+y> —8y+ 16
122 + 8y —52=0
3r+2y—13=0

¢ Circuncentro. Calculamos la interseccién de las dos mediatrices:

20 +y—5=0
3r+2y—13=0

La solucién de este sistema es el punto (—3,11).

¢ Radio. El radio es la distancia del circuncentro a cualquiera de los vértices:

R=+/(-3-0)2+(11-0)2 =130
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Ejercicio 6. ;En qué punto de la recta 3z 4+ 4y = 30 tendrd qué reflejarse un rayo luminoso que parte
del punto F(5,10) para que después de la reflexion pase por el punto A(13,4)7

Solucion:

3z 44y =30

F(5,10)

o Calculamos F’, punto simétrico de F(5,10) respecto a la recta 3z + 4y = 30. Este punto es
F'(—1,2).

¢ Calculamos la ecuacién de la recta F’A. Esta recta es x — 7y + 15 = 0.

¢ El punto buscado P es la interseccién de la recta F’A con la recta dada:

3z +4y—30=0
r—Ty+15=0

El punto de interseccién es P(6, 3).

7. Recta y circunferencia

Ejercicio 1. Hallar el punto de la recta 2o — 4y = 1 que con el origen de coordenadas y el punto (—4,0)
determina un tridngulo de drea 3.

Solucién:
Puesto que la base del triangulo mide 4 y el drea 3, la altura debe valer:

1 3
= —4h h=—
3 3 == >

Debemos buscar los puntos de la recta cuya ordenada sea % o) f%. estos puntos son:

2x4(3>1 == x:75
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Ejercicio 2. Se considera la recta r: 3x +4y+1 =0 y el punto P de esta recta cuya abscisa es igual a
1. Calcular los puntos de la recta que se encuentran a una distancia de P igual a 5 unidades.

Solucién:
La ordenada del punto P es:
3-1+44y+1=0 = y=-1

Los puntos que nos piden deben estar sobre la recta ya distancia de P igual a 5. Son, por consiguiente
los puntos de interseccién de la recta con la circunferencia de centro P(1,—1) y radio 5:

3z+4y+1=0
(-1 4+ (y+1)2-25=0

Los puntos de interseccién son (5, —4) y (—3,2).

Ejercicio 3. Determinar los valores de A a fin de que la recta Az —y+10 = 0 sea tangente a x> 413> = 20.

Solucién:
El sistema:
Az —y+10=0
{302 + 42 =20

debe tener una sola solucién.

Por sustitucién:
22 + (Az +10)2 —20=0
z® + A%2? + 20Az + 100 — 20 = 0
2?(1 4+ A%) 4+ 204z +80 =0

Para que el sistema tenga una sola solucién, el discriminante de esta ecuacién debe ser cero:

400A% —4-80(1+ A% =0 = A=-2 y A=2

Ejercicio 4. Calcular la longitud del segmento interceptado en la recta x—2y+5 = 0 por la circunferencia
22 +y? = 25 asi como su distancia al centro.

Solucion:

Resolvemos el sistema:

r—2y+5=0
22 +y? =25

y obtenemos los puntos P(3,4) y Q(—5,0). La longitud del segmento PQ es:

PQ=+/(-5-3)2+(0—4)2 =80
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El centro de la circunferencia es O(0,0). La distancia de este punto a la recta dada es:

5
d= =Vb
vi+1 Vs

Ejercicio 5. Hallar las ecuaciones de las circunferencias tangentes a las rectas 4o + 3y — 4 = 0; 3z —
4y + 2 =0 que tienen sus centros sobre la recta 2x —y + 3 = 0.

Solucion:

El centro de la circunferencia debe estar sobre la mediatriz de las dos rectas tangentes. Las mediatrices
de estas dos rectas son:
dr+3y—4 3z —4y+2
JE1 3 N

Las dos mediatrices son z + 7y —6 =0y 7Tx —y — 2= 0.

Como el centro debe estar también sobre la recta 2x —y+3 = 0, encontramos sus coordenadas calculando
la interseccién de esta recta con las bisectrices. Tenemos dos soluciones:

2 —y+3=0

= Ci1(-1,1)
r+T7y—6=0
La segunda solucién es:
2c—y+3=0

Y — G(1,5)
Tr—y—2=0

Los radios de las circunferencias los obtenemos calculando las distancias de los centros a las rectas
tangentes:

A1) +3-1-4
N Rz
4-14+3-5—-4

V2132

Las circunferencias buscadas tienen por ecuaciones:

7"2:’ ’:3

(x+1)2+@w-1)7%=1
(x -1+ (y—5)>=9

Ejercicio 6. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto A(6,6) y es tangente a la recta
r: 5x+Ty+2=0 en el punto B(1,—1).

Solucién:
El centro esta en la mediatriz de AB:
(2= 6) + (y—6)2 = (2 — 1)2 + (y + 1)2
5z + Ty = 35
También se encuentra en la perpendicular a la recta r por B. Esta recta tiene como ecuacion:

—7z + 5y = —12
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El centro de la circunferencia es la solucion del sistemas:
5 + Ty = 35
Tz + by = —12

La solucién del sistema da el punto C (%, %) estos calculos se podian haber facilitado si nos damos cuenta

que la mediatriz era paralela a la recta dada y que, por consiguiente, el centro es el punto medio de A y
B.

El radio de la circunferencia es la distancia del centro a cualquiera de los puntos A o B (o a la recta r).
Por ejemplo:

2 2
7 5 37
Z=(--1 41 ==

La ecuacién de la circunferencia es:

o T (B T
2 Y795) T
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8. Probabilidad y estadistica

Ejercicio 1. Tenemos dos jarras con canicas rosas y verdes. En la primera jarra hay 5 canicas rosas y
10 canicas verdes mientras que en la sequnda hay 4 rosas y 5 verdes. Se pasan dos canicas de la primera
jarra a la sequnda y después se extrae una canica de la sequnda jarra.

(a) ;Cudl es la probabilidad de que la canica extraida de la segunda jarra sea verde?

(b) Si la canica extraida de la sequnda jarra ha sido rosa, jcudl es la probabilidad de que se hayan
pasado dos canicas rosas de la primera jarra?

Solucion:

El problema responde al siguiente esquema:

(@) poy= 2.5 100 6 90 7 183 19
PWI=510 11 " 210 11 T210 11 231 33

Ejercicio 2. Si p(ANB) =0,5, p(ANB) =0,2y p(AU B) = 0,85 calcular:
(a) p(A)
(b) p(B)

(¢) (AN B)
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Solucion:

(ANB)=02+0,5=0,7
(AN B) —p(A) =0,85+0,2—-0,7=0,35

ol

Ejercicio 3. Si p(4) = 1, p(AUB) = 2 y p(BJA) = 2:
(a) Calcular p(B).
(b) gSon independientes los sucesos Ay B?

Solucion:

(a) Calculamos primero p(A N B):

1 3 1
p(ANB) =p(A)p(BJA) = 3171
Entonces:
5 1 1 3
P(B) =p(AUB)+p(ANB) —p(d) = -+ 7 -2 =7

(b) Puesto que:

1
=-=p(ANB
1 p(ANB)

los dos sucesos son independientes.

Ejercicio 4. FEl senior Jones, gerente del restaurante Dolce Vita, ha recogido datos sobre los hdbitos de
sus clientes durante un ano.

(a) De acuerdo con sus datos, el 6% de los clientes que hacen una reserva luego no se presentan. En
un dia dado, 200 personas reservan mesa. ;Cudl es la probabilidad de que exactamente dos dos de
ellas no se presenten?

(b) Los datos del senor Jones muestran también que la media del tiempo que los clientes pasan en el
restaurante es de 52 minutos con una desviacion tipica de 15 minutos. Calcular el intervalo minimo
de tiempo entre dos reservas de la misma mesa si se desea que la probabilidad de que coincidan dos
reservas sea menor del 1%.

(¢) En un dia especial Dolce Vita necesita un minimo de 15 camareros. Los datos muestran que, en
promedio, un 15% de los camareros faltan al trabajo. Calcular el nimero minimo de camareros que
debe contratar el senor Jones si quiere que la probabilidad de contar con menos de 15 camareros
sea menor del 5%.

Establecer claramente los modelos de probabilidad que se utilizan para resolver el problema.

Solucion:
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(a) Las probabilidades pueden asignarse mediante una distribucién binomial B(200;0,06). El nimero
de pruebas es 200 y la probabilidad de éxito (que no se presente el cliente) es 0,06. Entonces:

p(X = 2) = 0,000342

(b) Supondremos que la duracién de la comida D sigue una distribucién normal N(52;15). Calculamos:
p(D<d)=099 = d=86,9minutos

El 99% de las comidas duran menos de 86,9 minutos. Este es el tiempo que se deberia establecer
entre dos reservas consecutivas.

(¢) En este caso el modelo va a ser una distribucién binomial B(n;0,85) en la que n es el ntimero de
camareros que se deben contratar y la probabilidad de éxito (que el camarero no falte al trabajo)
es 0,85.

Buscamos el menor n tal que:
p(X <14) < 0,05

Para n = 20 obtenemos que la probabilidad es 0,067 (mayor que 0,05). Sin embargo para n = 21
ya es menor. El senor Jones debe contratar a 21 camareros.
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9. Segundo examen de probabilidad y estadistica

Ejercicio 1. Sean A y B dos sucesos tales que p(A) = %, p(B) = % yp(AUB) = %. Calcular:

(a) p(B|A)
(b) p(A|B)
Solucion:
Puesto que
p(AUB):p(AﬂB):Z — p(AﬂB)zl—Z:i
_p(ANB) i 1
(a) pBIA) == =175
o pAnB) -3 7
(b) p(A|B) o(B) 3 L = D

27

Ejercicio 2. En una clase de 20 alumnos hay 12 que estudian Biologia, 15 que estudian Historia y 2

alumnos que no estudian ni Biologia ni Historia.

(a) Represente esta informacidn en un diagrama de Venn.

(b) Halle la probabilidad de que un alumno de esta clase elegido al azar esté estudiando ambas asignat-

uras: Biologia e Historia.

(¢) Sabiendo que un alumno dado, elegido al azar, estudia Biologia, halle la probabilidad de que este

alumno también estudie Historia.

Solucion:
()
2
(b) D(BOH = o
(¢) pirp) = REDE 2 2
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Ejercicio 3. Una bolsa contiene diez monedas equilibradas. Cinco de dichas monedas tienen cara y cruz,

otras tres son monedas con dos caras y las dos restantes son monedas con dos cruces. Se elige al azar
una moneda de la bolsa y se lanza.

(a) Calcilese la probabilidad de que salga cara en dicho lanzamiento.

(b) Sien el lanzamiento ha salido cara, scudl es la probabilidad de que la moneda elegida tenga cara y
cruz?

Solucion:

SN

Con el esquema anterior:

1 11
) 31

(a)p(c)zﬁ'ﬁ‘i‘ﬁ' =%
s
() p(< OXJe) = Byt = 7

Ejercicio 4. El tiempo que tardan los autobuses en hacer el recorrido entre dos ciudades dadas sigue una
distribucion normal, de media igual a 45 minutos y desviacion tipica igual a 7 minutos.

(a) Halle la probabilidad de que un autobis elegido al azar tarde menos de 40 minutos en hacer el viaje.
(b) El 90% de los autobuses tardan menos de t minutos en hacer el viaje. Halle el valor de t.

(¢) Para una muestra aleatoria de 10 autobuses se registra la duracion del viaje entre las dos ciudades.
Halle la probabilidad de que exactamente 6 de estos autobuses tarden menos de 40 minutos en hacer
el viage.

Solucion:
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(a) Es una distribucion normal N(45,7):
p =p(X < 40) = 0,238
(b) Con la misma distribucién:
p(X <) =090 = =540

(¢) Es una distribucién binomial con 10 pruebas y con la probabilidad de éxito que hemos obtenido
anteriormante, es decir B(10, p):

p(X = 6) = 0,0127

Ejercicio 5. El nimero de accidentes de autobius que hay durante un intervalo de tiempo dado sigue una
distribucion de Poisson, siendo la media igual a 0,6 accidentes por dia.

(a) Halle la probabilidad de que, en un dia cualquiera elegido al azar, haya al menos dos accidentes.

(b) Halle el nimero mds probable de accidentes que hay en un dia cualquiera elegido al azar. Justifique
su respuesta.

(¢) Halle la probabilidad de que no haya ningin accidente en toda una semana (de siete dias) elegida
al azar.

Solucién:
(a) En una distribucién Po(0,6) tenemos que:
P(X >2)=1—-p(X <1) =022
(b) En esta distribucién vemos que p(X = 0) = 0,549. Es mayor que 0,5 y, por tanto, éste debe ser el
valor méas probable.

(¢) Puede calcularse a partir de la distribucién binomial de 7 pruebas con la probabilidad de éxito
p = p(X = 0) = 0,549 obtenida anteriormente o con una de Poisson de media 7 x 0,6. En cualquier
caso se obtiene:

p =0,0150
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10. Funciones

Ejercicio 1. Calcular el dominio de definicion de la funcion:

2 —2x—3
no %
4 — 22

flz) =1

Solucion:

Las raices del numerador son 3 y —1. las raices del denominador son —2 y 2. Todas ellas son raices simples
por lo que los signos en los distintos intervalos aparecen alternados:

i 0 i
1
!

+
S
\

El dominio de la funcién es:

2_2 _
D—{xeR v 3 >0}—(—2,—1)u(2,3)

4 — x2

Ejercicio 2. Calcular las funciones inversas de:
(a) f(z) =2n(z” +1) (b) g(x) =eV™
Solucién:

(a) Intercambiamos las variables y despejamos y:

r=2In(y? +1)

111(y2+1):E
2

y2—|—1:e%

y2:e%_1

y=+Ver -1

Por consiguiente:
7 @) = Vel —1

(b) De forma similar:
r=eVV
Vy=Inz
y = (Inz)*

Entonces:

g7\ (@) = (lna)’
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Ejercicio 3. Representar grdficamente la funcion cuadrdtica
y=a2—4x -5
Obteniendo previamente el vértice y las intersecciones con los ejes.

Solucion:

2
y=z"—4z -5

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

z=-1 V2, -9) z=5

Figura 1: Representacién de una funcién y su reciproca

La abscisa del vértice es:

b 4
T = —— = — =
0 2 2

y la ordenada:
yo=22—-4-2—5=-9
Las intersecciones con el eje de abscisas son las soluciones del sistema:
y=x2—4x -5
{yzo
que son los puntos A;(—1,0) y A2(5,0).
La interseccién con el eje OY es la solucién del sistema:
y=x2—4x -5
{:v =0
que es el punto B(0, —5).

La representacion grafica de esta funcién aparece en la figura 1.

Ejercicio 4. Representar grdficamente la reciproca de la funcion anterior:

1

y:x274x75

Solucion:
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Ver figura 1.

Ejercicio 5. Representar grdficamente:

(a) y=2+ﬁ (b) y = 3sen(2z)

Solucion:

1
(a) Se puede representar por traslacién de la curva y = —:
x

Y
i
i
y:2+71 ;
i
i
i (2,3)
y=2 ]
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e
—\ :
(1) i
@) ] X
i
i
|
i
0 @=1

y = 3sen 2z

y=-3

32
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Ejercicio 6. Calcular los siguientes limites:

2
i xt—x—2 (b) lim (e“—xQ)
(a) ;1—>m2x3—2x2+x—2 oTee
Solucién:
. . .« . 0 .
(a) Es una indeterminacién del tipo g:
2—z—2 -2 1 3
lfm — 2 " T Clnl) | G R .

es223 — 202+ —2 22 (z—2)(22+1) 5
(b) Es una indeterminacién del tipo co —oo. Puesto que la exponencial es un infinito de orden superior:

, 2 o
xlgrolo(ﬁfx)foo

Ejercicio 7. Calcular los siguientes limites:

1 2

) r+1\72 I sen” x

(a) ig<2x—1> ()xlg%)l—cos:c
Solucion:

(a) Es una indeterminacién del tipo i>. Aplicando la aproximacién u® ~ e(*~1v:

1
=2 x 1
ﬁm<x+1) — 1im e(ET 1) s

z—2\ 2x — 1 z—2

; 241-2z41 1
— lime 221 'z-2

r—2
—a42 1
= lim e2=—1 z—2
r—2
, 1
= lim e2+—1
r—2
—1
= e 3

. . .7 . . . . 2
(b) Se trata de una indeterminacién del tipo %. Aplicando las aproximaciones senx ~ ry 1—cosx ~ %-:
) sen? x .22
lim ———— = lim — =2
z—01—cosxz z=—0 %
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Ejercicio 8. Calcular las asintotas de la funcion:

34

_ 2 -2z +1
YT
Solucién:
Las posibles asintotas verticales son z = —1 y = = 1. Calculemos los limites en estos puntos. En z = —1:
i ?—24+1 2
r—1>H—11 2 -1 n 6 -
Por consiguiente, la recta x = —1 es una asintota vertical.
Enz=1:
L a3 —2r+1 (= D(@®*+2-1) o4 r—1 1
hmizhm = lim — = —
z—1 g2 -1 z=1 (z—1)(z+1) z—1  x+1 2

En z = 1 hay una discontinuidad evitable. No es asintota vertical.

No hay asintota horizontal puesto que:

oxd =241
lim ——— =

T—00 2 -1
La recta y = x es una asintota oblicua puesto que:

1 22 —2c+1 s
m=1lm -+ ——— = Ilim — =1
T—00 I 2 —1 z—00 I3

; 3 —2x+1 =2z 41—+ . —x
b=1lm ( ——— — =« m

T—00 2 —1

Ejercicio 9. Obtener y clasificar los puntos de discontinuidad de la funcion:

22+x—2

fla) = 202 +x—3

Solucion:

Los puntos de discontinuidad son los valores de x que anulan el denominador. es decir, z =1y z =

Calculemos los limites de la funcién en estos puntos:

2?2+ x—2 . (z—1D)(z+2 ., z+2 3

im ———=1lim —————— = lim ——— =
a=1212+2x—3 o1 (x—1)2z+3) «+=12x43 5

Existe el limite y no existe la funcién. Se trata por consiguiente de una discontinuidad evitable.

N

Enz=-

i 2+ —2
im —— =00
-2 202+ -3

hay un infinito de la funcién.

|
[ ][
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T se cortan en algun punto.

Ejercicio 10. Probar que las grdficas de las funciones f(z) =lnz y g(x) = e~
Solucién:
El problema es equivalente a demostrar que la funcién:

Fz)=lnz—e"

se hace cero para algin valor de x.

La funcién F(z es continua para x > 0 por ser suma de funciones continuas. Ademads:

1 1
F1l)=Inl—--=--<0
e e

1
F(2) =2~ >0

Por consiguiente, de acuerdo con el teorema de Bolzano, existe un punto & € (1,2) tal que F(§) = 0.

11. Examen de mejora

Ejercicio 1. Resolver la siguiente ecuacion con nimeros complejos:

1 N 110
243 342 =z

Dar el resultado en forma bindmica y en forma polar.
Solucién:

Multiplicando en el primer miembro el numerador y el denominador de cada una de las fracciones por el
conjugado del denominador resulta:
2—3i 3—2i 10

(24 3)(2 — 30) v (3+2)3-2i) =z
2-3i 3-2i 10

449 + 9+4 2

5-5i 10
13 =z

1013 26 26(1 + 1) 26(1 + 1) .

T o5 1-i A-i0(1+9) 2 (1+1)

El médulo de este complejo es 13v/2 y el argumento T

Ejercicio 2. Hay dos mdquinas que fabrican baterias para teléfonos moviles. Con la mdquina A se fabrica
el 60 % de la produccion diaria y con la mdquina B se fabrica el 40 %. Al analizar el proceso se observa
que, en promedio, el 2% de las baterias que se fabrican con la mdquina A son defectuosas , y el 1% de
las baterias que se fabrican con la maquina B son defectuosas.

(a) Se elige una bateria al azar. Hallar la probabilidad de que sea defectuosa.

(b) Se elige una bateria al azar y se observa que es defectuosa. Hallar la probabilidad de que se haya
fabricado con la mdquina A.
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Solucion:

El problema responde al siguiente esquema:

d
0,02
A
0,60 0,98 )
d
4
0,40 .
0,01
B
0,99
d
60 2 40 1 160
A= — .= 42 - 2 016
(@) »(d) = 165" 700 T T00 " T00 — 10000 ~
p(And) .2 120 3
(b) p(Ald) = = 100160100 = 1

p(d) 10000 160 4

Ejercicio 3. En un paquete de siete transistores hay tres que son defectuosos. Se eligen al azar tres tran-
sistores del paquete sin reposicion. La variable aleatoria discreta X representa el nimero de transistores
defectuosos que se han elegido.

(a) Hallar p(X = 2).

(b) Completar la siguiente tabla:

x 0]1]2|3
p(X = 1)
(¢) Determinar E(X).
Solucion:
= 3 2 4 12
(a)p(X—2)—?;p(dﬁamd)_g.?.6.g =
(b) de la misma manera:
- - - 4 3 2 4
X: = d d d — - . = . = —_
P =0)=pldndnd) =75 5=
- 3 43 18
p(X =1)=3p(dndnd)=3 S e E T
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(¢) El valor esperado de X es:

4 18 12 1 45 9
E(X)= —. 14+ f.94 3= =
(X) 35 0+35 Jr35 Jr35 3 3 7

Ejercicio 4. La siguiente figura muestra dos circunferencias que se cortan, de radios 4 cm y 3 cm. El
centro A de la circunferencia pequena estd situado en la circunferencia del circulo grande. O es el centro
de la circunferencia grande y las dos circunferencias se cortan en los puntos B y C. Hallar:

(a) El dngulo AOB.

(b) El drea de la regidn sombreada.

Solucion:

(a) El dngulo (en radianes) vale:

A0B 15 3

— 3
sen 5 1 -3 — AOB = 2arsen 3= 0,769

(b) Se trata de dos segmentos circulares: El drea de uno de ellos es:
1 —— —
§=51° (AOB _ sen AOB) — 0,588 cm?

Multiplicando por 2 obtenemos el drea buscada:

25 = 1,18 cm?

Ejercicio 5. Sabiendo que u=1++3iyv=1—1i:

(a) Ezpresar u y v en forma polar.

(b) Calcular a partir del apartado anterior u3v?.

(c) Sean A y B los afijos de los complejos u y v. El punto A se gira 90° alrededor del origen O en
sentido contrario a las agujas del reloj convirtiéndose en el punto A’. El punto B se gira 90° en el
sentido del reloj y se convierte en el punto B'. Calcular el drea del tridngulo OA'B’.
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Solucion:

(a) El complejo u tiene de médulo 2 y argumento 60°. El complejo v tiene de médulo /2 y argumento
—45°. Asi pues:

u = 2600 N v = (\/5),450

(b) ulv* = 8igg0 - 41500 = (—8) - (—4) = 32

(¢) Cuando u gira 90° en sentido positivo se transforma en 2500. Cuando v gira 90° en sentido negativo
se transforma en (\/5)_1350 = (\/5) 9950+ L diferencia de argumentos de los dos complejos es 75°
de forma que el dngulo A'OB = 75°.

El area del triangulo es igual a la mitad del producto de dos de sus lados por el seno del angulo
comprendido:

1
S=3 2v/2sen 75° = 1,366

Ejercicio 6. Sea la funcion:

1
f(.]?) = —3+ gri

(a) Dibujar la grifica de la funcidn indicando las asintotas y los puntos de corte con los ejes.
(b) Calcular la funcion inversa.

Solucion:

Y :

W

16
0 X

- y=-3
7
5(o1)
=2
y=-3+—

Intercambiando las variables y despejando:

3+ !
r=— —_—
y—2
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Ejercicio 7. La funcion f viene dada por:

1—2x r <2
f(x):{i(m—Q)Q—B x> 2

(a) Determinar si f es continua o no.

(b) El grifico de la funcidn g se obtiene aplicando las siguientes transformaciones al grifico de f: una

simetria respecto del eje y sequido por una traslacion por medio del vector 0 ) Calcular g(x).
Solucién:

El tnico posible punto de discontinuidad es x = 2. Calculamos los limites laterales:

lim f(z)= lim 1-22=1—-4=-3

T2~ T2~

lim f(z) = lim %@:—2)2—3:—3

z—21 T2~
Coinciden los limites laterales con el valor de la funcién. Por consiguiente, la funcién es continua en x = 2.

La simetria respecto al eje y se obtiene cambiando x por —z. Asi obtenemos la funcion:

h(x):{i_sz ) —r <2
(-2 -3 —x>2
o bien:
h(x){i+2x 2 x> -2
J@+2)° -3 z<-2

La traslacion se obtiene sustituyendo x por x — 2:

+2(x—-2) r—2>-2

Ejercicio 8. Los pesos, en kilogramos, de los oseznos de un ano siguen una distribucion normal, de media
Wy desviacion tipica o.

(a) Sabiendo que el peso correspondiente al tercer cuartil es de 21,3 kg y que el peso correspondiente al
primer cuartil es de 17,1 kg, calcular el valor de pu y el valor de o.

(b) Se toma una muestra aleatoria de 100 oseznos. Calcular el nimero esperado de oseznos que pesan
mds de 22 kg.

Solucion:

Los datos nos dicen que:
p(X <17,1) =0,25
p(X <21,3) =0,75
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Pasando a puntuaciones tipicas:

17,1 — 17,1 —
p (Z < 7“) _025 — LTH_ 4675
ag g
21,3 — 21,3 —
p (Z < i”) —075 — % — 0,675

Resolviendo se obtiene p = 19,2 y 0 = 3,11.

La probabilidad de que el osezno pese mas de 22 kg es:
p(X >22)=1-p(X <22)=1-0,816 =0,184

El ntimero esperado de oseznos es 18,4.

Ejercicio 9. Se considera la recta x — 2y + 5 = 0 y la circunferencia x* + y* = 25.
(a) Calcular la longitud del segmento interceptado en la recta por la circunferencia.
(b) Calcular la distancia entre el segmento y el centro de la circunferencia.

Solucion:

Los puntos de interseccién de la recta y la circunferencia son las soluciones del sistema:

r—2y+5=0
2?2 +y% =125
Sustituyendo:
(2y —5)% +y* =25
4y? — 20y + 25 +y* = 25
5y% — 20y = 0
y=0;y=4
y obtenemos los puntos P(—5,0) y Q(3,4).

La longitud del segmento es igual a la distancia entre estos puntos:

I=(-5-32+(0-42=v80=4V5

El centro de la circunferencia es O(0,0). La distancia del centro a la recta es:

5
d= ————==15
V12 422

40
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12. Segundo examen de limites y continuidad

Ejercicio 1. Calcular el dominio de definicion de la funcion:

r—1
4 — g2

fx) =

Solucion:

La raiz del numerador es 1. las raices del denominador son —2 y 2. Todas ellas son raices simples por lo
que los signos en los distintos intervalos aparecen alternados:

+

_|_
|
N =)

El dominio de la funcién es:

z—1

D = eR
{x 4 — x2

> o} = (—00,~2)U[1,2)

Ejercicio 2. Calcular la funcidn inversa de:
(a) f(z)=In(z - 3)? (b) glx) = >+

Solucion:

(a) Intercambiamos las variables y despejamos:

3y+2=Iz
3y=—-2+Inx

1
y= 5(72+lnx)

gil(x) = é (—=2+1nx)
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Ejercicio 3. Representar grdficamente la funcién cuadrdtica y = x> — 2x — 15 obteniendo previamente
el vértice y las intersecciones con los ejes.

Solucion:

y=x272:p715

A1(~3,0) Ax(5,0)

B(0, —15)
V(1,—16)

Ejercicio 4. Representar grdficamente la funcion:

fw) = 2601
Solucién:
Y
y= 26" 1 16 Y
14
12
10
8
’ 0
4 -
(&
: P(1,2) g
0]
y 3 2 1 ol° H 2 3 4 5 6 X
2
-4
z=1
-6

Ejercicio 5. Representar grdficamente la funcion:

_ 1
" Inz

f(x)
Solucion:

Ver figura mas arriba.
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Ejercicio 6. Calcular los siguientes limites:

(a) lim L= V12 (b) lfm (\/M—x)

T—00
x—0 €T

Solucion:

(a) Multiplicando y dividiendo por la expresién conjugada:

1-V1-=z 1-vV1-2)1+v1-2)

D S RN g
PR Sl e
=0 (1 ++/1—2x)
-l -t
=0 z(1++/1—2x)
1
2

(b) Transformamos el radicando:
lim (\/x2—4x—|—1—9:> = lim ( (x—2)2—4—|—1—:c)
r—00 r—00

:wlgrolc(x—Q—x)

=2

Ejercicio 7. Calcular los siguientes limites:

, e’ —1 r—3 2z
(a) ll—>mo sen 2x (b) lim ( )

Solucién:
(a) Aplicando las aproximaciones e* — 1 ~ x y sen2x ~ 2z cuando z tiende a cero:

,oet—1 . x
lim =lim — = -
z—0sen2xr  z—0 2z 2

(u—1)v

(b) Se trata de una indeterminacién del tipo 1°°. Aplicamos la aproximacién u? ~ e vélida cuando

u tiende a 1 y v a infinito y se obtiene:

z—3 2x s
fm ( ) = lfm (55112

rx—3—x—1
= lim e =#rt_ 2
r— 00

—4
= lim e#12®
xT—r00
, —8x
= lim e™=
xr—r 00

= 678
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Ejercicio 8. Demostrar mediante el teorema de Bolzano que la ecuacion 2x = cosx, tiene al menos una
solucion.

Solucién:
El problema es equivalente a demostrar que la funcién
F(z) =2z —cosx
se hace cero para algun valor de x.
La funcién F(x) es continua por ser suma de funciones continuas.

Ademés:

F(0)=2-0—cos0<0
™ ™ 7T
F(E)—2§7COS§>O

Por el teorema de Bolzano, existe un nimero § € (0, ) tal que F(§) = 0. Este niimero es solucién de la
ecuacion.

Ejercicio 9. Estudiar los puntos de discontinuidad de la funcion:

2 12
LA R
Solucién:
Los posibles puntos de discontinuidad son x = —3 y = 3. Estudiemos los limites de la funcién en estos
puntos.
En x = -3:

y 2 12\
PR r—3 22-9 -

En este punto hay un infinito de la funcién.

El limite cuando x tiende a 3 es una indeterminacién del tipo co — co. Operando resulta:

) 2 12 ) 2 12
ii“é(;c—g_xz—g) =l (x—S_ (x—3)(x+3))

2(z+3) — 12
w53 (1 — 3)(z + 3)

2 — 6

_mﬁ3m
2(z —3)
= T+

Puesto que existe el limite pero no existe la funcién, se trata de una discontinuidad evitable.
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Ejercicio 10. Calcular las asintotas de las siguientes curvas:

241

222 4+ 1
2 — 4 (b)y:

r—3

(a) y

Solucion:

(a) Larecta y = 0 es asintota horizontal de la curva puesto que:

2z +1
Ii =0
o
La recta x = —2 es asintota vertical de la curva puesto que:

. 2x+1
lim 5 =
r—>—2 2 74

También z = 2 es asintota vertical de la curva puesto que:

y 20+ 1
xl—>mZx2—4_oo

(b) La recta x = 3 es asintota vertical ya que:

Veamos si hay asintota oblicua. Calculamos los limites:

1 22241 . 222
m= lim —- = lim — =2
T—00 I r—3 r—00 12

T—00 r—3 T—00 r—3

Por consiguiente, la recta y = 2z + 6 es asintota de la curva.

92% 4 1 922 41 — 202
b:h'm<9”+ —2x>:h’m Al 46 62
x—0 2

=6

45



