Matematicas 12BI.
Curso 2019-2020. Examenes

1. Logaritmos (1)

2
Ejercicio 1. Calcular 4\/; + 3\/3 +2v6 — V150

Solucion:

2
4\/;+ 3\/§+2\f— V150

4-vV2V3  3-V3V2

= +2V6—-v25-6
4 3

=(=+2+2-5)V6
(3+2+ )xf
V6

6
ANAA

Ejercicio 2. Simplificar (3\/5 +5v8 — 3\/5) (5\/5 +2v/20 — @)

Solucién:
(3v5+5v8—3v2) (5v2+2v20 - V72)
= (3v5+5-2v2-3v3) (5v2+2 25— 6v2)
= (3\/5+ 7\/§> (4\/7 \/§>
=60 — 3v/10 + 28v10 — 14
= 46 + 25V/10
AMAAL

Ejercicio 3. Sabiendo que log2 = 0,3010 calcular log /62,5

Solucion:
625 . 1 125 1 1000

1
log /62,5 = Elog— = —log— = —log

1
= = (log 1000 — log 16) = — (3 — 4log2) = 0, 8980
0 =2 5 5 5 2(Og 0g 16) ( og2) =0,
AhAA

1
2

Ejercicio 4. Calcular los siguientes logaritmos:



1 LOGARITMOS (1) 2

a) logg /32 V9
(a) logg (b) logg —=
Solucién:
1 1 logy32 1 5 5
logs V32 = ~ logg 32 = = - =-.-=-
s 2 %8877 9 og,8 2 3 6
V9 : 1 2 1
10g37 = logs \3/§710g33: §10g3971: 3 71:75
LY YY)
Ejercicio 5. Calcular los siguientes logaritmos:
1
() Togas ¢ (b) logg 3v/3
Solucién:
1 logs % -1 1
logas = = = =3
5  logs 25 2 2
1 1 1 1+3
logg 3v/3 = 02y 3V3 _ logg3+logg V3 145 3
log3 9 2 2 4
LYY Y}

Ejercicio 6. Resuelva la ecuacion log,(x + 3) + logy(x — 3) = 4.

Solucién:
logy(x +3) +loge(z —3) =4 = logy(z+3)(z—3)=2 = (z+3)(z—3)=2*
Resolvemos la ecuacién de segundo grado:

22 -9=16 = 1 =—V25= -5 (novélida); =z =25 =5 (vilida)

AdAA

Ejercicio 7.
(a) Indique el conjunto de valores de a para los cuales la funcién x — log, = existe para todo xz € RT.
(b) Sabiendo que log, y = 4log,, z, halle todas las posibles expresiones de y en funcién de .

Solucion:

(a) La base de la funcién logarmica puede ser cualquier nimero real positivo distinto de 1.

(b) Pasando a base x obtenemos:

1
log, y =4logy,z = logIgJ:4~M

= (log,y)* =4
log, y

Entonces hau dos posibilidades:
log,y=-2 = y== = —

log,y=2 =— y==<

Ambas soluciones son validas.

AMAA



2 LOGARITMOS (2)

Ejercicio 8. Resolver la ecuacion 3% —

1 )
39:72
Solucion:
4 4 36
3% — =5 = 3¥-5=5 = 3-—=5
3z—2 3% 3
32
Llamando 3% = u:
36
u—="=5 = w?—-5u—-36=0
u
Tenemos las soluciones:
u=3"=9 = z=logz9=2
u=3% =—4 (no tiene solucién)
LL YY)

2. Logaritmos (2)

Ejercicio 1. Racionalizar y simplificar

avb + by/a
va+vb

Solucion:

avb+by/a _ (avb+by/a)(va— vb)
Va+vb  (Va+ vb)(va— Vb
YY)

avab—ab+ba —bvab (a—0b)Vab Jab
= =Va
a—1b a—1b

Ejercicio 2. Resolver la ecuacién:

1
2.5 -9 =

Solucion:

La ecuacién puede escribirse:

5
2-5% -9

=2 2.5%% _9.5% —5=0

5IE
Despejando con la férmula de la ecuacién de segundo grado:
5T _ 94+ +/81+440 _ 9+11
4 4
Puesto que 5% debe ser positivo, la tinica solucién es:
57=5 = z=1
AAAA

(b) 327* =172
Solucion:

Ejercicio 3. Resolver las siguientes ecuaciones escribiendo las soluciones como logaritmos:
(a) 3-10°*~1 =45

(a) 3-10%*"1 =45

= 10°771=15 = 5Br—1=logls =—

1+log15
r=—
5



2 LOGARITMOS (2)

(b) Aplicando, por ejemplo, logaritmos decimales:

10g327“‘:10g7% ; (2—x)log3:glog7; 2(2 —x)log3 =zlog7

Agrupandolos términos y despejando x:

4log3 = 2zxlog3 + xlog7 ; z(2log3 +1log7) =4log3;

AANAA

Ejercicio 4. Calcular los siguientes logaritmos:
3
(a) logs ? (b) logys (5v/5)

Solucién:
(a) Aplicando las propiedades de los logaritmos:
V9 3 1 2 1
logg — =logg V9 —logg3=—logg9—1=-—1=——
g3 3 23 g3 3 g3 3 3

(b) Pasando a base 5:

N logs(5v5)  logs5+logsv/6  1+5 3
logys (5v5) = : =
ogs 25 2 2 4

ANAA

Ejercicio 5. Sabiendo que log2 = 0,3010 calcular log 0,125.

Solucion:

125
log 0,125 = log

—logl = —log8 = —3log2 = —3-0,3010 = —0,9030
1000 &8 o8 o8

ANAA

Ejercicio 6. Resolver la ecuacién 2 — logg(z + 7) = log, 2z

4log 3

r=—
2log3 4+ log7

Solucién:
Teniendo en cuenta que log1 = = —logs x:
3
T+ 7
2 —logg(z 4+ 7) = —logs 2z ; 2 =logg(z + 7) — logs 2z ; 2 = logg
Entonces:
7 7
zt :32; r+7=18x; r=—
2x 17
La solucién es vilida.
LYY
Ejercicio 7. Despejar z en:
2
(a) 5773 = 2 (b) logy(322 —1) =5

Solucion:



2 LOGARITMOS (2)

(a) 573 =9 — 22 —3=logs2 = x==4./3+log;2
(b) logo(322 —1)=5 = 322-1=2° = 322=33 = z=+/11

ANAA

Ejercicio 8. Resuelva la ecuacién 8*~! = 637, Exprese la respuesta en funcién de In2 y In 3.

Solucion:

Aplicando logaritmos neperianos:

In8®~! =63 ; (x—1)In8 =321n6; (z—1)In2% =3z (In2+1n3) ; 3(x—1)In2 =3z (In2+1n3)
Simplificando y agrupando los términos:
In2
—In2=2hn3 = zz=-——
In3

ANAA



3 COMBINATORIA. INDUCCION 6

3. Combinatoria. Induccion

Ejercicio 1. Con las letras A, B, C, D y E:

(a) {Cuéntas palabras de 5 letras pueden formarse?

(b) ;Cudntas terminan en C?

(¢) ;Cuantas empiezan y terminan por vocal?
Solucién:

(a) 5!'=120
(b) 4! =24
(c) 2-31=12

ANAA

Ejercicio 2. Con las letras de la palabra MURCIELAGO:

(a) ;Cuantas palabras de 10 letras pueden formarse?
(b) (En cudntas de ellas las vocales estdn separadas?
(¢) (En cudntas de ellas aparecen exactamente tres vocales juntas?

Solucion:

(a) 10! = 3628800

(b) Las consonantes pueden colocarse de 5! maneras. Una vez colocadas las consonantes tenemos 6 posiciones para las
vocales:

eCeCoeCoeCeCo

de las que debemos elegir 5. Una vez elegidas las posiciones, las vocales pueden permutarse de 5! maneras. En total:
6
51 (5) -5l = 65! 5 = 86400

(¢) Como antes, las consonantes pueden colocarse de 5! maneras:
eCeCoeCoeCeCo

Ahora debemos colocar tres vocales juntas. Tenemos 6 posiciones para el grupo. Para colocar las otras dos vocales
pueden ocurrir dos casos: que estas dos vocales estén juntas en cuyo caso tendriamos 5 posiciones para la pareja y
las podriamos colocar de

5!-6-5-5! =432000
maneras. O podrian estar separadas en cuyo caso dispondriamos de (g) posiciones y obtendriamos
5
516 (2) 51 = 864000
En total

5
5!-6-5-5!+5!-6- (2) - 5! = 432000 + 864000 = 1296000

ANAA

Ejercicio 3. Se quiere formar un comité de cuatro personas a partir de 5 profesores de ciencias, 3 de
lengua y 4 de matematicas.
(a) ;De cudntas maneras puede formarse el comité?

(b) ;De cudntas si los profesores de ciencias X e Y deben formar parte del comité y el profesor de lengua
7 no debe formar parte?

(¢) ¢De cuéntas si al menos debe haber un profesor de ciencias, uno de lengua y uno de mateméticas?



3 COMBINATORIA. INDUCCION 7

Solucion:

(a) (142) — 495

(b) Si X e Y deben formar parte del comité debemos elegir 2 de los otros 10, pero como Z no puede formar parte los
debemos elegir de los 9 restantes, o sea que:

()=

(¢) El comité puede formarse con dos profesores de ciencias, uno de lengua y uno de matemadticas, o uno de ciencias, dos
de lengua y uno de matemaéticas o uno de ciencias, uno de lengua y dos de matemaéticas. En total:

(;)-3-44—5-(;)-4+5v3-<;1>:10-3-4+5-3-4+5-3-6:270

ANAA

Ejercicio 4. Con las letras de la palabra CALCULUS:

(a) {Cuéntas palabras de 8 letras pueden formarse?

(b) ;Cudntas empiezan por A y terminan por S?

(¢) ;Cuéntas empiezan por C y terminan por L?
Solucién:

(a) Se trata de permutaciones con repeticién en las que la letra C se repite dos veces, la letra L se repite dos veces y la
letra U también se repite dos veces:

PRg222 = = 5040

21212!
(b) En este caso debemos disponer 3 pares de letras repetidas:
6!

PRo222= 50 =9

(¢) Ahora hay 6 letras y solamente 2 repetidas:

6
PRz = o = 360

AAAA

Ejercicio 5. Calcular el término constante del desarrollo:

)

Solucion:

Un término cualquiera del desarrollo tiene la forma:

9—k
n= 0 (-2)
El exponente de = de este término es:
k—2(9—k)
En el término constante el exponente debe ser cero:
k—209—-k)=0 = k=6

El término que buscamos es:

N 4 63 9-8-7 .
T6:(6>Ib(fﬁ) — = 6%=—0.8.7-36 = —18144

AAAA



3 COMBINATORIA. INDUCCION

Ejercicio 6. Calcular el coeficiente de z° en

3z —1) (5 + 22)°

Solucién:
Calculamos los términos de # y 25 del desarrollo de (5 + 2x)5:
_ (S 4 g2 _ 4
Ty = (4)(2@ .52 = 6000z
_ (S 5.k _ 5
Ts = (5)(2:v) -5 = 960z
Entonces:

(8 — 1) (5+22)5 = 3z — 1) (... + 6000z* +9602° +...) = ...+ (36000 — 960)2° + ...
El coeficiente de 25 es 3 - 6000 — 960 = 17040.

AMAA

Ejercicio 7. Demostrar por induccién que 52" — 1 es miltiplo de 24 para n € Z+.
Solucién:
— Se cumple para n = 1:
52 -1=24=24
— Supongamos que se cumple para n = k:
528 —1=124
y demostremos que, en ese caso, se cumple para n = k + 1. Debemos demostrar
50 —1=924 — 52D _1=194
En efecto:
520+ _ 1 =52.5%% _1=25.(Q4+1)—1=25-24+24=24

— Por el principio de induccién matemética la proposicién se cumple para n € Z7T.

ANAA

Ejercicio 8. Demostrar por induccion:

- H(2n+7
ZT(T+2):n(n+ )G(n+ ); neZt
r=1

Solucion:

Llamemos

k
Sk = Z r(r+2)
r=1

— La férmula se cumple para n = 1:

1A+1)(2-147)

Si=1-(1+2)= .

=3

— Supongamos que se cumple para n = k:

_ k(b +1)(2k+7)

s
k 6



3 COMBINATORIA. INDUCCION

y demostremos que, en ese caso, también se cumple para n = k + 1:

_ B(E+1)(2k+7) (k + 1)(k + 2)(2k + 9)
6 6

Sk =  Spy1 =

En efecto:

Sk+1 =Sk + (k+1)(k+3)
_ k(k+1)6(2k+7) e D4 3)

= kk +1)(2k+7) +6(k + 1)(k +3) sacando factor comin
6
(k +1)(2k? + Tk + 6k + 18)
6
= (k + 1)(2k2 + 13k +18) factorizando
6
(k+1)(k+2)(2k+9)

6

— Como consecuencia del principio de induccién matemética, la férmula se cumple para n € Z+.

ANAA
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4. Polinomios y ecuaciones

Ejercicio 1. Calcular el valor que deberd tomar m en la ecuacién 922 — 182 + m = 0 para que una de
las raices sea doble que la otra.

Solucion:

Sean 7 y 2r las soluciones de la ecuacién. Por las relaciones de Cardano:

18
r+2r=—=2
9

Por tanto las soluciones son r = % y 2r = %.
La otra relacién de Cardano nos da:
m 2 4 8
—_— =2 = — . — = — _— m=3_8
9 3 3 9

AAAA

Ejercicio 2. Resolver la ecuacién:
4—-3r—-222-2x=1

Solucion:

Despejamos la raiz, elevamos los dos miembros al cuadrado y resolvemos:
V4—3z—22% -2z =1
V4 -3z —22% =22+ 1
4-3z—222 =422 + 4z + 1
62+ 72 —3=0

—T7E£+/49472
12

Nlw

Las soluciones son x1 = % y X2 = —

Comprobamos las soluciones:

1 1 1
4-3.2-2.--2.2=4/2
3 9 3 9

¢ (D)2 (P maams e

Solamente es valida la solucién x =

BE

wl N
Il
wl o
I

1
3-

ANAA

Ejercicio 3. Resolver la ecuacion:
62 +57° —3r —2=0

Solucion:

Una raiz es z = —1:

6 -1 —2 o0

Se puede factorizar la ecuaciéon como:

(x+1)(62% —2—2)=0
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Igualando a cero los dos factores calculamos las soluciones z; = —1, z2 = syT3= 7%.

ANAA

Ejercicio 4. Dado el polinomio 23 + 22 + az + b, calcular a y b sabiendo que es divisible por z + 2 y

r —4.
Solucién:
Si es divisible por « + 2 y © — 4 por el teorema del factor, x = —2 y = = 4 son raices del polinomio:
(=23 + (=22 —2a+b=0 , —2a4+b=4
o bien
43 +424+4a+b=0 da+b=-80
y, resolviendo el sistema, se obtiene a = —14, b = —24.

Otra manera de resolver el problema seria la siguiente: la suma de las tres raices es —1. Si llamamos r a la tercera raiz:
—24+4+r=-1 =— r=-3

Entonces, aplicando las otras relaciones de Cardano:
b=—(-2)-4-(-3)=-24
a=(-2)-44(-2)-(-3)+4-(-3)=-14

ANAA

Ejercicio 5. Resolver la inecuacién:

x2—2x—3
— <0

4 — 22 <
Solucion:

Las raices del numerador son £ = —1 y « = 3. Las raices del denominador son ¢ = -2y = = 2.

El signo de la fraccién esta dado por el siguiente esquema:

-

=}
O ——
w —1— o

La solucién es « € (—o0, —2) U (—1,2) U (3, 00).

ANAA

Ejercicio 6. Resolver el sistema:
T Yy
2473
3 + 2
224 y?—2zy=1

Solucion:

— Primer método:

Quitamos denominadores en la primera ecuacién y despejamos y:
2 + 3y =18
_18-2z
3
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Sustituyendo en la segunda ecuacién:

(18 —22)°  22(18 —2z)
9 3

922 + (18 — 22)% — 62(18 — 22) —9 =10

922 + 324 — 722 + 42 — 108z + 1222 —9 =0

2522 — 180z + 315 =0

522 — 36z + 63 =0

z? + 1=0

Resolviendo esta ecuacién resulta z1 = 3, 22 = %

Los valores correspondientes de y son y1 =4 e y2 = ?,
i 21 16

Las soluciones son (3,4) y (?, ?)

— Segundo método:
Se puede resolver el sistema de una manera mas sencilla si escribimos la segunda ecuacién como:

(x—y)?=1 = c—-—y==1
Las soluciones las obtenemos entonces resolviendo los sistemas:

{2x+3y18 . {2m+3y18

rz—y=1 r—y=-—1

y resultan las soluciones que hemos obtenido anteriormente.

ANAA

Ejercicio 7. Si a y 3 son dos de las raices del polinomio 2% — 3z + 1, demostrar que a3 es una raiz de
3 2
x4+ 3z — 1.

Solucion:

Sea 7 la tercera raiz del polinomio. Por las relaciones de Cardano se cumple que:

a+B+y=0
af+ay+pfy=-3
afy = -1

Debemos demostrar que a3 es una raiz del segundo polinomio, es decir que
(@B)® +3(aB)? —1=0
En efecto, de la primera relacién resulta que

vy=—(a+p5)

y, entonces, de la tercera:
1
apy=—afla+p)=-1 = a+B= o8

Sustituyendo en la segunda relacién:

aB +ay + By = -3

af+y(a+pB)=-3 sustituyendo ~y

af—(a+p8)?+3=0 sustituyendo a +
1

of = g +3=0

(@B)® +3(ap)’ —1=0

AdAA

Ejercicio 8. Si f(z) = 2® — 322 — 92 + b tiene un factor (x — k)?, calcular los posibles valores de k. Para
cada uno de ellos calcular b.

Solucion:
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Si llamamos r a la tercera raiz, el polinomio se puede factorizar:
flx)=a%-322 -9z +b=(z — k)?(z —7)
Entonces, bien igualando coeficientes o bien por las relaciones de Cardano resulta que:
2k+r=3
k% + 2kr = —9
Despejando r de la primera ecuacién:
r=3-—2k

y sustituyendo en la segunda:

k2 +2k(3—2k)+9=0; —3k2+6k+9=0; K2 —2k—3=0
que tiene como solucién k1 = —1 y k2 = 3. Los correspondientes valores para r son r1 =5y r2 = —3.
Teniendo en cuenta que b = —k?r resulta que by = —5 y by = 27.

AdAA

13



5 LOGARITMOS. COMBINATORIA. POLINOMIOS. TRIGONOMETRIA.

5. Logaritmos. Combinatoria. Polinomios. Trigonometria.

Ejercicio 1. Calcular el coeficiente de z° en el desarrollo (x + 3)(2z — 1)S.
Solucién:
6 6
(z+3)(2z — 1)° = (z + 3) ( o+ (4) (22)4(~1)2 + (5) (22)%(—1) + .. )
=(x+3) (... +15 162" —6-322° +...)

El coeficiente de z5 es:

1-15-16—3-6-32 = —336
LT

Ejercicio 2. Demostrar mediante induccién matematica que 9" — 3" es multiplo de 6 para n € Z™.

Solucion:

— La propiedad se cumple para n = 1.

— Suponiendo que se cumple para n = k debemos demostrar que se cumple para n = k + 1. Debemos demostrar:

oF _3F =6 =— oFftl_3ktl=4§
En efecto:

9k+1_3k+1:9.9k_3.3k
=9-<6+3’“)73-3’“
=6+(9—3)-3"
=6+6-3"
=6+6
=6

— Por el el principio de induccién matematica, la propiedad se cumple para n € Z7.

ANAA

Ejercicio 3. Resolver sin calculadora 23 — 422 — 9z +6 <0.

Solucién:
Buscamos las raices enteras entre los divisores del término independiente. Ni 1 ni —1 son raices:
1 -4 -9 6

-2 -2 12 -6
|1 -6 3 0

Tenemos entonces unaa raiz x = —2. Las otras raices son:

—12
P OEVITR

Ya tenemos las raices, podemos hacer un esquema del signo del polinomio:

0
|
{
34+6

La solucién de la inecuacién es = € (—oo, —2] U [3 — /6,3 + /6]

AdAA

14
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Ejercicio 4. Resolver gréficamente la ecuacion:
1
Jarsen — =x — 3
x

Solucion:

Representamos las curvas y = 3 arsen (%) ey=x—3

Los puntos de interseccién son z; = —1,03 y z2 = 3,80.

ANAA

Ejercicio 5. En la ecuacién z? — 12z +m = 0 calcular el valor de m para que una raiz sea triple que la
otra.

Solucion:

Sean las raices r y 3r. Segun las relaciones de Cardano, la suma 4r = 12 de forma que las raices son 3 y 9. El término
independiente es el producto de las raices, o sea que m =3 -9 = 27.

ANAA

Ejercicio 6. El polinomio #® — 3z + p tiene una raiz doble. Calcular p.

Solucion:

Sea a la raiz doble y b la otra raiz. Entonces, por las relaciones de Cardano:

2a+b=0
a? +2ab= -3
a’b=—p
De la primera ecuacién b = —2a. Sustituyendo en la segunda:
a2—4a2:—3; —3a2:—3; a=-1, a=1

Paraa=-1,b=2yp=-2.

Paraa=1,b=-2yp=2

AMAA
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Ejercicio 7. Calcular el area de un segmento circular limitado por una cuerda de 24 cm en una circun-
ferencia de 15 cm de radio.

Solucion:

Llamando ¢ el dngulo central determinado por el arco, se cumple que
© 12

sen — = — ;
2 15

El area del segmento es:

, 12
= arsen —
i 15

1
S = §r2(ap —sen ) ~ 101 cm?

ANAA

Ejercicio 8. Resolver la ecuacién

logé x =logg b

Solucion:

Escribimos los logaritmos en base 9:

logg x _
91 =logy 5 ; logg z = (—1) logg 5 = logg 51
logg 5
Entonces:
z=5"1= 1
5

Ejercicio 9. Se debe elegir un comité de 4 personas entre 8 ingenieros, 7 fisicos y 6 matematicos.
(a) ;Cudntos comités diferentes pueden elegirse?
(b) {Cudntos estan formados solo por ingenieros?

Solucién:

(a) En total hay 21 personas. El nimero de personas de elegir 4 es:
Ca1,4 = 5985

(b) Hay 8 ingenieros. Si se deben elegir 4:
Cg,4 =170

ANAA

Ejercicio 10. En el problema anterior, ;jcuantos comités cuentan con al menos una persona de cada
profesién?

Solucion:

Los distintos comités pueden estar formados por dos ingenieros, un fisico y un matemaético, un ingeniero, dos fisicos y un
matemadtico o un ingeniero, un fisico y dos matemadticos. El nimero de comités posibles es:

Cg2-7-64+8-Cr2-6+8-7-Cs2=3024

AlAA



6 LOGARITMOS. COMBINATORIA. POLINOMIOS. TRIGONOMETRIA. 17

6. Logaritmos. Combinatoria. Polinomios. Trigonometria.

4
1

Ejercicio 1. Calcular el coeficiente de  en el desarrollo (2 + x) ( — 236) .
x

Solucion:

ero (-2 =era (()(2) + QO G) o Q) 2 () (5) oo+ ()eaor)
=(2+2) (%4 - % + 24 — 3222 +16x4>
El coeficiente de x es 24.

AdAA

Ejercicio 2. Demostrar que 5" + 3 es multiplo de 4 para todos los enteros mayores que cero.
Solucion:

— La propiedad se cumple para n = 1 puesto que 5! + 3 es miltiplo de 4.

— Supongamos que la propiedad se cumple para n = k y veamos que, en ese caso, también se cumple para n = k + 1.
Debemos demostrar:

5F+3=4 = s5Fly3=4
En efecto:

5Pl 4 3=5.5%+3
=5-(4-3)+3 por la hipétesis de induccién
=4-15+3
=4-12
=444
=4

— Por el principio de induccién matemaética, la propiedad se cumple para todos los nimeros enteros mayores que cero.

ANAA

Ejercicio 3. Resolver sin calculadora 23— 422 -9z +6 <0.

Solucién:
Buscamos las raices enteras entre los divisores del término independiente. Ni 1 ni —1 son raices:
1 -4 -9 6

—2 -2 12 —6
|1 -6 3 0

Tenemos entonces unaa raiz x = —2. Las otras raices son:

6 ++/36 —12
T= =3+6

Ya tenemos las raices, podemos hacer un esquema del signo del polinomio:

w —4 O
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La solucién de la inecuacién es x € (—oo0, —2] U [3 — v/6,3 + V6.

ANAA

Ejercicio 4. Resolver grificamente artg% =% - 5.

Solucion:

La solucién se puede obtener graficamente de varias maneras. Por ejemplo podemos dibujar las curvas y = artg% e
y = z2 — 5 y calcular las abscisas de sus puntos de interseccién:

Las soluciones de la ecuacién aproximadas a la tercera cifra significativa son z1 = —2,06 y z2 = 2,39.

AMAA

Ejercicio 5. El polinomio 2% — 12z + p tiene una raiz doble. Calcular p.

Solucion:

Sea a la raiz doble y b la otra raiz. Entonces, por las relaciones de Cardano:

2a+b=0
a? + 2ab= —12
a’b=—p
De la primera ecuacién b = —2a. Sustituyendo en la segunda:
a® —4a® = —-12; —3a% = -12; a=-2, a=2

Paraa=-2,b=4yp=—16.

Paraa=2,b=—-4yp=16

AMAA

Ejercicio 6. En la ecuacién x? — 15z +m = 0 calcular el valor de m para que una raiz sea doble que la
otra.

Solucion:

Sean las raices r y 2r. Segun las relaciones de Cardano, la suma 3r = 15 de forma que las raices son 5 y 10. El término
independiente es el producto de las raices, o sea que m =5 - 10 = 50.

AdAA
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Ejercicio 7. En el tridngulo de lados a = 25 cm, b = 40 cm y ¢ = 21 cm calcular la longitud de la altura
correspondiente al lado b.

Solucion:

B
a
c
h
A b C
Calculamos el dngulo A por el teorema del coseno:
b2 4+ c? —a? 402 + 212 — 252
cos A = te—a = + ; A=
2bc 2-40-21

Entonces:

h=csenA =
AAMAA
Ejercicio 8. Resolver la ecuacién:

log, 4 +log,xz =3
Solucién:
Escribimos los logaritmos en base 2:

1 4 2

082 +logyx =3 — +logyx =3

logy x logy @
Multiplicando por log, x:

2+ (logy z)? = 3logy @ ; (logy ©)2 — 3loggz+2=10

Las soluciones son:

logoz=1 = xz=2
logox =2 = x=4

ANAA

Ejercicio 9. Se debe formar un equipo de 8 personas a partir de 11 hombres y 7 mujeres. Calcular el
nimero de equipos que pueden formarse si

(a) No hay restricciones

(b) Debe haber cuatro hombres y cuatro mujeres
Solucién:

(a) Sino hay restricciones debemos elegir 8 a partir de 18. El nimero de maneras de hacerlo es

C1g,8 = 43758
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(b) Los hombres pueden elegirse de C11,4 maneras y las mujeres de C7 4 maneras. El nimero de equipos es:

Ci1,4 - C7,4 = 11550

AMAA

Ejercicio 10. En el problema anterior, ;cuantos de los equipos tienen al menos dos mujeres?

Solucion:

Se puede hacer por diferencia restando al nimero total de equipos los que no tienen mujeres y los que solo tienen una. Los
equipos sin mujeres se pueden formar de C'11,3 maneras. Para los equipos con una mujer, ésta se puede elegir de 7 maneras
y los 7 hombres de C11,7 maneras:

C1g,8 —C11,8 — C11,7 - 7 = 43758 — 165 — 2310 = 41283

ANAA
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7. Trigonometria. Grupo W.
Ejercicio 1. En el tridngulo ABC, AB =5, BC = 14 y AC = 11. Hallar todos los angulos interiores del
tridngulo. Dé la respuesta en grados, con una aproximacién de una cifra decimal.

Solucion:

Los éngulos se obtienen por rl teorema del coseno:

52 4+ 112 — 142
cos A = or - 147 ; A~117,0
2.5-11
24142 — 112
cosB:L; B ~444
2.5-11
142 4+ 112 — 52
COSC=+7; C ~185
2.5-11

ANAA

Ejercicio 2. En el tridangulo ABC, AB =5 c¢cm, BC = 12 cm, ABC = 100.

(a) Halle el drea del tridngulo.
(b) Halle AC.

Solucién:
(a) El érea de un tridngulo es igual a la mitad del producto de dos de sus lados por el seno del dngulo comprendido:

1
S=5-5-12-sen100:29,5cm2

(b) Por el teorema del coseno:

AC? =52+4+122-2.5-12c0s100 = AC ~13,8cm

ANAA

Ejercicio 3. El tridngulo ABC tiene un 4rea de 21 cm?. Los lados AB y AC tienen una longitud de 6 cm
y 11 cm, respectivamente. Halle los dos posibles valores de la longitud del lado BC'

Solucion:

Puesto que el area del tridngulo es
2-21 7
6-11 11

Hay dos dngulo que tienen este valor del seno, uno agudo y otro obtuso, uno con el coseno positivo

v:osA:1/174—9:6—\/5
121 11

S:%AB-AC-senA — senA =

y otro con el coseno negativo —61—‘{5.
Ahora podemos calcular los dos valores posibles de BC' por el teorema del coseno:
62
302:62+112—2-6.11-1—‘{ = BC ~T743cm
62
302:62+112+2-6~11-1—‘{ = BC ~16,1cm

ANAA
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Ejercicio 4. El barco A estd situado a 10 km del barco B y los dos barcos tienen un radiotrasmisor a
bordo. El alcance del radiotrasmisor de A es 7 km y el alcance del radiotrasmisor de B es 5 km. La regiéon
en la que ambos radiotrasmisores pueden ser detectados estd representada por la region sombreada de la
siguiente figura.

Calcular su area.

Solucion:

El area es la suma de las dreas de dos segmentos circulares, uno en el circulo de centro A y otro en el circulo de centro B.
Calculemos los dngulos o y 8

a 102472 -52 102 + 72 — 52
cos — = — o =2 arcos ——
2 2-10-7 2-10-7

B8 102452 —172 102 4+ 52 — 72
cos— = ———— B =2arcos ———
2 2-10-5 2-10-5

El 4rea es entonces:

1 1
S = 572 (o —sena) + 552 (B — sen ) ~ 8,85 km?

AMAA

Ejercicio 5.
(a) Demuestre la identidad

1+sen2x 1+tgx
cos2x  1—tgx

(b) Resuelva la ecuacion:

1+ sen2x _ 3

0<zr<2rm
cos 2z
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Solucion:

(a) Teniendo en cuenta que sen 2x = 2senx cos y cos 2z = cos? & — sen? x:

1+ sen2x 1+ 2senxcosx R .
= 5 5 dividiendo numerador y denominador por cos? x
cos 2z cos® —sen<

1 _otgx

= 700512i e wg puesto que ol
1 +tg2r+2tgm

1—tg2x

(1+tgz)?
(1+tgz)(l —tga)
1+tgx
1—tge

:1+tg2x

(b) La ecuacién puede resolverse gréficamente mediante la calculadora. También, teniendo en cuenta el apartado anterior,
la ecuacién es equivalente a:

1+t
1*#:\/; 14+tgz =V3(1—tgx); tgz(v3+1)=v3-1
—tgx
Entonces:
3—-1
tgr:f — = ~0,262; x ~ 3,40
V3+1
Puede obtenerse el resultado exacto sin necesidad de calculadora teniendo en cuenta que
1
3-1 1-73
tgz = \\? = V3 _ (45 — 30) = tg 15
s+l 1435
y de aqui:
r =15

=180+ 15 =195

8. Trigonometria. Grupo Z.

Ejercicio 1. Considérese el siguiente triangulo:

5 cm

(a) Demostrar que cosa = 2

a
(b) Demostrar que x cumple la ecuaciéon 322 — 252 + 48 = 0

(¢) Calcular x

Solucion:

(a) Aplicando el teorema del seno:

5 3 5 3 5

sen 2« sen « 2 sen v cos sen « 2cos

y, de aqui:

5
cosa = —
6
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(b) Calculando el lado de longitud 3 mediante el teorema del coseno:
25x

5
32:m2+5272-5-x-coso¢:x2+25710:€-é::CQ+2577

Quitando denominadores y pasando todos los sumandos al segundo miembro resulta:
27 =32 4+75— 25z => 32°—252+48=0

(¢) Las soluciones de la ecuacién son z =3y x = 13—6 La primera no es vélida pues en tal caso, el tridngulo es isésceles
y el dngulo desigual no es doble de los dngulos iguales sino suplementario del doble. Puede comprobarse que para

T = % si se cumple que A = 2B.

ANAA

Ejercicio 2.

(a) Demostrar que cos 30 = 4 cos® @ — 3cosd

(b) A partir del resultado anterior, resolver la ecuacién 8 cos®z — 6cosx + 1 = 0 para —7 < x < 7.
Solucién:

(a) Puesto que 30 = 260 + 6:
cos 30 = cos(260 + 6)
= cos 26 cos § — sen 20 sen 0
= (2cos? 0 — 1) cos @ — 2sen 6 cos O sen O
=2cos30 — cos — 2(1 — cos? ) cos 0
=4cos®0 — 3cosh
(b) Sea la ecuacién:
8cosdx —6cosz4+1=0
Por la relacién demostrada anteriormente:
CosSm:4cos3x73cosx; 4c0ssx:cos3m+3cos:v; 8cos® & = 2cos 3z + 6cosx
Sustituyendo en la ecuacion:

8 cos®

r—6cosx+1=0
2cos3x 4+ 6cosx —6cosz+1=0

2cos3x+1=0

1
cos3r = ——
2
Las soluciones de esta ecuacién son:
2 2 2k
30 =" 4 o%kr — a= -4
3 9 3
4 4 2k
31‘:1:|:2k7r EE a:zil—:l:—7r
3 9 3
Dando valores a k obtenemos las soluciones comprendidas entre —m y 7:
2 81 4 4 2 81
xr= —, = —, = -, r=—, r=——, _
9 9 9 9 9 9

AlAA
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Ejercicio 3. En el tridngulo

calcular la longitud de BC.

Solucion:

De la figura se deduce que:

2tg 0 4 tg 0
- 2180 _4
1—-tg26 3

BC =3tgl = g m
AAAA

1—tg26

Esta ecuacién tiene como soluciones tg 6 = % y tgl

25

2 .
3

)

D
A
4m
C
a
0 dp ¥
-3 m—
3tgl =2—2tg20; 2tg20+3tgh —2=0

—2. Puesto que 0 es agudo, la solucién negativa no es vélida. Entonces:

Ejercicio 4. Escribir 3senz — cosz en la forma Asen(z + ¢) donde A > 0y ¢ € [0, 27].

Solucién:
3senz — cosz = Asen(x + ¢) = A(senx cos ¢ + cosx sen @)
3= Acos¢
—1=Asen¢

Elevando al cuadrado ambas igualdades y sumando se obtiene:

A=+v10

El angulo ¢ debe estar en el cuarto cuadrante y

cos ¢ = — ¢ =5,96

3
V10
Por consiguiente:

3senx — cosz = v/10sen(z + 5,96)

AdAA

Ejercicio 5. Considere la siguiente figura
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Los lados del tridngulo equildtero ABC tienen longitudes de 1 m. P es el punto medio de [AB]. El arco
de circunferencia AB tiene por centro M, el punto medio de [C'P].

(a) (1) Halle AM.
(11) Halle AMP en radianes.

(b) Halle el drea de la regién sombreada.
Solucién:

(a) Por ser ABC un tridngulo equildtero:

PC=1-sn60=Y3. pu=Y?
2 4
y por el teorema de Pitagoras:
1
Ao Jry 3 [T VT
4 16 16 4
Ademas:
3 2
AMP = 2 = — ANP ~
tg 5 73 == 0,857

'

(b) El 4rea del segmento es:

1 ~ .
= -AM? <2AMP —sen 2AMP> ~ 0,158 m2

AMAA
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9. Trigonometria

Ejercicio 1a.

(a) Calcular el drea de un pentagono regular de 56 cm de lado.

(b) Calcular el drea de un segmento circular limitado por una cuerda de 62 cm en una circunferencia
de 46 cm de radio.

Solucion:

(a) La apotema del pentdgono mide:
28
a=——=>~38>5cm
tg 36
El drea es la mitad del perimetro por la apotema:

1 28
S=-556-—— ~ 5400 cm?
2 tg 36
(b) El dngulo del segmento es:
© 31
sen — = — ;
2 46
Y el area del segmento:

) 31
= arsen —
s 46

1
S = 5 462 (¢ — sen ) ~ 511 cm?
AMAA

Ejercicio 2a. Desde dos puntos en linea recta con el pie de una torre se ve el extremo de ésta con angulos
de inclinacién de 3630" y 2315’. Si la distancia entre estos dos puntos es de 35 m hallar la altura de la
torre.

Solucion:

h

23°15'
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En el tridngulo de la izquierda el dngulo de arriba es 3630’ — 2315’ = 1315’ por la propiedad del dngulo exterior. Por el

teorema del seno:
35 B T _ 35sen 2315

= ; T =
sen 1315/ sen 2315/ sen 1315/

y entonces, en el tridngulo de la derecha:

h = xsen3630" ~ 35,9 m

ANAA

Ejercicio 3a. Demostrar la identidad:

cos & 1+sena
= 2seca
1+sena cos
Solucién:
cos l1+sena  cosacosa+ (1+sena)?
1+ sena cosa cosa(l + sena)

cos2a+1+sen? o+ 2sena

cos a1l + sen a)
2+ 2sena
cosa(l + sen a)
2(1 + sen )
cosa(l + sena)
2

COos «

= 2seca

AANAA

Ejercicio 4a.
(a) Demostrar

1 1

+ = 2sec2x
1++2senz  1—+2senz

(b) A partir del resultado anterior, explicar por qué la ecuacién:

1 1
+ —1
1++v2senxz  1—+2senz
no tiene solucién.
Solucion:
(a) Sumando las fraciones:
1 n 1 _ l—ﬂsenx—&-l—&-\/isenx
1+ +v2senz l—ﬁsenx_ (l—ﬁsenm)(l—&—\/isenm)
B 2
T 1—2sen?zx
. 2
" cos?z +sen2z — 2sen?zx
B 2
" cos2x —sen?x
_ 2
" cos2z

= 2sec2x
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(b) Por el apartado anterior:

1 1 2
+ =1 = 2sec2z=1;
14+ +v2senz 1—+2senz cos 2x

1; cos2x =2

que es imposible porque el coseno de un dngulo no puede ser mayor que 1.

AMAA

Ejercicio 5a. Resolver la ecuacién

V3cosz +sen2z =0 ; x € [—m, 7]

Solucién: Sustituyendo sen 2z = 2sen z cos z:
V3cosz + 2senzcosx = 0
cosT (\/g— 25en:c> =0

y tenemos dos conjuntos de soluciones:

a::gzl:QkTr

cosr =0 — 7r
x:7§i2k7r

V3 x =% +2kn
senr = — - o
2 = 5+ 27

‘ v
)

Las soluciones en el intervalo [~m, 7] son z = -5, = T, © =

Wl
<
8
I
w

AMAA

Ejercicio 1b.
(a) Los lados de un tridngulo miden a = 23, b = 37 y ¢ = 42 ¢cm. Calcular la longitud de la altura
correspondiente al lado c.
(b) Calcular la resultante de dos fuerzas de 120 y 215 kg que forman entre si un dngulo de 14330’.
Solucién:

(a) Calculamos el angulo A o B:

b2+ c? —a? 3774422 — 237
2be T 2.37-42

cos A = ; A~331
Ahora:
he = bsen A ~ 20, 2

(b) Los vectores se suman mediante la regla del paralelogramo. Puesto que el 4ngulo que forman las fuerzas es de 14330/,
el otro angulo del paralelogramo es su suplementario 3630’.

215

La resultante es:

F? =120% 4+ 2152 —2-120 - 215 - cos 3630’ ; F ~ 138 kg
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ANAA

Ejercicio 2b. Desde dos puntos en linea recta con el pie de una torre se ve el extremo de ésta con angulos
de inclinacién de 3430’ y 2130’. Si la distancia entre estos dos puntos es de 35 m hallar la altura de la
torre.

Solucion:

21°30'

35

En el tridngulo de la izquierda el dngulo de arriba es 3430’ — 2130’ = 13 por la propiedad del 4ngulo exterior. Por el teorema
del seno:

35 T 35sen 2130’
e p= 22 ETOF
sen 13 sen 2130/ sen 13

y entonces, en el tridngulo de la derecha:

h = xsen3430 ~ 32,3 m

ANAA

Ejercicio 3b. Demostrar la identidad

1
(1 + ) (cosa — cos? a) =sen’
cos «

Solucion:

1 2 2
1+ (cosoz—cos oa)zcosoa—cos a+1—cosa
cos o
=1—cos’a

= sen2 «

AMAA

Ejercicio 4b. Se dibuja un rectangulo alrededor de un sector circular como se muestra en la figura. Si el
angulo del sector es de un radidn y el drea del sector es de 7 cm?, encontrar las dimensiones del rectdngulo
aproximando a los milimetros.
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diagram not to scale

Solucion:

La base del rectangulo es el radio de la circunferencia. Puesto que el drea es 7 cm? y el dngulo es de un radian:

1 1
S==r2p; 7T==-7%2.1; r ~ 37 mm
2 2

La altura es igual a la cuerda:

l
5:rsen0,5; l =2rsen0,5~ 36 mm

ANAA

Ejercicio 5b.

(a) Escribir 3senz — 5cosz en la forma Asen(z + ¢) donde A > 0y ¢ € [0, 27].

(b) Resolver la ecuacién:

3senx —bcosx =4

Solucion:

(a) Por la férmula del seno de la suma de dngulos:
3senx — 5 cosx = A(senx cos p + cosx sen )

Igualando los coeficientes de senz y cos x:

Acosp =3
Asenp = —5

De aqui resulta que:

A=1+/32452=34

31
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y ¢ es un angulo del cuarto cuadrante tal que

tgpp=—= e~ —1,03

3 )
De modo que puede escribirse:

3senx — 5cosx = V1dsen(z — 1,03)

(b) Teniendo en cuenta el apartado anterior::
3senx — S5cosx =4
V14sen(z —1,03) = 4
sen(z — 1,03) = 4
V34

Obtenemos las siguientes soluciones:

x — 1,03 = 0,756 £ 2km . r =1,79 £ 2km
x — 1,03 = 2,39 + 2k~ T = 3,42 £ 2km

ANAA

10. Numeros complejos

Ejercicio 1. Escribir los siguientes ntimeros complejos en forma polar:
(a) —2 (b) —3i (c) 2i (d) 2 —2V/3i

Solucion:

—2 = 2180
—3i = 3270

3. 3

3. (3

4 4/ 90
2 — 2v/3i = 4300

ANAA

Ejercicio 2. Escribir en la forma binémica los siguientes ntimeros complejos:

(a) 572 (b) 2150 (c) 1300 (d) 2270
Solucion:
Spjo = 5i
2150 = —V3 41
L1 VB,
300 = 5 - 71
2270 = =2
LY YY)

32

Ejercicio 3. Calcular en forma bindmica las raices cibicas de —64¢. Calcular el area del tridngulo que

tiene como vértices los afijos de estas raices.

Solucion:
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Teniendo en cuenta que —64¢ = 64270, sus raices ctbicas son:

z1 = 490 =43

3 1
z9 = 4210 = 4 (cos 210 + isen 210) = 4 <\2f - 21) =—2v3-2

1
z3 = 4330 = 4 (cos 330 + isen 330) = 4 <\é§ — 21’) =2v3-2i

Las tres raices tienen médulo 4. El area del tridngulo que tiene como vértices los afijos de las tres raices es:
1 3
S=3-§4~4-sen120:24~§ =123

AdAA

Ejercicio 4. Escribir —167 en forma polar. Sea z la raiz cuarta de —16¢ que se encuentra en el segundo
cuadrante. Calcular z en forma polar y binémica.
Solucioén:
Teniendo en cuenta que —16¢ = 16270, sus raices cuartas son:
z1 = 2¢730" Z2 =15730" 5 23 = 2924730/ ; z4 = 233730/
La del segundo cuadrante es z2. Vamos a expresarla en forma binémica:

29 = 2(cos 15730" + isen 15730")

( 315 . 315)
=2(cos — +isen —
2 2

\/1+005315 ,\/1—005315
=2\ - +1
2 2
W”f#”f
= — i
2 2

:2<_\/2+\/§+i\/2\/§>

2 2

:—\/2+\/§+z'\/2—\/§
AMAA

Ejercicio 5. Sea el complejo z = 4 — 5i. Calcular w sabiendo que el afijo de w es el resultado de girar el
afijo de z alrededor del origen, un angulo de 210.

Solucion:

w = (4 — 5i)(cos 210 + i sen 210)

Il

=

|

ot

=
/|\
of%
|

| =
N——

54+4vV3 53 -4
=TT T

ANAA

Ejercicio 6. Calcular en forma binémica las raices cuartas de —4. A partir del resultado anterior des-
componer el polinomio z* + 4 en producto de factores de segundo grado.
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Solucion:

En forma polar —4 = 4150. Sus raices cuartas son:
1

21 = (V2)45 = V2 (cos45 + isen45) = V2 (E +2%) =144

z2 = (\/5)135 = \/§(c05135+isen135) =2 (_% +z%) — 1434

1 1
23 = (V/2)225 = V2 (cos 225 + isen 225) = /2 (_7 _ 17) - _1—34

V2 V2
. 11 ,
24 = (V2)315 = V2 (cos 315 4 isen 315) = V2 (% _Zﬁ> —1_34

El factor cuadrético correspondiente a dos raices conjugadas a +bi y a — bi es (z — a)2 + b2,

Entonces, el factor correspondiente a 1 +iy 1 — i es
(z—1)2412=22-2242

y el correspondiente a —1+1iy —1 —4:
(z+1D24+12=224+22+42

De modo que:
A 4a= (z272z+2) (22+2z+2)

ANAA

34
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11. Geometria analitica (1)

Ejercicio 1. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto de interseccién de las ¢ — 4y +7 =10 ;
3z —y—1=0y es perpendicular a 2z + 3y + 3 = 0.
Solucioén:

El punto de corte es la solucién del sistema:

z—4y+7=0

3r—y—1=0
que es el punto (1,2). Tiene que ser perpendicular a 2z + 3y + 3 = 0 que tiene pendiente —%. La perpendicular tendra
pendiente % y su ecuacion serd:

3
y72:5(271) o 3r—2y+1=0

Ejercicio 2. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasando por el punto P(0,2) forman un dngulo de
45 con la recta z — 3y + 8 = 0.

Solucion:

La recta que nos dan tiene pendiente % Si llamamos m a la pendiente de las rectas que buscamos, debe ocurrir que;

1

-3 3m —1
tgdd =1= I =
1+§m 3+m
Tenemos dos soluciones:
3m—1
m =1; Im—1=34+m; m=2
3+m
o bien:
3m—1 1
m =-1; 3m—1=-3-m; m=——
3+m 2
Las dos rectas son:
y—2=2x; 2c —y+2=0
1
Yy—2=—-x; r+2y—4=0

2

Ejercicio 3. Hallar la distancia del punto P(6,1) a la recta que pasa por los puntos A(2,5) y B(—3,4).
Solucioén:

La recta que pasa por Ay B es:

1
y75=g(zf2); z—5y+23=0

La distancia de P a esta recta es:
_6-5+23 24

Vv1+25 V26

AMAA
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Ejercicio 4. Hallar la ecuacién de cada una de las paralelas a la 3z — 4y + 2 = 0 y que distan de ella 3
unidades.

Solucion:

Las paralelas tienen como ecuacién 3z — 4y + D = 0. Si la distancia entre las rectas es de 3 unidades debe cumplirse:

|D—2|

m—?); |D—2| =15
Entonces:

D—-2=15; D =17

D—-2=-15; D=-13

Las dos rectas son 3z —4y +17=0y 3z —4y — 13 =0.

ANAA

Ejercicio 5. En el tridngulo de vértices A(—3,3), B(3,4) y C(2,—1) calcular la ecuacién de la altura
correspondiente al vértice C.

Solucion:

El lado AB tiene de pendiente é. Puesto que la altura correspondiente al vértice C' es perpendicular, su pendiente serd —6
y su ecuacién:

y+1=—-6(x—2); 6r+y—11=0

AdAA

Ejercicio 6. Calcular las coordenadas del punto simétrico de P(4,3) respecto de la recta 2z +y—1 = 0.

Solucion:

La recta que nos dan tiene pendiente —2. La perpendicular por el punto P sera:
1

y—3:§(:c—4); r—2y+2=0
El punto de interseccién de la recta que nos dan y la perpendicular es la solucién del sistema:
2c4+y—1=0
r—2y+2=0
que resulta ser el punto (0,1). Este punto es punto medio entre el punto P y su simétrico P’ (z’,y’):
4 /
0= ter ; ' =—4
2
3+ ’
1= ; =-1
B Yy

El simétrico es P'(—4, —1).

ANAA

Ejercicio 7. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por el punto P(2,5) y es tangente a la recta
y =5z — 18 en el punto A(4,2).

Solucion:

Elcentro de la circunferencia se encuentra en la mediatriz de AP:
(-4 +@y-2°=(@-2>2+@y-5)7
—8r+16—4y+4=—4x+4— 10y + 25
4 —6y+9=0
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También debe encontrarse en la perpendicular a la tangente y = 5z — 18 en el punto de tangencia A(4,2):
1
—2=——(zx—4
y 5 ( )

5y —10=—x+4
r+5y—14=0

El centro es entonces la interseccién de las dos rectas, es decir, la solucién del sistema:

dr—6y+9=0
rz+5y—14=0

que resulta ser el punto C (%, g)
El radio es la distancia desde el centro al punto P:
3 205 2 1 25 13
2
=(2-2 So5) =42 =2
P=(3-2) +(3-9) =1+ T =3
La ecuacién de la circunferencia es:
(+=5) +(-5) =%
T — = —=] ==
2 YT 2
o0, en forma general 22 + y2 — 3z — 5y +2 = 0.

ANAA

Ejercicio 8. Dadas las rectas © — 2y —4 =0 y 2z — y + 4 = 0 calcular las rectas que pasan por P(1,3)
y forman con las anteriores dngulos iguales.

Solucion:

Las rectas que nos dan tienen pendientes % y 2. Sea m la pendiente de la recta que debemos calcular. Si forma el mismo
angulo con ambas rectas debe cumplirse que;

1

m—5 | |2-m| 2m -1 | 2—m
1+im| [1+2m]’ 2+m | |[1+2m
o bien
2m —1 2 —
m = m; am? —1=4(m? —4)
24+m 1+2m
que tiene como soluciones m = -1y m = 1.

Las rectas son:
y—3=xz—1
y—3=—(z—-1)
obienx—y+2=0yzx+y—4=0.

AdAA
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12. Geometria analitica (2)

Ejercicio 1. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasando por el punto P(—8,9) forman un dngulo de
45 con la recta 6z — by = 17.

Solucion:

La recta que nos dan tiene pendiente g Si la pendiente de la recta que buscamos es m se cumple que:

6
m— 2 5m —6
— =1 SMTO 4
14+ 8&m 54 6m
Tenemos dos soluciones:
5m — 6
m =1; 5m—6=5+6m; m = —11
5+ 6m
5m — 6 1
=—-1; dm—6=—-5—6m; m= —
5+ 6m 11
Las rectas son:
1
y—9=—-11(z +8); y79=H(m+8)

AMAA

Ejercicio 2. Calcular las coordenadas del punto simétrico de (—4, —1) respecto de la recta 2z +y—1 = 0.

Solucion:

La recta que nos dan tiene pendiente —2. La perpendicular por el punto P serd:

1
y+1:§(z+4); z—2y+2=0
El punto de interseccién de la recta que nos dan y la perpendicular es la solucién del sistema:
2cr+y—1=0
r—2y+2=0

que resulta ser el punto (0, 1). Este punto es punto medio entre el punto P y su simétrico P’ (z’,y’):

_ —44a

0= H 2’ =4
2
-1+ ’
l=——"; =3
D) Y

El simétrico es P’(3,4).

AdAA

Ejercicio 3. Hallar las coordenadas del ortocentro del tridngulo de vértices A(2,2), B(8,2) y C(5,8).

Solucion:

La pendiente de la recta AB es
2—2 0
m = — =
AB = o5

Es una recta horizontal. La altura que pasa por C serd vertical y su ecuacién es = 5.

La pendiente de la recta BC' es:
8—2

mpc =
La altura que pasa por A tendra pendiente % y por ecuacién:

1
y72:5(zf2); z—2y+2=0
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El ortocentro es la solucién del sistema:

r—2y+2=0
=25

que resulta ser el punto H (5, %)

ANAA

Ejercicio 4. Hallar el drea del tridngulo de vértices A(7,2), B(8,3) y C(1,0).
Solucién:
Tomemos como base el lado BC. La longitud de este lado es:

BC =4/(1-8)2+(0—3)2 =58

La pendiente de este lado es:

0—3 3
m = —_— = =
BCT1-8 7 7
Su ecuacion es:
3
y—3:?(m—8); 3r—Ty—3=0

La altura correspondiente al vértice A es la distancia de A a esta recta:

3 7-7-2-3 _ 4

ha = —
V49 +9 V56
El édrea del tridngulo es:
1 4
S=-V56 —— =2
2 V56

ANAA

Ejercicio 5. Calcular el radio de la circunferencia circunscrita al tridngulo de vértices A(0,0), B(4,2) y
C(6,4).

Solucion:

Vamos a calcular el centro de la circunferrencia como punto de interseccién de las mediatrices de AB y AC. La mediatriz
de AB es:

(=04 (y—0)* = (z —4)* + (y — 2)°
0=—-8x+16 -4y +4
20 +y—5=0
y la mediatriz de AC"
(=04 (y—0)*= (¢ —6)+ (y — 4)
0=—-122+436 — 8y + 16
3z+2y—13=0
El centro es la solucién del sistema:
2c0+y—5=0
3z +2y—13=0

que resulta ser el punto (—3,11).

Entonces, el radio es igual a:

r=4/(-3-0)2 +(11-0)2 = VI30
LYY Y
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Ejercicio 6. Se considera la recta r: 3z +4y+ 1 =0y el punto P de esta recta cuya abscisa es igual a
1. Calcular los puntos de la recta que se encuentran a una distancia de P igual a 5 unidades.

Solucion:

El punto de la recta con abscisa igual a 1 es el punto P(1,—1). Los puntos que buscamos se encuentra a distancia 5 de P.
Se encuentran, por tanto, en la circunferencia de centro P y radio 5:

(z—1)2+@y+1)?=25

Como también se encuentran sobre la recta, son la solucién del sistema:

(@—1)2+ (y+1)2 = 25
3z+4y+1=0

Haciendo operaciones, resultan los puntos (5, —4) y (—3,2).

AAAA



