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1 LOGARITMOS Y COMBINATORIA (GRUPO W)

1. Logaritmos y combinatoria (grupo W)

Ejercicio 1. Calcular:

(a) {/13+2\/ﬁ~§/13—2\/ﬁ (b) \/g\f\/g_\/g\ig\/g

Solucién:

(a) 6’/13+2\/ﬁ-§/13—2\ﬁ=<71697—4=€/ﬁ:5

") vi VA VBGV5-VB) - VB(VE+V3)  V1I5-3-5-V15 -8
VE+v3 V-3 (V5 +V3)(V5 - V3) 2 2

Ejercicio 2. Resolver la ecuacion:

. 1
Solucion:
1
3171
3

32" 4 3=4.3"

3%+ —4

3% —4.3"+3=0
resolviendo esta ecuacién de segundo grado en 3% resulta:
3=1 = xz=logz1=0

3"=3 = x=logz3=1

Ejercicio 3. Resolver el sistema:

2z — 9y = 1100
logx —logy =1

Solucién:
La segunda ecuacién equivale a:

logx —logy =1

logle
Yy

T 10

Yy

Tenemos entonces el sistemas:
{za: — 9y = 1100

2=10
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Resolviendo este sistema resulta x = 100, y = 1000.

Ejercicio 4. Con las cifras 3, 4,5, 8 y 9:
(a) ;Cudntos nimeros de 3 cifras diferentes pueden formarse?
(b) #Cudntos son mayores de 5007

Solucién:
(a) Vs3=5-4-3=60

(b) Son mayores que 500 los que empiezan por 5, por 8 o por 9. Hay 12 que empiezan por 5, 12 que
empiezan por 8 y 12 que empiezan por 9. En total hay 36 nimeros que son mayores que 500.

Ejercicio 5.
(a) sDe cudntas maneras pueden sentarse 10 estudiantes en una fila?
(b) ¢De cudntas si tres de ellos A, B y C deben sentarse juntos?
Solucién:

(a) 10! = 3628800

(b) Hay 8 posiciones en que pueden estar juntos los tres estudiantes. En cada una de estas posiciones
se pueden sentar de 3! = 6 maneras. Los otros 7 estudiantes se pueden sentar de 7! maneras. En
total, aplicando la regla del producto, tenemos que:

8-6-7=241920

Ejercicio 6. Con las 27 letras del alfabeto:
(a) ;Cudntas palabras de 4 letras distintas se pueden formar?
(b) ¢Cudntas empiezan y terminan con vocal?

Solucién:
(a) Varg=27-26-25-24 = 421200

(b) Las dos letras de comienzo y fin de la palabra se pueden seleccionar de V5 2 maneras (dos de cinco
vocales). Las dos letras restantes se pueden elegir de Va5 o maneras. En total, aplicando la regla del

producto:

Vso-Voso=5-4-25-24 =12000
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Ejercicio 7. Con las letras de la palabra MARTES, cudntas palabras de 4 letras pueden formarse si:
(a) Debe contener al menos una vocal.
(b) Debe contener las dos vocales en posiciones separadas.

Solucién:

(a) En total se pueden formar V; 4 palabras. Las que no contienen vocales son Vj 4 de ellas. Las palabras
que contienen alguna vocal son:

Voa—Via=6-5-4.3—41'=360—24 =336
(b) Hay tres posiciones para las vocales separadas (primera y tercera, primera y cuarta y segunda y

cuarta). Para cada una de ellas, las dos vocales pueden estar de dos maneras diferentes. Para las
dos posiciones restantes, las consonantes pueden situarse de V, 2 = 12 maneras. En total

3:2:-12=172

Ejercicio 8. En un juego se reparten simultdineamente 5 cartas (de una baraja de 40) a un jugador:
(a) sDe cudntas maneras pueden repartirse las cartas?
(b) sDe cudntas si sabemos que 2 son de oros y 3 de copas?

Solucién:
(a) Cyo,5 = 658008

(b) Las dos de oros pueden elegirse de Cig2 = 45 maneras y las tres de copas de Cyg,3 = 120 maneras.
En total:

45 - 120 = 5400

Ejercicio 9. Calcular el coeficiente de x> en el desarrollo

<x2 B 1) 12
2x
Solucién:
Un término genérico del desarrollo tiene la forma:
(er ()
n 2z
Si el exponente de z es 3:
2n—(12—-n)=3 = n=>5
El término correspondiente a n = 5 es
7
(e () (o3

El coeficiente que nos piden es:

12\ 1 792 99
5727 128 16
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Ejercicio 10. Calcular el coeficiente de z° en
(204 3)(z — 2)°
Solucién:

El término que buscamos es:

6 6
2z - (4>x4(_2)2+3~ (5>x5(_2)1 —9.15-425—-3.6.92. 2° — 8445

El coeficiente es 84.

2. Logaritmos y combinatoria (grupo Z)

Ejercicio 1. Calcular:

(@) 4\/§+3\/§+2f—\/ﬁ (b) g“f—g:
Solucion:
(« 4\/§+3\/§+2\f—@:4g+3£+2\/€—5\/€
:4?4&3?—3\/6
4 3
=X (3 +’2—’3) V%
1
— -2 V6
(b) 1+v2 V2-1 (V2+D1)(V2+41)-(V2-1)(/2-1)
V2-1 V241 2-1
=24+2V24+1-(2-2V2+1)
= 4V2

Ejercicio 2. Resolver la ecuacion:

2774 =5

r—3
Solucién:
La ecuacién puede escribirse:

2% 8
2 42 5
2+2””
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Quitando denominadores resulta:
22" +16=10-2" = 2*-10-2"4+16=0

Es una ecuacion de segundo grado en la incégnita 2*. Las soluciones son:
2"=2 = z=1

2P =8 = x=3

Ejercicio 3. Resolver el sistema:

{m —y=3

logz +logy =1

Solucién:

La segunda ecuacion es equivalente a:
log(zy) =logl0 = zy=10

El sistema puede escribirse:

rT—y=23

zy = 10
Resolviendo por sustitucién obtenemos las soluciones (5,2) y (—2, —5). La segunda no es valida pues no
existen logaritmos de niimeros negativos.

Ejercicio 4. En un juego se reparten simultdineamente 5 cartas (de una baraja de 40) a un jugador:
(a) sDe cudntas maneras pueden repartirse las cartas?
(b) sDe cudntas si sabemos que exactamente 2 son de oros?

Solucién:
(a) Cao5 = 658008

(b) Las dos cartas de oros pueden elegirse de Cig2 y las tres que no son de oros de Csg 3 maneras.
Aplicando la regla del producto:

Cio.2 - Cs0.3 = 182700

Ejercicio 5. Con las cifras 3, 4,5, 8 y 9:
(a) ;Cudntos nimeros de 4 cifras diferentes pueden formarse?
(b) sCudntos son menores de 40002

Solucion:
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(a) Vsq =120

(b) Son menores que 4000 los que empiezan por 3, o sea Vj 3 = 24.

Ejercicio 6.
(a) ;De cudntas maneras pueden sentarse 10 estudiantes en una fila?

(b) sDe cudntas si dos de ellos A y B deben sentarse juntos?

Solucion:

(a) 10! = 3628800

(b) Hay 9 posiciones en que pueden estar juntos los dos estudiantes. En cada una de estas posiciones
se pueden sentar de 2 maneras. Los otros 8 estudiantes se pueden sentar de 8! maneras. En total,
aplicando la regla del producto, tenemos que:

9-2.8!=725760

Ejercicio 7. Con las 27 letras del alfabeto:
(a) ;Cudntas palabras de 4 letras distintas se pueden formar?

(b) ¢Cudntas empiezan y terminan con consonante?

Solucién:
(a) Vaza =27-26-25-24 = 421200

(b) Las dos letras de comienzo y fin de la palabra se pueden seleccionar de Va3 2 maneras (2 de 22
consonantes). Las dos letras restantes se pueden elegir de Va5 2 maneras. En total, aplicando la
regla del producto:

Vago - Vas o =22-21-25-24 = 277200

Ejercicio 8. Con las letras de la palabra TEMBLOR, cudntas palabras de 4 letras pueden formarse si:

(a) Debe contener al menos una vocal.

(b) Debe contener las dos vocales en posiciones separadas.

Solucion:

(a) El nimero total de palabras es V7 4. De ellas hay V5 4 que no contienen vocales. Las que contienen

alguna vocal son:

Via — Vaa = 840 — 120 = 720

(b) Hay tres posiciones para las vocales separadas (primera y tercera, primera y cuarta y segunda y
cuarta). Para cada una de ellas, las dos vocales pueden estar de dos maneras diferentes. Para las
dos posiciones restantes, las consonantes pueden situarse de V5 2 = 20 maneras. En total

3-2-20=120
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Ejercicio 9. Calcular el coeficiente de x* en el desarrollo

11
e
2x

Solucion:

Un término genérico del desarrollo tiene la forma:

(er(4)”
n 2x
Si el exponente de x es 4:
2n—(11—-n)=4 = n=5
El término correspondiente a n = 5 es
()6 (4] - ()= ()i

El coeficiente que nos piden es:

1)1 _ 462 _ 231
520 64 32

Ejercicio 10. Calcular el coeficiente de x* en
(22 +3)(z - 2)°
Solucién:

El término que buscamos es:

6 6
22 - (3>x3(—2)3 +3- (4):;;4(—2)2 =2-20-(—8)z* +3-15-42* = —1402*

El coeficiente es —140.
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3. Combinatoria. Induccién. Ecuaciones. (Grupo Z).

Ejercicio 1. Demostrar que 4™ + 2 es multiplo de 3 para n > 0.
Solucién:
o La propiedad se cumple para n = 0 puesto que 4° +2 = 1 4+ 2 = 3 es miltiplo de 3.
o Demostraremos que si se cumple para un valor h, es decir, si se cumple:
4h42=3
entonces, también se cumple para h + 1, es decir demostraremos que
FLES N S
En efecto:

4l o —4.4" 42=-4.3-2)+2=3-84+2=3-6=3

o Como consecuencia de los apartados anteriores, la propiedad se cumple para n > 0.

Ejercicio 2. Demostrar que si n es un entero positivo:

23T(T+4) _ n(n + 1);2714— 13)

Solucion:
Sea S, = 237“(7“ +4).
r=1

o Demostremos que la propiedad se cumple para n = 1. El primer miembro es igual a:
3-1(1+4)=3-5=15
Y el segundo miembro:

1(1+1)(2-1+13)730715
2 T2

¢ Ahora demostraremos que si se cumple para un valor cualquiera h, es decir, si

h(h +1)(2h + 13)

S = 5

también se cumple para el valor siguiente h + 1, es decir, demostraremos que:

g (ht)(h+1+1)2h+2413) _ (h+1)(h+2)(2h +15)
h+1 = 5 = 5

10
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En efecto:

Sp41 =Sy +3(h+1)(h+1+4)
=S, +3(h+1)(h+5)
h(h +1)(2h 4+ 13)

3(h+1)(h +5)

= f(h +1)(2h + 13)2+ 6+ 1)(2+5) sacando factor comun (h + 1)

(h+1)[h(2h 4+ 13) + 6(h + 5)]
2

h+1)(2h% + 19k
:( +1)( 2+ 9h +30) factorizando

(h+1)(h+2)(2h + 15)
2

o Como consecuencia de los apartados anteriores, la propiedad se cumple para n > 1.

Ejercicio 3. Calcular los posibles valores de a si el coeficiente de x3 en el desarrollo

1\?
) =
( xr + ax2>
es 288.

Solucion:

Un término cualquiera del desarrollo de la potencia es:

9—n
9 1
22)" [ —
(e (ze)
Si el exponente de x debe ser 3:
n—29—-n)=3 = n=7T
El coeficiente de z3 es entonces:
N.o (1N (9., /(1\> 9.8 27 9.29
7 a 7 a 2 a2 a?

Si este coeficiente es igual a 288:

9.27 9.2°
=9 2 = =1
o 8 — a 983 6
Por tanto hay dos soluciones a = —4 y a = 4.

Ejercicio 4. Un examen consta de 9 preguntas de las que se deben contestar 5. ;De cudntas maneras
pueden escogerse las preguntas? ;De cudntas si la primera pregunta es obligatoria?

Solucion:
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Si se deben escoger 5 preguntas de 9:
Cys =126
Si la primera pregunta es obligatoria, se deben escoger 4 preguntas de las ocho restantes:

Cs.u =70

Ejercicio 5. Resolver la siguiente ecuacion :
62° — 132> +4=0
Solucién:
Primero factorizamos el polinomio. Buscamos una raiz entera entre los divisores de 4. Para x = 2:
6 —-13 0 4
2 12 -2 —4
6 -1 -2 0

Obtenemos la factorizacion:

(r—2)(62° —2—2)=0

N[

Calculamos las raices del polinomio de segundo grado que resultan ser x = % yr=—

Las soluciones de la ecuacién son x = 2, x = % yx= —%.

Ejercicio 6. Las raices de la ecuacion cuadrdtica 2z +4x — 1 = 0 son a y 8. Sin resolver la ecuacion
calcular o® + B2.

Solucion:

. _ _ 1 )
Por las relaciones de Cardano tenemos que a + 3 = =2y a8 = —5. Entonces:
(@+B)=a?+5"+208 = o +5°=(a+p)’ 28

Sustituyendo:

a2+62—(—2)2—2<—>—4+1—5

Ejercicio 7. Se debe elegir un comité de 5 personas entre 10 hombres y 6 mujeres. ;De cudntas maneras
puede elegirse si debe estar formado por 3 hombres y 2 mujeres? ;De cudntas si debe haber al menos un
hombre y una mugjer?

Solucion:

En el primer caso, si se eligen tres hombres y dos mujeres, las posibilidades son:

010,306,2 = 1800
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El ntimero de posibles comités es:
Cip,5 = 4368

Si restamos a este nimero los que estdn formados exclusivamente por hombres o mujeres obtenemos
Ci65 — Cro5 — Ce,5 = 4110

Este es el nimero de comités que estan compuestos por al menos un hombre y una mujer.

Ejercicio 8. Resolver la ecuacion 8*~' = 63%. Expresar la respuesta en funcion de In2 y In 3.
Solucién:

Aplicando logaritmos neperianos:
In8*~! =1n6*
(x—1)In8=3zIn6
(z—1)In2% = 3z1n(2 - 3)
3(z—1)In2=3z(In2+1n3)
(z—1)In2=2(ln2+1n3)
—In2=2xIn3

—In2
In3

2 x

Ejercicio 9. Calcular las soluciones de la ecuacion x“e™® =1 — 2senx, comprendidas entre 2 y 7.

Solucion:

2, —x

Representamos con la calculadora las funciones f(z) = z%e ™ y g(z) = 1 — 2senx:

Las soluciones de la ecuacién son las abscisas de los puntos de corte. Con tres cifras significativas estas
soluciones son:

21 =287, 12 =06,7T8
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Ejercicio 10. Resolver la inecuacion

2 —6x—7

<0
2 —4

Solucion:

Las raices del numerador son —1 y 7. Las del denominador son —2 y 2.
El signo de la fraccién segin los valores de x aparece reflejado en la siguiente figura
# 0 7
+ | +
{

~— o

La solucién de la inecuacién es x € (—2,—1) U (2,7)

14
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4. Combinatoria. Induccién. Ecuaciones. (Grupo W).

Ejercicio 1. Demostrar que 6™ — 1 es multiplo de 5 para n > 0.

Solucién:
o La propiedad se cumple para n = 0 puesto que 6° —1 =1 —1 = 0 es miiltiplo de 5.
o Demostraremos que si se cumple para un valor h, es decir, si se cumple:
6" —1=5
entonces, también se cumple para h + 1, es decir demostraremos que
gt _1-5
En efecto:

6" —1=6-6"-1=6-(5+1)—-1=5+6-1=5+5=5

o Como consecuencia de los apartados anteriores, la propiedad se cumple para n > 0.

Ejercicio 2. Demostrar por induccion que si n es un numero entero positivo:

" 1 n
Z(:),70—1)(3r+2) T 6n+4

r=1

Solucion:

n

1
Sea Sn:z;m.

r=

o Demostremos que la propiedad se cumple para n = 1. El primer miembro es igual a:

1 1

3-1)3+2) 10

Y el segundo miembro:

o Ahora demostraremos que si se cumple para un valor cualquiera h, es decir, si

_h
"~ 6h+4

Sh

también se cumple para el valor siguiente h + 1, es decir, demostraremos que:

h+1 b+l
6(h+1)+4 6h+10

S}L+1 =

15
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En efecto:
1
B(h+1)—1][3(h+1)+ 2]
1
(3h+2)(3h+5)
h 1
“oh+d T Bhr2)Bh+)
h(3h +5) +2
(6h 4 4)(3h +5)
3h? 4+ 5h +2
(6h 4+ 4)(3h +5)
 (h+1)(3h+2)
2(3h 4 2)(3h + 5)
h+1
2(3h +5)
_ h+1
6h + 10

Sh1 =S+

=S, +

o Como consecuencia de los apartados anteriores, la propiedad se cumple para n > 1.

Ejercicio 3. Factorizar el polinomio
at 4+ 223 — 222 — 32 — 18
Solucién:
Buscamos raices enteras entre los divisores de 18. Para = = 2:
1 2 -2 -3 -18
2 2 8 12 18
14 6 9 0

Con lo que tenemos una primera factorizacién:

ot + 223 — 2% — 3z — 18 = (x — 2)(2® + 42 + 62+ 9)

Buscamos una raiz entera del polinomio de tercer grado entre los divisores de 9. Para x = —3:

1 4 6 9
-3 -3 -3 -9
1 1 3 0

con lo que:

a4+ 223 — 227 —3r — 18 = (x — 2)(x + 3)(z* + = + 3)

factorizando

simplificando

16

El polinomio de segundo grado tiene discriminante menor que cero. Entonces, es irreducible y la factori-

zacién esta terminada.
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Ejercicio 4. Resolver la inecuacion:

x2—2x—15>0
1— 22

Solucién:
Las raices del numerador son —3 y 5. Las del denominador son —1 y 1.

El signo de la fraccién segun los valores de = aparece reflejado en la siguiente figura:
0 A A
|

{

+ 0 - 1+

ot — O

|
{
-3 -1 1

La solucién de la inecuacién es z € (—3,—1) U (1,5)

Ejercicio 5. Las raices de la ecuacion cuadrdtica 222 4+ 6x — 3 = 0 son « y 3. Sin resolver la ecuacién
calcular o? + B2.

Solucién:

Por las relaciones de Cardano tenemos que o + 8 = -3 y af = —%. Entonces:
(a+p)P=a’+5+2a8 = o’ +8°=(a+h)* 208

Sustituyendo:

a2+62=(—3)2—2<—2> =9+3=12

Ejercicio 6. Calcular el término independiente del desarrollo:

6
2372—l
T

Solucion:

Un término cualquiera del desarrollo tiene la forma:

6—n
6 n 1
G e ()
n x
El término independiente cumple que:

Mm—(6—-—n)=0 = n=2

Por tanto, este término es:

<g) 22(~=1)* = 60
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Ejercicio 7. Con las letras de la palabra FUERZA, ;cudntas palabras de 6 letras pueden formarse?,
scudntas tienen las vocales separadas?

Solucién:
Pueden formarse 6! = 720 palabras.

Si queremos que las vocales y las consonantes queden separadas, hay cuatro posibilidades de colocar las
vocales separadas VCVCVC, CVCVCV, VCVCCV O VCCVCV. Para cada una de estas dos posibilidades
hay 3! maneras de ordenar las vocales y otras tantas para las consonantes. En total:

4.6-6=144

Ejercicio 8. Un examen consta de 9 prequntas de las que se deben contestar 5. ;De cudntas maneras
pueden escogerse las prequntas? ;De cudntas si las dos primeras son obligatorias?

Solucién:
Si se deben escoger 5 preguntas de 9:
Co5 =126
Si las dos primeras preguntas son obligatorias, se deben escoger 3 preguntas de las 7 restantes:

Cr3 =35

2

Ejercicio 9. Calcular las soluciones de la ecuacion x“e™® =1 — 2senx, comprendidas entre —2 y 2.

Solucion:

Representamos con la calculadora las funciones f(z) = 2%e™® y g(z) = 1 — 2sen x:

Las soluciones de la ecuacién son las abscisas de los puntos de corte. Con tres cifras significativas estas
soluciones son:

21 =—0,995, o= 0,450



4 COMBINATORIA. INDUCCION. ECUACIONES. (GRUPO W).

Ejercicio 10. Resolver la ecuacion 81 = 63%. Expresar la respuesta en funcién de In2 yIn 3.

Solucién: Aplicando logaritmos neperianos:

In8°~! =1n6

(r—1)In8 =3x1n6
(r—1)In2® = 3z1n(2- 3)
3(z—1)In2=3z(In2 +1n3)
(r—1)In2=2(In2+1n3)
—In2=2zIn3

~ —In2
" In3

19
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5. Trigonometria (grupo W)

Ejercicio 1. Seno del dngulo inscrito. Teorema del seno: enunciado y demostracion.

Solucion:

Teorema 1 (Teorema del seno). En un tridngulo las longitudes de los lados son proporcionales a los
senos de los dngulos opuestos:

a b c

senA senB senC

La constante de proporcionalidad es el diametro de la circunferencia circunscrita al tridngulo.

Demostracion. Puede demostrarse el teorema del seno a partir de la propiedad de los dngulos inscritos
en una circunferencia:

Figura 1: Angulos inscritos y teorema del seno

Sea el dngulo « inscrito en una circunferencia que abarca un arco con una cuerda ¢ (ver figura 2).
Construimos otro angulo sobre el mismo arco en el que uno de sus lados es un didmetro de la circunferencia.
Este angulo también valdrd o puesto que estd inscrito en el mismo arco que el anterior. Pero, dado que
el 4ngulo inscrito en una semicircunferencia es recto, el tridngulo A’ BC' es rectdngulo y

C
seno = —

2R

es decir, el seno de un angulo inscrito en una circunferencia es igual al cociente de la cuerda y el diametro.

A partir del resultado anterior deducimos (figura 2 derecha):

a
A= —
sen 5
b a b c
sen B 2R R senA senB senC
c
sen C =
sen °R

es decir, los lados de un tridngulo son proporcionales a los senos de los angulos opuestos y la razén de
proporcionalidad es el didmetro de la circunferencia circunscrita al tridngulo. O
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Ejercicio 2. Calcular el perimetro de un tridngulo rectingulo que tiene un cateto b = 36 cm y el dngulo
opuesto mide B = 57°.

Solucion:

El otro cateto es:
b 36

—beotgB= —— =
CTUCORT TR T tehre

y la hipotenusa:
b 36
sen B senb57°

Entonces, el perimetro es:

Ejercicio 3. Calcular el drea de un tridngulo de lados a =25 cm, b =34 cm y ¢ = 13 cm.
Solucién:
Calculamos un angulo, por ejemplo A:
b+ —a® 347 +13% — 252
2be 2-34-13

Y el area es igual a:

cos A =

1
S = 3 besen A ~ 135 em?

También podria calcularse el area por la férmula de Herén:

S=+/plp—a)p—b)(p—-c)

donde p es el semiperimetro:

25+ 34+ 13
p:%zgg; S =+/36-11-2 23 ~ 135 cm?

Ejercicio 4. En un tridngulo se conoce a = 45 cm, A = 37°, B = 63°. Calcular la altura correspondiente
al vértice B.

Solucién:
El angulo C mide

C =180° — 37° — 63° = 80°
Entonces, es facil ver que

hg = asen C = 45sen 80° ~ 44,3 cm

Ejercicio 5. Para hacer un gorro conico se recorta en una cartulina un sector de 40° y 90 cm de radio.
Calcular la altura del gorro.

Solucion:
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/>

27r

La longitud del arco es el radio por el angulo en radianes. Entonces:

40
27TT:90-1—875 — r=10cm

Poe el teorema de Pitdgoras:

h =4/90% — 102 = v/8000 ~ 89,4 cm

Ejercicio 6. Calcular el drea de un segmento circular encerrado por una cuerda de 75 cm y un arco de
una circunferencia de 40 cm de radio.

Solucion:

Calculamos ¢:

%) 75 N 9
sen — = —— = 2 arsen —
2 = 240 4 80
El area del segmento es:

1 1
S = irz(go —seny) = 3 402 (¢ — sen ) ~ 1420 cm?
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Ejercicio 7. Sabiendo que tga = —2 y que o es un dngulo del cuarto cuadrante, calcular sen v y cos .
Solucién:

Puesto que es del cuarto cuadrante, el coseno es positivo:
1 1

Vittgga V5

CoOSx =

y el seno:

sena = cosatga =

-2
V5

Ejercicio 8. Calcular los dngulos x comprendidos entre 0° y 360° que cumplen:

(a) cosz =1 (b) tgx =—-3

Solucion:

(a) Puesto que el coseno es positivo el dngulo puede estar en el primero o en el cuarto cuadrante. La
solucién en el primero es 60°. Entonces

x = 60°, x = 360° — 60° = 300°

(b) Como la tangente es negativa, las soluciones estardn en el segundo o en el cuarto cuadrante. Las
soluciones son:

x = 180° — artg3 = 108°26/, r = 360° — artg3 = 288°26’

Ejercicio 9. La figura muestra un mdastil AB de longitud igual a 12 m. Los puntos C y D estdan sobre el
suelo de tal forma que el dngulo de elevacion de C a B es de 60° y el angulo de elevacion de D a B es de
55°. Sabiendo que la distancia entre C' y D es de 15 m, calcular el angulo CAD y el drea del tridngulo
CAD.

Solucion:

Calculamos los lados AC' 'y AD:

12
AC =
tg 60°
12
AD =

tg 5Ho
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Entonces, el angulo A lo obtenemos por el teorema del coseno:

AC? + AD? — 152
A: A:l oq/
cos 2-AC - AD — 5673

Y el area del tridngulo es:

S = %AC“ADsenAz 11,8 m?

6. Trigonometria (grupo Z)

Ejercicio 1. Seno del dngulo inscrito. Teorema del seno: enunciado y demostracion.
Solucién:

Teorema 2 (Teorema del seno). En un tridngulo las longitudes de los lados son proporcionales a los
senos de los dngulos opuestos:

a b _c
send  senB  senC

La constante de proporcionalidad es el diametro de la circunferencia circunscrita al tridngulo.

Demostracion. Puede demostrarse el teorema del seno a partir de la propiedad de los dngulos inscritos
en una circunferencia:

Figura 2: Angulos inscritos y teorema del seno

Sea el dngulo « inscrito en una circunferencia que abarca un arco con una cuerda ¢ (ver figura 2).
Construimos otro angulo sobre el mismo arco en el que uno de sus lados es un didmetro de la circunferencia.
Este dangulo también valdrad o puesto que estd inscrito en el mismo arco que el anterior. Pero, dado que
el 4ngulo inscrito en una semicircunferencia es recto, el tridngulo A’ BC' es rectdngulo y

C
seno = —

2R

es decir, el seno de un dngulo inscrito en una circunferencia es igual al cociente de la cuerda y el didmetro.
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A partir del resultado anterior deducimos (figura 2 derecha):

a
senA = —
2R
b a b c
sen 2R senA  senB  senC
c
senC = —
2R
es decir, los lados de un tridngulo son proporcionales a los senos de los dngulos opuestos y la razén de
proporcionalidad es el didmetro de la circunferencia circunscrita al triangulo. O

Ejercicio 2. Calcular el perimetro de un tridngulo rectingulo que tiene un cateto b = 46 cm y el dngulo

C =57°.

Solucién:

Calculamos el otro cateto y la hipotenusa:
c=btgC =46tg57°

b 46
cosC  coshT°

Y el perimetro:

~ 201 cm

46
p =46 + 46tg57° +
cosH7°

Ejercicio 3. Calcular el drea de un tridngulo de lados a = 35 cm, b =27 cm y ¢ = 14 cm.
Solucién:

Calculamos un angulo, por ejemplo A:

b2 4+ 2 —a? _272+142—352
2bc T 2.27 14

Y el area es igual a:

cos A =

1
S = §bcsenA ~ 173 cm?

También podria calcularse el area por la formula de Herén:

S=+vplp—a)p—b)(p—o)

donde p es el semiperimetro:

35 4 27 + 14
p:%zgg; S=1+/38-3-11 24~ 173 cm?

Ejercicio 4. Dos fuerzas de 14 y 23 newtons dan una resultante de 10,4 newtons. ;Qué dngulo forman
entre si las dos fuerzas?

Solucion:
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Por el teorema del coseno:

147 4232 — 10,4

cos(180° — ) = 5 1473 180° — ¢ ~ 16°42’

y de aqui ¢ =~ 163°18'".

Ejercicio 5. Para hacer un gorro conico se recorta en una cartulina un sector de 40° y 60 cm de arco.
Calcular la altura del gorro.

Solucion:

40°

2mr = 60

Puesto que la longitud de un arco es igual al radio por el dangulo en radianes:

40m 60180
180 Ty

60=g-

y el radio de cono:

60
r=—
2T

Aplicando el teorema de Pitdgoras obtenemos la altura del cono:

h=+¢%—1r%2~854cm
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Ejercicio 6. Calcular el drea de un segmento circular encerrado por una cuerda de 56 cm y un arco de
una circunferencia de 41 cm de radio.

Solucion:

Calculamos el dngulo ¢:

sen L 28 = = 2 arsen 28
2~ 41 v= 41

El area del segmento estd dada por la férmula

1
S = 57"2 (p —sen )

donde ¢ es el 4ngulo en radianes. Sustituyendo se obtiene S = 425 cm?.

Ejercicio 7. Sabiendo que cosa = —0,8 y que a es un dngulo del tercer cuadrante, calcular sena y tga.
Solucién:
En el tercer cuadrante el seno es negativo y la tangente positiva:

sena = —/1 —cos2a = —/1 - 0,64 = —/0,36 = —0,6

senaa —0,6 3
teq = = = =
Y= osa -0,8 4 0,75

Ejercicio 8. Calcular los dngulos x comprendidos entre 0° y 360° que cumplen:
cp— V3 _
(a) cosx = —%> (b) tgz =2

Solucion:

(a) El coseno es negativo luego el dngulo estd en el segundo o en el tercer cuadrante. El dngulo del

primer cuadrante que tiene el coseno igual a ? es 30°. Entonces, las soluciones son:

x = 180° — 30° = 150°
x = 180° + 30° = 210°
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(b) Sila tangente es positiva el dngulo estd en el primer o en el tercer cuadrante. El 4ngulo del primer
cuadrante que tiene tangente igual a 2 es aproximadamente 63°26’. Las soluciones son:

x = 63°26'
x = 180° 4 63°26" = 243°26'

Ejercicio 9. La figura muestra un mastil AB de longitud igual a 12 m. Los puntos C y D estdn sobre el
suelo de tal forma que el dngulo de elevacion de C a B es de 60° y el angulo de elevacion de D a B es de
55°. Sabiendo que la distancia entre C' y D es de 15 m, calcular el angulo CAD y el drea del tridngulo
CAD.

Solucion:

Calculamos los lados AC y AD:

12
AC =
tg 60°
AD — 12
tg 5H°

Entonces, el dngulo A lo obtenemos por el teorema del coseno:

AC? + AD? — 152 o
cos A = 5. AC . AD = A =156°3

Y el area del tridangulo es:

1
S = §AC-ADsenA% 11,8 m?

7. Mas trigonometria (grupo W)

Ejercicio 1. En un tridngulo dos de sus lados miden a = 56 m, b = 45 m y el dngulo comprendido
C = 110°. Calcular el dngulo A.

Solucién:

Calculamos el lado ¢ por el teorema del coseno:

2 =a%+b%>—2abcosC =562 +452 —2.56-45-cos110° = ¢~83.0m
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Ahora calculamos el angulo A:

b2 2 2
cos A = rroe-—a = A =39°22
2bc

29

Ejercicio 2. Dos fuerzas de 25 y 40 newtons producen una resultante de 20 newtons. Calcular el dngulo

que forman.

Solucion:

Por el teorema del coseno:

40% + 252 — 202
180° — p) = — == =7
cos( #) 2.40- 25

—

180 — ¢ ~ 24°9’

—  =155°51

Ejercicio 3. Resolver la ecuacion:
2cosx —sen2r =e °
en el intervalo [—m, m].

Solucion:

Con la calculadora gréfica representamos las funciones f(xz) = 2cosz —sen2z y g(x) = e~*. Obtenemos

2



7 MAS TRIGONOMETRIA (GRUPO W)

Hay dos puntos de corte z1 ~ —0,843 y x5 ~ 0,744.

Ejercicio 4. Resolver en el intervalo [0,2n] la ecuacion:
cos2x +5senz =0

Solucion:

Sustituyendo el coseno del dngulo doble:

cos?x —sen®x + 5senz = 0

2

1—sen’z —sen’x + 5senz =0

2sen’x —5senz —1=0

Resolviendo esta ecuacién de segundo grado en sen x obtenemos:

_ 5++/33 5—33
=== 2T VSS

x1 (no vilida) ; g = 2

30

Para este valor del seno tenemos una solucién en el tercer cuadrante x; = 190°44’ y una en el cuarto

xo = 349°16.

Ejercicio 5. Demostrar que:

cos «
———— =seca+tga
1 —sena
Solucién:
cos & cos (1 + sen )

l—-sena (1 —sena)(l+sena)

cos (1 4 sen )
1—sen?a
cosa(l + sen )
cos? o
1+sena
cos &
1 sen o

CoOs & COs &

=seca + tga

Ejercicio 6. Demostrar la identidad

cosec 2a = tg a + cotg 2c
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Solucion:
1 1-tga
tga+cotg2a=tga+ —— =tga+ ———
tg 2a 2tga
2tg?a+1—tg?a  1+tg%a
B 2tg a . 2tga
_ ﬁ _ COS ¢
Zsena  9gen o cos2 o
Cos @
1 1
= = = cosec 2«

2sen a cos « sen 2o

Ejercicio 7. En la figura adjunta AB =3 m y BD =4 m. Calcular la longitud de BC.

D

C

Solucion:

De la figura se deduce que:

4
tg2a = =
g2 =3

De aqui:
2t 4
=82 — Gtga=4-4tga = 2tg%a+3tga—2=0
1—tgca 3

Resolviendo la ecuacién de segundo grado en tga y teniendo en cuenta que la solucién negativa no es
valida porque « es un angulo agudo:

‘ 1

a==
84735
Y por tanto:

BC’:Btgazgzlﬁm

Ejercicio 8. Un péndulo oscila con un periodo de 20 sequndos. La altura del péndulo estd dada por una
funcion del tipo

h(t) = ho + Asen(wt + ¢)
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Sabiendo que la altura mdxima es de 20 m la tomd cuando t = 6 sequndos y la altura minima es 6 m,
calcular hg, A, w y p.

Solucién:
El valor medio hq es el promedio de los valores maximo y minimo:

2046
- ==

ho 13 m

La amplitud es la mitad de la diferencia entre el valor maximo y minimo:

20 -6
— =

A= 7m

La frecuencia angular es:

2 2r  om

=—=—=5
T 20 10
Para calcular ¢ tenemos en cuenta que el valor maximo de la funcién se da cuando t = 6. En ese momento

4 3 ™ a .
el dngulo tiene que valer § o sea que:

67r+ T . .7 37r7 T
0 779 YT T 5 T 10

La funcién que da la altura es:

mt—1

h(t) =17
(t) sen —
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8. Mas trigonometria (grupo Z)

Ejercicio 1. En un tridngulo dos de sus lados miden a = 56 m, b =45 m y el dngulo A = 110°. Calcular
el drea del tridngulo.

Solucion:

Calculamos sen B mediante el teorema del seno:

56 45 B 45 sen 110°
= —— n =
sen 110° sen B 5 56

De aqui obtenemos que B = 49°2" y 130°58'. Esta ultimo solucién no es valida puesto que el dngulo A
es obtuso y un triangulo no puede tener mas de un dngulo obtuso.

Calculado B obtenemos C' = 180° — A — B = 20°58', y el drea:

1 1
S = §absenC: 5 - 56 - 45 sen C ~ 451 m?

Ejercicio 2. Resolver la ecuacion:

2senx +cos2x =€ ”
en el intervalo [—m, 7).

Solucion:

Representamos con la calculadora gréfica las funciones f(x) = 2senx + cos 2z y g(x) = e~*. Obtenemos:

Vemos que en el intervalo [—m, 7] se cortan solamente en x = 0.

Ejercicio 3. Sin usar la calculadora grdfica resolver en el intervalo [0,27] la ecuacion:
2tg?x + 3sec’x =7

Solucion:
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Escribimos la secante en funcion de la tangente y resulta:
2tg?x + 3sec’x =7
2tg?r +3(1+tga) =17
S5tgr+3="7
S5tg?x =4

2
tgr =+—
g 75

Y a partir de la tangente obtenemos las soluciones x1 = 41°49’, zo = 221°49’, 23 = 138°11’ y x4 = 318°11’.

Ejercicio 4. Demostrar que:

sen « 1+ cosa
= 2 coseca
1+ cosa sen o
Solucién:
sen « 1+cosa senasena+ (14 cosa)(l+ cosa)
1+ cosa sen a sen a1 + cos @)

sen?a + 1+ cos? a + 2 cos

sen a(l + cos a)

- 24 2cosa
~ sena(l +cosa)
~ 2(1+cosa)
~ sena(l +cosa)
2
" sena
= 2 cosec «
Ejercicio 5. Demostrar
sen 2« i
—— =tga
1 + cos 2« &
Solucion:
sen 2« 2sen a cos « 2sen o cos « sen o ¢
= = = = «
1+cos2a 14+ cos?a—sen?a 2cos? o cos o &

Ejercicio 6. Sobre un edificio se ha construido una torre de telecomunicaciones como se muestra en la
figura. Calcular la altura de la torre.
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23.6°

200 m

Solucion:

La altura del edificio con la torre es:

200 tg(15,9° + 23,6°) = 200 tg 39,5°
La altura del edificio es:

200 tg 23,6°
de modo que la altura de la torre es:

200 tg 39,5°200 tg 23,6° ~ 77,5 m

Ejercicio 7. Calcular el valor exacto de tga si tg2a = % y a es obtuso.
Solucién:

Sabemos que:

2t
tg2a = & C;
1—-tg*a
Entonces:
2t 21
_S8% 2 40tga=21-2ltg%a = 2ltg?a+40tga—21=0
1—tgca 20
Resolvemos esta ecuacién y obtenemos tg a = % ytga= —%. Puesto que el angulo es obtuso, la solucién
valida es
tga = —z
84T 73

Ejercicio 8. Desde un cierto punto se ve el extremo de un mdastil con un dngulo de 53° con la horizontal
Y, st nos alejamos 20 m, el dngulo pasa a ser de 28°. ;Cudl es la altura del mdstil?

Solucion:
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28° 20 53° T

De la figura se deduce que:

h = xtg53°
h = (20 + z)tg28°

Despejando z en la primera ecuacién y sustituyendo en la segunda se obtiene:

| 20tg53° tg 28°

=—= 2 " ~ 177
tg 530 —tgoge M

36
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9. Nuameros complejos

Ejercicio 1. Calcular

2(1 —3i) + 6@
-3+ 2
Solucién:
2(1—3i)+6i:2—6i+6i:2~(—3—2i):_E_ii
—3+2i -3+ 2 9+4 13 13

Ejercicio 1. Calcular el niumero real k de forma que

(3 — 2i)?
14 ki
sea:
(a) Un nidmero real.

(b) Un nidmero imaginario puro.
Solucién:

Calculamos el cociente:
(3—22’)2 _9-4-12i (5 —12¢)(1 — ki) B 5 — 12k +i(—5k — 12) B 5—12k:+ -5k —12.
14+ki  14+ki 1+ k2 N 1+ k2 1k 1+ k2

(a) Sies un nuimero real, la parte imaginaria debe ser cero:

—bk — 12 12
— =0 = k=-—
1+ k2 5

(b) Si es un nimero imaginario puro, la parte real sebe ser cero:

5— 12k 5
O oA [
Tk 0 = 12

Ejercicio 3. Calcular las raices cuadradas del nimero complejo —45 — 28i.
Solucién:

Llamando z +yi a la raiz debe cumplirse que (x +yi)? = —45 — 28i. Igualando partes reales e imaginarias
resulta el sistema:

2?2 —y? = —45
2zy = 28

Despejando y en la segunda ecuacion y sustituyendo en la primera:

—14 196
y=—13 a2 — "5 =-45 2" +45:° —196 =0
X X

Despejando z2:

, —454+ /455 +4-196 —45+53 {x=—2
Tr = = =4 o

2 2 xr =
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Para x = -2, y =7, y para x = 2, y = —7. Las dos raices son, por tanto,

Ejercicio 4. Escribe los siguientes niumeros complejos en forma polar:

(a) —4

(b) 2i

() —%i

(d) —2+2v/3i
Solucién:

Para los tres primeros ntimeros la solucién es inmediata:
(a) =4 =14,
(b

=
[\)
~
\
[N}
3
~
[\v]

(d) El cuarto complejo tiene como médulo y argumento:

_ 2\/3 _ pell
= 772 =

r=vAtiz=4, tgy V3 = p=120°

Por consiguiente —2 + 21/3i = do7/3-

2+ Tiy2—Ti.

Ejercicio 5. Escribe en la forma bindmica los siguientes niumeros complejos:

(a) 1r/2
(b) 5argo
(¢) lys00
(d) 43000
Solucién:
(a) 1r/0 =1

(B) Bargo = —bi

(¢) 11500 =1 (cos150° 4 isen 150° = _§ + 1

1
2

(d) 43000 = 4 - cos300° + i sen 300°) = 4 - (% - @z) =223

Ejercicio 6. Calcular en forma polar las raices quintas de 1 — i.
Solucién:

El médulo y argumento de 1 — ¢ son:

1
r=vVI+1=vZ  tgp=— = -1 2L 5= 3150

38
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Asf que 1 —i = (v/2)3150. La primera raiz la obtenemos haciendo la raiz del médulo y dividiendo por 5
el argumento:

(= (9

63°

7 - O .
Las restantes raices las calculamos sumando % = 72° a la anterior:

2= (V2) i 9= (V2) et 5= (V2),0 5= (V)
135© 2070 2790 351°

Ejercicio 7. Calcular en forma binémica las raices sextas de —1.
Solucién:

El numero —1 en forma polar es 11gp0. Como en el caso anterior, la primera raiz sexta se obtiene haciendo
la raiz sexta del médulo y dividiendo por 6 el argumento. Las restantes raices se calculan sumando
o 7 .
% = 60° al argumento se la raiz anterior:
V3

z1 = c0s30° +isen 30° = — +

1

—1
2 2
29 = c0s90° + isen 90° =i

V3 o1

z3 = co0s 150° + i sen 150° = —5 + ii
1
z4 = c08210° + 7sen 210° = 7? -5t

25 = €08 270° + isen 270° = —i

2z = c0s330° + i sen 330° =

[N}
S
[N

Ejercicio 8. Calcula en forma bindmica (—1 — iv/3)°.
Solucién:

En primer lugar escribimos el complejo en forma polar:

V3
r=vit3=2: tggozi\l[:\/g PELT ) — 9400

Por consiguiente:
. 6
(=1 —iV3)% = [(2)2400]” = 6414400
Dividiendo el argumento por 360° encontramos el argumento equivalente 0°. Tenemos, por tanto:

6414400 = 6490 = 64

Ejercicio 9. Calcula una expresion de cos 3¢ a partir de la formula de Moivre.

Solucion:
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Para el dngulo triple, la formula de Moivre tiene la forma:
cos 3¢ + isen ¢ = (cos ¢ + isen p)>

Para calcular cos 3 debemos calcular la parte real del segundo miembro. La parte real es la que contiene
las potencias 0 y 2 de la unidad imaginaria:

(cos ¢ + isen go)?’ = cos® ¢ + 3i cos? psen p + 3i% cos psen? p + % sen® ¢
La parte real es

cos® ¢ 4 3% cos g sen? ¢ = cos® p — 3cos psen? p
de modo que:

cos 3 = cos® ¢ — 3cos psen” @

Ejercicio 10. El punto A1(3,5) es un vértice de un tridngulo equildtero centrado en el origen. Calcular
las coordenadas de los otros dos vértices As y As.

Solucion:

Los otros dos vértices los obtendremos girando A; angulos de 120° y 240° alrededor del origen:

1
(3 + 5i)(cos 120° + i sen 120°) = (3 + i) <_2 + \f)

3
2
3
2

2T Ty
3 5V3 3V3 5
2+2+<‘2‘2>

Los puntos son:

A2<_3_w33¢??_5>; A3<_3+5ﬁ»7_3¢§_5>
2 2 2 2
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10. Ndameros complejos

Ejercicio 1. Calcular:

(2 —9)2(1 + 3i)

342
Solucion:
(2—0)2(1+3i)  (4—1—4i)(1+ 30)
3+ 2 n 3+2i
C (3-4i)(1+ %)
- 3+ 2
_ 15+56
342

(15 +56)(3 — 2d)
T (342i)(3 - 20)

55— 15§
13

55 15,
1313’

Ejercicio 2. Calcular las raices cuadradas de 24 + 10i.
Solucién:

Sea x + yi la raiz cuadrada, entonces:

22 —y? =24

r+yi)?=24+10i —
( vi) {ZzyIO

Resolvemos con la sustitucion:
10 5 25
y=——=- = 2*-"=24 = z'-2422-25=0
2x T T
Resolvemos la ecuacién bicuadrada:

o AEVRETA05 24£26

2 2
Las soluciones son 22 = 25 y 2 = —1 (no vélida). Por tanto 21 = —5 y 7o = 5. Los valores correspon-
dientes de y son y; = —1 e yo = 1. Las raices cuadradas son —5 — iy 5+ 1.

Ejercicio 3. Aplicar la férmula de Newton para calcular (2 — 3i)*.
Solucién:
(2—3i)*=2*—4-2%.3i+6-2%-(3i)? —4-2-(3i)® + (3i)*
=16 — 96i + 216i° — 216° + 814"
=16 — 96: — 216 + 2167 + 81
= —119 + 120¢
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Ejercicio 4. Calcular en forma polar las raices quintas de —i.
Solucién:

. ’ . 7 o o
Puesto que —i = 19790, las raices tienen de médulo 1 y de argumento w k =0,1,2,3,4.
Asi obtenemos que las raices son:

1540, 11260, liggo, la7g, lga20

Ejercicio 5. Calcular el drea del tridngulo que tiene como vértices los afijos de las raices cubicas de
3+ 4i.

Solucion:

El médulo de este complejo es 5. Las raices ciibicas tienen entonces como médulo /5. Este es el radio de
la circunferencia circunscrita al tridngulo. El area es:

1 39/25/3
S=3. §é’/S\‘”/Ssemlzoo — T\[

Ejercicio 6. Calcular las raices cuartas de —16 y expresar el resultado en forma binomica.
Solucién:

Puesto que —16 = 161890, sus raices cuartas son 2450, 21350, 29250 y 23150. En forma bindmica:

2 2
21 = 2 (cos45° + isen45°) = 2 (‘2[ +z\2[> =V2+V2i

2 2
2o = 2 (cos 135° + isen 135°) = 2 (f +z\2[> =—V2+V2i

2 2
23 = 2 (cos 225° 4 isen 225°) = 2 (f - i\[> =—V2-V2i
z4 = 2 (cos 315° + isen 315°) = 2 (

Ejercicio 7. Expresar en forma polar:
(a) V3—i (b) —2+2i

Solucion:

(a) Calculamos el médulo y el argumento:

-1

r=v3+1=2; tgp=—7=;0€IV
V3

Por tanto:

\/?:_ 'L - 23300
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(b) De la misma forma:
2
r=VAt4=2V2; tgp=—=-lipell

y entonces:

—2 + 27/ == (2\/5)1350

Ejercicio 8. Expresar en forma bindomica:
(a) Baago (b) 33150
Solucién:

5o400 = 5(cos240° + isen 240°) =

33150 = 3(cos315° 4+ isen 315°) = 3 (

Ejercicio 9. Obtener a partir de la formula de Moivre una expresion para sen 3.
Solucién:
cos 3p + isen 3¢ = (cos p + i sen 4,0)3
= cos® ¢ + 3cos? g isen ¢ + 3cos @ i? sen?  + i sen® @

= cos® ¢ — 3cos psen? ¢ + (3cos? psen p — sen® )i

Separando las partes reales e imaginarias:

cos 3p = cos? ¢ — 3cospsen” p ; sen 3¢ = 3cos® psen ¢ — sen®

Ejercicio 10. Calcular el punto que se obtiene al girar P(1,2) en torno al punto C(—1,3) un dngulo de
150°.

Solucion:

Aplicamos la férmula del giro:
2 =c+(z—c)e¥
Sustituyendo:
2= —1+43i+ (1+2i+1—3i)(cos 150° + i sen 150°)

= —143i+(2—4) <?+;z>

31
:71+3i7\/§+i+§i+5

-1-2V3  8+3.
=5 T
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—-1-2
El punto es P’ ( 5 \/§, 8 +2\/§>.

11. Geometria

Ejercicio 1. Hallar la ecuacion de la recta perpendicular a 2y — x = 0 que pasa por el punto P(1,—3).
Solucién:
La recta dada tiene pendiente % de modo que la perpendicular tendra pendiente —2. La ecuacién sera:

y+3=—2x-1)

Ejercicio 2. Los vértices de un tridangulo son A(3,—1) , B(7,3) y C(1,5). Calcular la longitud de la
altura correspondiente al vértice A.

Solucion:

La pendiente de la recta BC' es
o 5-3 1

1-7 3
La ecuacién de BC es entonces:

1
Z/—3=—§($—7)

3y —9=—x+7
x+3y—16=0
La longitud de la altura es la distancia desde A a esta recta:

, _3B=3-16 _ 16
A VIito V10

Ejercicio 3. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto P(—3,5) y forman un dngulo de
45° con la recta 6x — by = 17.

Solucion:

La recta que nos dan tiene pendiente ¢. La pendiente de la que forma un dngulo de 45° cumple que:
5

6

m— 5m — 6
tgdh® =1= 5 | —
8 1+ 8 ’5+6m
Esta escuacién tiene dos soluciones:
5m — 6
M=2_ 1 — 5m-6=5+6m — m=-11
5+ 6m
dSm+6

1
-1 6= _5_ —
5 om — bm—6 5—6m — m 11
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de forma que las dos rectas son:

1
y=5=-1le+3) vy y-5=7@+3)

Ejercicio 4. Determinar el punto A’ simétrico del A(—3,—2) respecto a la recta 4z +y = 3.
Solucién:

La recta que nos dan tiene pendiente —4. La perpendicular por el punto A es:

1

dy+8=x+3
xr—4y—5=0

La interseccién de la recta dada con la perpendicular:

r—4y—5=0

dx+y—3=0
sistema que tiene como solucién el punto P(1,—1). Este, es punto medio entre A y su simétrico. Por
consiguiente:

1= — x=5

El simétrico es el punto A’(5,0).

Ejercicio 5. Examinar si las rectas 3x+4y+3 =0 y 6x+8y+11 = 0 son paralelas y, en caso afirmativo,
calcular la distancia entre ambas.

Solucion:

Las rectas son paralelas puesto que los coeficientes de las incognitas son proporcionales. Las escribimos
con los mismos coeficientes:

3r+4y+3=0
11
3x+4y+3:0

Su distancia es:

11 5
_lm -3 _s ot
V9 + 16 5 2

Ejercicio 6. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por el punto P(6,6) y es tangente a la recta
52 + Ty 4+ 2 =0 en el punto Q(1,—1).
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Solucion:

El centro de la circunferencia se encuentra en la mediatriz de los dos puntos y en la perpendicular a la
tangente trazada por el punto de tangencia.

La ecuacion de la mediatriz es:
(=6 +(y—6)°=(z—-1)*+(y+1)?
—122+36 - 12y +36 = -2z +1+2y+1
5c+Ty—35=0

La pendiente de la tangente es —%. La ecuacién de la perpendicular es:

y+1:g(a:fl)

Sy+5="7Tx -7
Tr—5y—12=0

El centro de la circunferencia es la solucién del sistema:

Sr+Ty—35=0
Tr—>5y—12=0

Resolviendo se obtiene el punto C (%, g) Calculando la distancia a los puntos o a la tangente se obtiene

2 _ 37
= 5.

La ecuacion de la circunferencia es:

A S R A R 1
2 Y79) T

Ejercicio 7. Hallar la ecuacion de la circunferencia que tiene por didmetro el segmento de la recta
x4+ 2y —4 =0, comprendido entre los ejes de coordenadas.

Solucion:

Los puntos de corte de la recta con los ejes son A(4,0) y B(0,2). El punto medio de este segmento C(2,1)
es el centro de la circunferencia. El radio es la distancia del centro a uno cualquiera de los puntos:

r?=(2-42%+(1-02=5
La ecuacién de la circunferencia es:

(x—-22+@w-1)>%=5

Ejercicio 8. Una circunferencia de centro C(6,5) es tangente a la recta 4o — 3y + 5 = 0. Hallar la
ecuacion de la circunferencia.

Solucién:
El radio es la distancia desde el centro a la tangente:

L_146-35+5 14

V1649 )
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La ecuacion de la circunferencia es:

,_ 196

(0= 6+ (-5 = 5

Ejercicio 9. Hallar la ecuacidn de la circunferencia que pasa por los puntos A(—3,0) y B(2,—5) y tiene
su centro en la recta 2x + 3y + 21 = 0.

Solucion:

El centro se encuentra en el punto de interseccién de la recta dada y la mediatriz de los dos puntos. La
ecuacion de la mediatriz es:

(z+3)° +y* = (z—2)* + (y +5)°
6 +9=—4x +4+ 10y + 25

10z — 10y —20 =0

r—y—2=0

El centro de la circunferencia es la solucién del sistema:

—y—2=0
vy —  (C(-3,-5)
27 + 3y +21 =0

El radio se calcula como distancia del centro a uno cualquiera de los puntos:
r?=(-34+3)+(-5-00°=25
La ecuacién de la circunferencia es:

(x+3)%+(y+5)*=25

Ejercicio 10. Hallar las coordenadas de los puntos situados, en la recta x + 2y — 3 = 0 y que disten 2
unidades de la 4x — 3y + 9 = 0.

Solucion:

Calculamos las ecuaciones de las paralelas que disten 2 unidades. Estas paralelas tienen la forma 4x —
3y + C = 0. Calculamos C":

Ic -9
VI6+9

y obtenemos las rectas 4o — 3y — 1 =04z — 3y + 19 = 0.

2 = C-9==10

Los puntos que nos piden son las intersecciones de x + 2y — 3 = 0 con estas rectas:

dr—3y—1=0
r+2y—3=0

4z —3y+19=0
r+2y—3=0

Resolviendo estos sistemas obtenemos los puntos P(1,1) y Q (—%, %)
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Ejercicio 11. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(5,—1) y es perpendicular a la recta
3z +6y—1=0.

Solucion:

La recta dada tiene pendiente —% de modo que la perpendicular tendrd pendiente 2. La ecuacién sera:

y+1=2(zx—-5)

Ejercicio 12. Los vértices de un tridngulo son A(1,5), B(7,3) y C(3,—1). Calcular la longitud de la
altura correspondiente al vértice A.

Solucion:

La pendiente de la recta BC' es

11—
3:1
37

La ecuacién de BC es entonces:
y—7=1(x —3)
r—y+4=0

La longitud de la altura es la distancia desde A a esta recta:

1-5-4 8
ha=—2" % 42
AT TVITL V2

Ejercicio 13. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasando por el punto P(—3,5) forman un dngulo
de 45° con la recta 3x — 2y = 17.

Solucién:
La recta que nos dan tiene pendiente % La pendiente de la que forma un angulo de 45° cumple que:

_3
m—3

3
1432

tg45° =1=
& ‘ 2+3m

_’2m—3

Esta ecuacién tiene dos soluciones:

2m — 3

24+3m m
-3 _ 1
243m ™5

de forma que las dos rectas son:

1
y—5=—5(x+3) y y—5:g(x+3)
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Ejercicio 14. Determinar el punto A’ simétrico del A(—4,0) respecto a la recta 2z + 3y = 5.
Solucién:

La recta que nos dan tiene pendiente f%. La perpendicular por el punto A es:

y=g(w+4)
2y = 3x + 12

3r—2y+12=20
La interseccién de la recta dada con la perpendicular:

3r—2y+12=0
20 +3y—5=0

sistema que tiene como solucién el punto P(—2,3). Este, es punto medio entre A y su simétrico. Por
consiguiente:

B —4+ 7
)
y/

_Yy r_
3—2 == ¢y =6

_2 1'/:0

El simétrico es el punto A’(0, 6).

Ejercicio 15. Hallar la ecuacion de la circunferencia que tiene por didmetro el segmento de la recta
3z 4+ 2y — 12 = 0 comprendido entre los ejes coordenados.

Solucion:

Los puntos de corte de la recta con los ejes son A(4,0) y B(0,6). El punto medio de este segmento C(2, 3)
es el centro de la circunferencia. El radio es la distancia del centro a uno cualquiera de los puntos:

r?=(2-4)24+(3-02=13
La ecuacion de la circunferencia es:

(x—2)*+(y—3)* =13

Ejercicio 16. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A(—1,0) y B(3,—2) y tiene
su centro en la recta x +y — 3 = 0.

Solucion:

El centro se encuentra en el punto de interseccién de la recta dada y la mediatriz de los dos puntos. La
ecuacion de la mediatriz es:

(x4+1)2+92 = (z—3)*+ (y +2)*
20+ 1=—6x+9+4y+4

8r —4y—12=0

2 —y—3=0
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El centro de la circunferencia es la solucion del sistemas:

2 — —_ —
ty=3=0 o)
z+y—3=0

El radio se calcula como distancia del centro a uno cualquiera de los puntos:
r?=2+1)2+(1-0°=10
La ecuacién de la circunferencia es:

(z—2)2+(@y-1)2?=10

Ejercicio 17. Hallar la ecuacion de cada una de las paralelas a la 4o — 3y +4 = 0 y que distan de ella
una unidad.

Solucion:

Puesto que son paralelas, estas rectas tienen una ecuacién de la forma 4z — 3y + C = 0. Como su distancia

a la recta dada es igual a 1, se cumple que:
4-C] _
=

l = 4-C=45 = C(C=-1 o C=9

Las ecuaciones son:

4r—3y—1=0
4r —3y+9=0

12. Segundo examen de geometria. Grupo Z

Ejercicio 1. Dadas las rectas 2e +y—1=0, x —y — 2 =0, hallar la ecuacion de la recta que pasa por
el punto de interseccion de ambas y es perpendicular a la 3x 4+ 6y — 1 = 0.

Solucién:

La pendiente de 3z +6y — 1 =0 es f%. La perpendicular tendra entonces pendiente 2.

Ademés debe pasar el punto interseccion de las rectas:

2z4+y—1=0
r—y—2=0

La solucién de este sistema es el punto (1,—1). Asi pues, la ecuacién de la perpendicular es:

y+1=2(x—1)
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Ejercicio 2. Calcular los coeficientes a y b de las ecuaciones ax — 2y = 0; bx + 6y = 5, sabiendo que las
rectas que representan son perpendiculares y que la primera pasa por el punto (2,3).

Solucién:

Si la primera recta pasa por el punto (2, 3) se cumple que:
20—-6=0 =— a=3

Si ademas son perpendiculares:

ab—2-6=0
3b—-12=0

0 sea que b= 4.

Ejercicio 3. Los vértices de un tridngulo son A(2,0), B(3,2) y C(4,—3). Hallar la longitud de la altura
correspondiente al vértice B.

Solucion:

la ecuacién del lado AC' es:
-3 )
y—OzT(x—2) o bien 3x4+2y—6=0
La altura que nos piden es la distancia desde el punto B(3,2) a esta recta:
_3-3+2-2-6] 7
V9 +4 V13

h

Ejercicio 4. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto P(2,1) y distan 3 unidades de
A(2,—4).

Solucion:
Las rectas que pasan por P(2,1) tienen como ecuacién:

y—1=m(x—2)
mr—y+1—-2m=0

Puesto que la distancia de esta recta a A(2,—4) debe ser 3:

[2m +4+1—2m|

3 elevando al cuadrado
m2+1
25
22 9
m2+1
25
2
1=—
m° + 9
16 4
2
" "=
Las rectas que nos piden son:

4 4
y-l=3@-2 vy y-l=—3@-2
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Ejercicio 5. ;En qué punto de la recta 3z 4+ 4y = 30 tendrd qué reflejarse un rayo luminoso que parte
del punto F(5,10) para que después de la reflexion pase por el punto A(13,4)7

Solucién:
En primer lugar calcularemos el punto simétrico de F'(5,10) respecto de la recta 3z + 4y = 30:

— Ecuaciéon de la perpendicular por el punto a la recta:
4
y—lO:g(x75) = 4r-3y+10=0
— Interseccién del eje de simetria con la perpendicular:

= P(2,6)

dr —3y+10=0
3z + 4y = 30

— Punto simétrico:

- 5+
2
104y
6:
2

De forma que el punto simétrico es F'(—1,2).

Ahora calculamos la recta F’A:

2
y_2:ﬂ(x+1) o bien r—Ty+15=0

El punto de interseccién de esta recta con la recta que nos dan es el punto que nos piden:

3z 44y =30
z—T7y+15=0

La solucién del sistema es el punto (6, 3).

Ejercicio 6. Calcular la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A(0,5), B(0,1) y C(2,3).
Solucién:

La mediatriz de AB es y = 3.

La mediatriz de BC es:

2+ (y-1)7=(x-2?%+(y-3)?
—2y+1=—-4x+4—-6y+9
dr+4y—12=0

r+y—3=0

El centro de la circunferencia es el punto de interseccién de las dos mediatrices, es decir, la solucién del
sistema:

{x+y30 — PO3)
y=3

El radio es la distancia desde P a uno cualquiera de los puntos:

r?=(0-0)>+(3-5)? =4
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La ecuacion de la circunferencia es:

2?4+ (y—3)* =4

Ejercicio 7. Hallar la ecuacién de la tangente trazada en su punto (2,1) a la circunferencia x? + y* —
6z — 2y +9=0.

Solucion:

El centro de la circunferencia es C'(3,1). La pendiente del radio en el punto dado es m = % = 0. Puesto

que el radio estd sobre una recta horizontal (de pendiente cero), la tangente que es perpendicular al radio
serd una recta vertical. Como ha de pasar por (2,1) su ecuacién serd x = 2.

Ejercicio 8. En la circunferencia x> + vy? + 2z + 4y — 5 = 0, determinar el punto mds lejano y el mds
cercano al origen de coordenadas.

El centro de la circunferencia es el punto C(—1, —2). La ecuacién de la recta que pasa por el origen y por
el centro es:

y =2
Los puntos que nos piden son las intersecciones de la circunferencia con esta recta:
22 +y?+22+4y—-5=0
{y =2z
Resolvemos:

2+ 422 +22+8—-5=0
522+ 10z —5=0
22420 —-1=0

24
x:T\/g:—li\/i

Los puntos son:

A<—1+\f2,—2+2\/§) y B(—l—x/i,—2—2\/§)
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13. Segundo examen de geometria. Grupo W.

Ejercicio 1. Dada la recta ax + by = 1, determinar a y b, sabiendo que es perpendicular a 2z 4+ 4y = 11
y pasa por el punto P(1,3/2).

Solucién:

Puesto que el punto (1, %) pertenece a la primera recta, se cumple que:

3
1-a+§b=1 = 2a+3b=2
Ademas para que las dos rectas sean perpendiculares debe cumplirse que:
20+4b=0 = a+20=0

Resolvemos el sistema:

2a+3b=2
a+2b=0
y obtenemos a =4, b = —2.

Ejercicio 2. Hallar el drea del tridngulo de vértices A(2,1), B(6,3), C(—1,4).
Solucién:

La base es la longitud de uno de los lados, por ejemplo, BC:

BC =/(-1-6)2 + (4 — 3)2 =50 = 5V2

Para calcular la altura debemos obtener previamente la ecuacién del lado BC':

1
—4=— 1
Y _7(:c+)
—Ty+28=x+1

T+ Ty—27=0

Ahora calculamos la distancia desde A a la recta BC"
B |24+ 7— 27 18
V50 5v/2

Finalmente, el area es:

h

1 18
S=-5/2——=9
2 5v/2

Ejercicio 3. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (—3,0) y forman con la 3z — 5y +
9 =0 un dngulo cuya tangente es 1/3.

Solucion:

La pendiente de esas rectas cumple que:

m— 32 1 om —3 1
51— = = 4= 15m — 9 = +
T 3 = 5T 3m 3 = 5m—9 (5+3m)
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Resolviendo las ecuaciones obtenemos m = % ym= %. Las ecuaciones de las rectas son:

y=%(x+3)
2
y:§(x+3)

Ejercicio 4. Un tridngulo isdsceles tiene por base el segmento que une los puntos A(1,—2) y B(6,3) y
el otro vértice estd situado en la recta 3x —y + 8 = 0. Hallar las coordenadas del tercer vértice.

Solucién:
Puesto que el tridngulo es isdsceles, el tercer vértice debe estar en la mediatriz de A y B:
(=1 +(y+2)° = (z-6)*+(y - 3)?
— 2+ 14+4dy+4=—122+36—6y+9
102 + 10y —40 =10
r+y—4=0

El tercer vértice es el punto de interseccién de la recta dada y la mediatriz:

r+y—4=0
3xr —y+8=0

Resolviendo el sistema obtenemos el punto C(—1,5)

Ejercicio 5. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto P(1,1) y distan dos unidades del
C(2,3).

Solucién:

Las rectas que pasan por P(1,1) tienen por ecuacién:
y—1l=mx—-1 = mr—y—-m+1=0

Si la distancia de este punto a C(2,3) vale 2:

[2m —3—m+1]  |m —2| 5
m?+1 m?2+1

0, elevando al cuadrado:
m? —4m + 4 = 4(m? + 1)
9 4
Las ecuaciones de las rectas son:

4
y—1=0, x—lz—g(x—l)
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Ejercicio 6. Se considera la recta 3x + 4y + 1 = 0 y, sobre ella, un punto de abscisa igual a 1. Calcular
los puntos de esa recta que distan 5 unidades del punto dado.

Solucién:
La ordenada del punto la obtenemos sustituyendo x = 1 en la ecuacién de la recta:
3+4y+1=0 = y=-1

Los puntos que nos piden son las intersecciones de la recta dada con la circunferencia de centro (1, —1)
y radio 5:

(z =1+ (y+1)?=25
3r+4y+1=0

Despejamos y en la ecuacion de la recta:

=3z -1

y 1

y sustituimos en la ecuacién de la circunferencia:

2
(z1)2+<_3x_1+1> =25

4
2
(m—1)2+<_3z_3> =25
—1)2
(33—1)24—%:25

16(x —1)>+9(x —1)2=25-16
25(z — 1) =25-16

(x—1)* =16

r—1=+4

y de aqui z =5 o = —3. Los puntos que nos piden son (5. —4) y (—3,2).

Ejercicio 7. Determinar los valores de ¢ a fin de que la recta 3x + 4y + ¢ = 0 sea tangente a la
circunferencia x? + y% — 2z — 24 = 0.

Solucién:

El centro de la circunferencia es el punto C(1,0). La ecuacién puede escribirse:
(x—1)* +y* =25

de modo que el radio es igual a 5.

La distancia de la tangente al centro debe ser igual al radio:

3+c| _

O sea que c =22 0 ¢ = —28.
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Ejercicio 8. Hallar la ecuacidén de la circunferencia que pasa por el punto (3,0) y es tangente a la
circunferencia x* + y? — 2z + 4y — 24 = 0 en el punto (3, 3).

Solucion:

El centro de la circunferencia que nos piden debe encontrarse en la mediatriz de los puntos (3,0) y (3,3)

que es la recta y = %

También debe encontrarse en la recta que une el centro de la circunferencia dada C(1,—2) con el punto
de tangencia (3, 3). La ecuacién de esta recta es:

5

204+4=>5x—-5
5x —2y—9=0
El centro es entonces la solucién de sistema:
5x—2y—9=0
=
12 3)

Operando resulta C (2, 3

El radio es la distancia desde C' a cualquiera de los puntos de la circunferencia:

2 2
12 3 9 9 261
2 _ _— - — = — - = —
T_<5 3)+(2 O) 5717 100

La ecuacion de la circunferencia es:

2V, 3) 20
7% Y79) T 100

14. Probabilidad. Grupo Z

. p(B) =15 yp(AB) = .

(SN

Ejercicio 1. Los sucesos A y B son tales que p (A) =
(a) Calcular p(ANB) yp(AUDB).

(b) Decidir si los sucesos A y B son independientes.
Solucién:

(a) Por la definicién de probabilidadcondicionada:

11 2 1
ANB) =p(B)p(AlB) = — .2 —
p(ANB)=p(B)p(A|B) 20 11 10

Y por la regla de la suma:

2 11 1 17
AUB)=p(A)+p(B)—p(ANB)=—-4+ — — — = —
p( J=p@+pB)-pAnD) 5 20 10 20

() 2 11 11
ApB)==—=— ANB
p(A)p(B)= ¢ 25 = = #p(AND)
Los sucesos son dependientes.

También se ve que son dependientes porque p (A | B) # p (A).
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Ejercicio 2. De una urna con 4 bolas blancas y 2 negras se extraen al azar, sucesivamente y sin reem-
plazamiento, dos bolas.

(a) sCudl es la probabilidad de que las dos sean blancas?

(b) Sila segunda bola es negra, gcudl es la probabilidad de que la primera también lo sea?

Solucion:
4 3 2
Bnb)=-.2==
(a) p(BNY)=c--=¢
(b) p(nNN 2.1 1
p(N|n)= ( ):4 26 52 1~ =
p(n) 6'5ts5 O

Ejercicio 3. Sean A y B dos sucesos tales que p(A) = 0,7, p(B) = 0,6 y p(AU B) =0,9.

(a) Justifica si A y B son independientes.
(b) Calculap(A|B) yp(B|A).

Solucién:
(a) Calculamos p (AN B):
p(ANB)=p(A)+p(B)—p(AUB)=0,74+0,6—0,9=0,4

Puesto que p (AN B) # p (A4) p (B), los sucesos no son independientes.

(b) —. p(ANB) p(A-B) 07-04 3
PAIB) == " = @)~ 04 1

- p(BNA) pB-A) 06-04 2

p(B[4)= p(A)  pAd) 03 3

Ejercicio 4. En una empresa se producen dos tipos de bombillas, halégenas y de bajo consumo en una
proporcion de 3 a 4 respectivamente. La probabilidad de que una bombilla haldgena sea defectuosa es de
0,02, y las de que lo sea una de bajo consumo es de 0,09. Se escoge una bombilla al azar:

(a) Calcular la probabilidad de que no sea defectuosa.
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(b) Si la bombilla escogida resulta no defectuosa, scudl es la probabilidad de que sea haldgena?

Solucion:
3 98 4 91 o4
D)="2. a9 98
(a) PD) =% 156+ 7 100 ~ 100
(b) 2.8 2
p(H ‘ D) 04 =5
9T

Ejercicio 5. Se lanza un dado dos veces consecutivas. Calcula la probabilidad de que en el primer lanza-
miento haya salido un 1 sabiendo que la suma de las dos puntuaciones es 4.

Solucion:

Se puede obtener suma cuatro de tres maneras diferentes 13, 31 y 22. Por tanto, la probabilidad de
obtener suma cuatro al lanzar los dos dados es %. Por otra parte, la probabilidad de sacar 1 en el primer

lanzamiento y ademés suma cuatro es % ya que solamente hay un resultado favorable 13. Entonces:

p (1N SUMA CUATRO)
p (1| SUMA CUATRO) = =
p (SUMA CUATRO)

1
3

e

Ejercicio 6. Una caja con una docena de huevos contiene dos de ellos rotos. Se extraen al azar y sin
reemplazamiento cuatro huevos. Calcula la probabilidad de extraer:

(a) Los cuatro huevos en buen estado.

(b) De entre los cuatro huevos, exactamente uno roto.

Solucién:

(a) _ 109 8 7_14
P~ 11710 9 33

() 2 10 9 8 16
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Ejercicio 7. Se dispone de tres urnas A, B y C. La urna A contiene una bola blanca y 2 bolas negras,
la urna B contiene 2 bolas blancas y 1 bola negra y la uwrna C' contiene 3 bolas blancas y 3 bolas negras.
Se lanza un dado equilibrado y si sale 1, 2 0 3 se escoge la urna A, si sale el 4 se escoge la urna B y si
sale 5 0 6 se escoge la urna C. A continuacion se extrae una bola de la urna elegida.

(a) ;Cudl es la probabilidad de que la bola extraida sea blanca?

(b) Si se sabe que la bola extraida ha sido blanca, scudl es la probabilidad de que la bola haya sido
extraida de la urna C?

Solucion:

Ejercicio 8. Una clase tiene 24 alumnos y todos ellos cursan inglés y matemdticas. La mitad aprueban
inglés, 16 aprueban matemdticas y 4 suspenden inglés y matemadticas.

(a) Calcula la probabilidad de que, al elegir un alumno de esta clase al azar, resulte que aprueba ma-
temdticas y suspende inglés.

(b) En esta clase, sson independientes los sucesos “aprobar inglés” y “aprobar matemaéticas” ¢

Solucion:

(a) Sea I el suceso el alumno aprueba inglés y M el suceso el alumno aprueba matemdticas. Entonces
tenemos que:

4 _ 20 5
—=p(INM)=p({IUM) = ITUM)=— =
2 = PUNM)=pTUM) p(IUM)= ;=2

Entonces:
pINM)=p(I)+p(M)-p(IUM)=~+ o~ =:=3

y de aqui:

7 6 8 8 1
p(MNI)=p(M-I)=— —— =— =
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RN
Wl =

p(INM)=

W = DN =

Luego los sucesos son independientes.

15. Probabilidad. Grupo W.

Ejercicio 1. Sean A y B dos sucesos con p(A) = 0,5, p(B) = 0,3 y p(AN B) = 0,1. Calcular las
siguientes probabilidades:

(a) p(AUB) (¢) p(A]B) (¢) p(A] AN B) (d) p(A|AUB)

Solucion:

(@ p(AUB)=p(A)+p() —p(ANB)=0,5+0,3—-0,1=0,7

(b)
_p(AnB) 01 1

p(A|ANB)=1

(d)
_ p4) 05 5
p(A|AUB)7p( 0B o077

Ejercicio 2. FEl 60% de los alumnos de un centro aprobaron Filosofia y el 70 % aprobaron Matemdti-
cas. Ademdas, el porcentaje de alumnos que aprobaron Filosofia habiendo aprobado Matemdticas es del
80%. Si un alumno sabe que ha aprobado Filosofia, ;qué probabilidad tiene de haber aprobado también
Matemdaticas?

Solucién:
Los datos son p (F') = 0,60, p (M) =0,7y p(F | M) =0,8. Nos piden p (M | F).
Tenemos que:

p(FNM)=p(M) -p(F|M)=0,7-08=0,56

Entonces:

p(FNM) 056 14
p(F) 060 15

p(M|[F)=
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Ejercicio 3. En un experimento aleatorio consistente en lanzar simultdneamente tres dados equilibrados
se pide calcular la probabilidad de obtener:

(a) Al menos un dos.

(b) Tres niimeros distintos.

Solucion:

12 1
(a) p (’al menos un dos’) = 1 — p ('ningin dos’) =1 — %%% =1- % = 29T6

(b) La probabilidad de obtener en el segundo lanzamiento un ntimero diferente que en el primero es %
y la probabilidad de obtener en el tercer lanzamiento un nimero diferente que en los dos primeros

es %. Entonces:

_d
6

20 5

369

4_
p ;=

Ejercicio 4. A y B son dos sucesos tales que p (A) = 0,25, p(B) =0,6 yp(AUB) =0,7.
(a) Halle p(AN B).

(b) Determine si los sucesos A y B son independientes.
Solucién:
(a) p(ANB)=p(A)+p(B)—p(AUB)=0,25+0,6 —0,7=0,15
(b) Puesto que p(A)-p(B)=0,25-0,6 =0,15=p (AN B) los sucesos son independientes.

Ejercicio 5. Los pianistas de la isla Sordina se forman en tres conservatorios Cy, Co y C3 que forman al
40%, 35% y 25% de los pianistas respectivamente. Los porcentajes de pianistas virtuosos que producen
estos conservatorios son del 5%, 3% y 4% respectivamente. Se selecciona un pianista al azar:

(a) Calcular la probabilidad de que sea virtuoso.

(b) El pianista resulta ser virtuoso. Calcular la probabilidad de que se haya formado en el primer

conservatorio C1.

Solucion:

nv
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63

81

(a) (=20 5 .8 8 25 4 405 _

PR =900 "100 T 100 7100 T 100 100 10000 _ 2000
(b> _%'180_@_42

P(C1Iv) ="~ = 105 = &1

10000

Ejercicio 6. Fl 45 % del censo de una cierta ciudad vota al candidato A; el 35% al candidato B y el resto
se abstiene. Se eligen al azar tres personas del censo. Calcula la probabilidad de los siguientes sucesos:

(a) Dos personas votan al candidato A y otra al B.

(b) Al menos una de las tres personas se abstienen.

Solucion:

(a)

45 45 35 1701
100 100 100 ~ 8000

3
() (BN, e 6l
100 125 125

p=3

Ejercicio 7. De una urna con 4 bolas blancas y 2 negras se extraen al azar, sucesivamente y sin reem-

plazamiento, dos bolas.

(a) 4Cudl es la probabilidad de que las dos sean blancas?

(b) Si la segunda bola es negra, scudl es la probabilidad de que la primera también lo sea?

Solucion:
(a) BAp 2.3 _12_2
P(BOD =5 5=3 75
() :3 2 1
p(N |n)= ===
RS E
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Ejercicio 8. Natasha vive en Chicago y tiene familia en Nashwville y St. Louis. Cada vez que quiere visitar
a su familia, o bien va en avidn o bien va en coche.

Cuando va a Nashville, la probabilidad de que vaya en coche es %, y cuando va a St. Louis la probabilidad
de que vaya en avion es %

Sabiendo que cuando va a visitar a su familia la probabilidad de que vaya en coche es %, Halle la
probabilidad de que para un viaje en particular,

(a) Vaya a Nashville.

(b) Esté camino de Nashville, sabiendo que estd yendo en avidn.

Solucion:

(a) Sillamamos p = p (N) entonces:

B_,iia-p 2 o 22
18 5 P)3 p=

5.
12
1

1
13’5
5 7.1
sty 10

(®) p(N | A) =

=

16. Variable aleatoria. Probabilidad. Grupo W.

Ejercicio 1. Los sucesos A y B son tales que p (A) =0,3 y p(B) = 0,4.

(a) Calcular el valor de p (AU B) cuando:
(1) A y B son incompatibles;
(1) A y B son independientes.
(b) Suponiendo p (AU B) = 0,6 calcular p (A | B).

Solucién:
(a) (1) Enestecasop(ANB)=0y
P(AUB) =p(4) +p(B) =07
(11) Si son independientes p (AN B) = p (A)p (B) = 0,12. Entonces:

p(AUB)=p(A)+p(B)-p(ANB)=0,3+04—0,12 =0,58
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(b) En este caso:
p(ANB)=p(A)+p(B)—-p(AUB)=0,3+04-0,6=0,1
y entonces:

p(AnB) 01

1
PAIB) =5 T a1

Ejercicio 2. En una poblacién de conejos se sabe que un 1% padecen una determinada enfermedad. Se
ha desarrollado un test que para los conejos que tienen la enfermedad da un resultado positivo en el 99 %
de los casos cases. También se sabe que el test da asimismo un resultado positivo en un 0,1 % de los casos
cuando el conejo no padece la enfermedad. Se elige aleatoriamente un conejo de la poblacion:

(a) Calcular la probabilidad de que el test dé un resultado positivo.

(b) Supuesto que el test ha dado un resultado positivo, comprobar que la probabilidad de que el conejo
no padezca la enfermedad es menor del 10 %.

Solucion:
(a) py—_+ 99 9 1 1089
p(P) 100 100 + 100 1000 100000
p(ENP 99/100000 99 10
(b) p(E ‘ P) — ( ) _ / _

= = < —
p(P) 1089/100000 1089 100

Ejercicio 3. La variable aleatoria X tiene una distribucidn Po(m). Sabiendo que
P(X=5)=pX =3)+p(X =4),
halle:

(a) El valor de m
(b) p(X >2).

Solucion:
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(a) Sustituyendo las probabilidades:

mbe~m m3e~™  mie ™

5! 3 4
Simplificamos dividiendo por e~™ y multiplicando por 3!:
mP m*
%zmgurT = m’=5m'-2m’=0 = m®(m®>—5m—20)=0

Desestimando el caso m = 0 obtenemos:

V1
m2—5m—-20=0 =— m:¥z7,62

(b) Para esta distribucién:

p(X>2)=1—-p(X <2)=~0,982

Ejercicio 4. Seis clientes hacen cola en un supermercado. Cada cliente puede elegir si paga en efectivo o
con tarjeta de crédito. Suponga que el que un cliente pague o no con tarjeta de crédito es independiente

del método de pago elegido por otros clientes. Se sabe que el 60 % de los clientes eligen pagar con tarjeta
de crédito.

(a) Halle la probabilidad de que:

(1) Los tres primeros clientes paguen con tarjeta de crédito y los siguientes tres paguen en efectivo.
(1) De los seis clientes, exactamente tres paguen con tarjeta de crédito.

(b) Hay n clientes en otra cola en el mismo supermercado. La probabilidad de que al menos un cliente
pague en efectivo es mayor que 0,995. Halle el minimo valor de n.

Solucion:

(a) (1) p=0,6%-0,4% ~0,0138

(11) Sea X la variable aleatoria que representa el nimero de clientes que paga con tarjeta de crédito.
X sigue una distribucién binomial B(6;0,6) y

p (X =3) ~ 0,276

(b) Consideremos la distribucién binomial B(n;0,4) donde n representa el nimero de clientes y el éxito
es que el cliente pague en efectivo. Debemos encontrar el menor n que cumple:

p(X>1)>099 = 1-p(X=0)>099%5 = p(X=0)<0,005

Con la calculadora vemos ue el niimero més pequeno que cumple la condicién es n = 11.

Ejercicio 5. En un puesto del mercado se venden manzanas, peras y ciruelas.

(a) Los pesos de las manzanas siguen una distribucion normal de media 200 gramos y con una desviacion
tipica de 25 gramos.

(1) Sabiendo que en el puesto hay 450 manzanas, scudl es el nimero esperado de manzanas con
un peso superior a 225 gramos?

(11) Sabiendo que el 70% de las manzanas pesa menos de m gramos, halle el valor de m.
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(b) Los pesos de las peras siguen una distribucion normal de media p gramos y con una desviacion
tipica de o gramos. Sabiendo que el 8% de estas peras tiene un peso superior a 270 gramos y que
el 15 % tiene un peso inferior a 250 gramos, halle p y o.

(¢) Los pesos de las ciruelas siguen una distribucidn normal de media 80 gramos y con una desviacion
tipica de 4 gramos. Se cogen 5 ciruelas al azar. ;Cudl es la probabilidad de que exactamente 3 de
ellas pesen mds de 82 gramos?

Solucién:
(a) (1) Calculamos la probabilidad de que una manzana pese méds de 225 g
p=p (X >225)~0,159

Sea X la variable aleatoria nimero de manzanas de peso mayor que 225 g- En la binomial
B(450, p) el valor esperado es

E(X) =450 -p ~ 71,4
(11) Sabiendo ahora que
p(X <m)=0,70

con la funcién inversa de la funcién de distribuciéon que encontramos en la calculadora encon-
tramos m ~ 213.

(b) Sea X ~ N(pu,0). Conocemos las siguientes probabilidades:

p(X >270) =008 = p(X <270)=0,92
p (X < 250) = 0,15

Tipificamos la variable y obtenemos

270 — 270 —
p<Z< 7 “):0,92 . 20Tr L

g ag
250 — 250 —

P (Z < 50”) 015 — PVTH g
g g

Obteniendo los valores con la calculadora y resolviendo el sistema resulta p ~ 258, o ~ 8,19.
(¢) Sea X ~ N(80,4). Con esta distribucién:
p=rp(X > 82)~0,309

El ntimero de ciruelas que pesan mds de 82 g sigue en este caso una binomial B(5,p) con la proba-
bilidad p calculada anteriormente. La probabilidad que nos piden es:

p(X =3)~0,140

17. Variable aleatoria. Probabilidad. Grupo Z,

Ejercicio 1. Los sucesos A y B son tales que p(A) =2, p(B) =5 yp(A| B) = &.

(a) Halle p(AN B).
(b) Hallep (AU B).
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(¢) Indique, dando una razén, si los sucesos A y B son independientes.

Solucion:
11 2 1
ANB)=p(B)p(A|B)= —+ — = —
(a) p(ANB))=p(Bp(A|B) =55 7 = 15

2 11 1 17

(b) P(AUB) =p(A) +p(B) = p(ANB) = - + o5 = 15 = o5

(¢) p(A)-p(B) =21 =15 #p (AN B). No son independientes.

Ejercicio 2. Una bolsa contiene tres bolas numeradas con los numeros 1, 2 y 3 respectivamente. Bill elige
una de estas bolas al azar y toma nota del numero que aparece en la bola seleccionada. A continuacion

lanza al aire ese numero de monedas equilibradas.

(a) Calcule la probabilidad de que no salga ninguna cara.
(b) Sabiendo que no ha salido ninguna cara, halle la probabilidad de que el nimero de monedas lanzadas

haya sido igual a dos.

Solucion:

Sea A el suceso consistente en no sacar ninguna cara al lanzar las monedas.

11,11 11 7
A= 4. 4. L
@Wrd=35%3 1735 2
p2N4) _3-3_2

(b) p(2]A4) = = ==
p(A4) 5 7

Ejercicio 3. La variable aleatoria X tiene una distribucidn B(30,p) . Sabiendo que E(X) = 10, halle:

(a) el valor de p;

(b) p(X = 10);

(¢) p(X > 15).
Solucién:

(a) Puesto que 30p = 10 resulta p = 1/3.
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(b) En la distribucién binomial B (30, §):
p(X =10) ~ 0,153
(¢) Con la misma distribucién:

p(X >15)=1—p(X < 14) ~ 0,0435

Ejercicio 4. Un estudiante llega a un centro escolar X minutos después de lasr 08:00, donde X se supone
que se distribuye normalmente. En un dia particular se observa que el 40 % de los estudiantes llegan antes
de las 08:30 y un 90 % llegan antes de las 08:55.

(a) Calcule la media y la desviacidn tipica de X .

(b) El centro cuenta con 1200 estudiantes y las clases empiezan a las 09:00. Estimar el nimero de
estudiantes que llegardn tarde ese dia.

(¢) Maelis no ha llegado a las 08:30. Calcule la probabilidad de que llegue tarde.

(d) A las 15:00 se acaban las clases y se supone que la salida de los estudiantes del centro sigue una
distribucion de Poisson. Una media de 24 estudiantes sale del centro escolar cada minuto. Calcule
la probabilidad de que al menos 700 estudiantes hayan salido antes de las 15:30.

(e) En un ano hay 200 dias lectivos. Si'Y representa el nimero de dias del anio escolar en que al menos
700 estudiantes salen antes de las 15:30, calcule

(1) E(Y);
() p(Y > 150).

Solucion:

(a) Sea X ~ N(pu,0). Para determinar los pardmetros de la distribucién tenemos las siguientes proba-
bilidades:

30 —
p(X <30) =040 = p(Z< U“>0,40

55—
p(X <55) =090 = p(Z< “>_0,90
g

Con ayuda de la calculadora obtenemos aproximadamente:

30—p _ ~0,253
g

55 — 1
o

=1,28
Resolviendo el sistema se obtiene y p ~ 34,1 y 0 ~ 16,3.
(b) La probabilidad de llegar tarde es:
p=p (X > 60) ~ 0,0561
y el nimero esperado de los que llegaran tarde:

1200 % p ~ 67,3

(¢) La probabilidad que nos piden es

p (X > 60)

X >60|X >30) =
p (X >60]X > 30) P (X > 30)

~ 0,0935
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(d)

(e)

La media en media hora de la distribucién de Poisson es 24 - 30 = 720. Tenemos una distribucién
Po(720).

p(X >700) =1—p(X < 699) ~ 0,777

Ahora tenemos una distribucién binomial B(200,p) donde p es la probabilidad calculada en el
apartado anterior.

(1) E(Y) = 200p ~ 155
(1) p(Y > 150) =1 —p (Y < 150) ~ 0,797

Ejercicio 5. Un ferry transporta coches para atravesar un rio. Hay un tiempo fijo de T minutos entre
las travesias. La llegada de coches al embarcadero sigue una distribucion de Poisson con una media de
un coche cada cuatro minutos. Sea X el nimero de coches que llegan en T minutos.

(a)
(b)

Calcular T aprozimando a los minutos si p (X < 3) =0,6

Se decide que el tiempo entre travesias T wva a ser de 10 minutos. El ferry puede transportar un
mdximo de 3 coches en cada viaje. Un dia, todos los coches que esperan a las 13:00 entran en el

ferry. Calcular la probabilidad de que todos los coches que lleqguen en los proximos 20 entren bien

en el ferry de las 13:10 o bien en el de las 13:20.

Solucion:

(a)

Si la media de llegada de coches es una cada cuatro minutos, en 7' minutos la media serd T'/4. La
variable X sigue entonces una distribuciéon Po (%) Entonces

T 1/T\* 1 /T\*

Resolviendo la ecuacion se obtiene T ~ 12,8.

!

e

Para que todos los coches entren en los dos ferrys deben llegar seis o menos. En 20 minutos la media
de coches que llegan es 5. Entonces X ~ Po(5) y

p (X <6) ~ 0,762

Pero esta condicion no es suficiente. Si llegan 4, 5 o 6 coches en los segundos 10 minutos no podran
subir en el ferry. Sea X; el numero de coches que llegan en los primeros 10 minutos y X5 el ntimero
de coches que llegan en las siguientes 10 minutos. Habra que restar a la probabilidad calculada:

p(X1<2) p(X2=4)
p(X1 <1)-p(X2=5)
p (X1 =0)-p(X2=6)

Estas probabilidades se calculan por una Poisson Po(2,5) puesto que la media de llegada de coches
en 10 minutos es 2,5. La suma de esta probabilidades es:

p=p(X1<2)-p(Xo=4)+p(X; <1)-p(X2=5)+p(X;=0) p(Xy=06)==0,0941

La probabilidad que se pide se obtiene restando las dos probabilidades calculadas. El resultado con
tres cifras significativas es 0,668.

five-fingers.es quiere dar las gracias a Daniel Molpeceres por su colaboracién en la resolucién de
este problema.
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18. Sucesiones- Funciones (grupo W).

Ejercicio 1. Calcular el dominio de definicion de la funcion

2

x
—ln——
f(‘r) n .1'2 _ 4
Solucién:
El numerador se anula en £ = 0 y el denominador en £ = —2 y x = 2. El signo de la fraccién esta dado

en el siguiente esquema:

i
1
!

+

I

o — O
I

N ——

2

El dominio de la funcién es

[IJ2
2> o} = (00, ~2) U (2, 0)

2 —

Domf:{m€R|

Ejercicio 2. Representar grdficamente

(a) y=3sen2z; 0<z<2m
(b) y=2e"!

Solucion:

(Y YY)

Ejercicio 3. Sea la funcion f(x) = 2% — 4x — 5. Representar su grdfica y, a partir de ella, representar:

(a) y=|a* — 42 — 5] (b) y=2®—4fz[ -5

Solucion:

La gréfica de la funcién f(z) = 2% — 4z — 5 es:
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La gréfica de y = |22 — 4z — 5] es:

La gréfica de y = 22 —4|x| —5 se obtiene reflejando en el eje OY la parte correspondiente a las  positivas:
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Ejercicio 4. La funcion [ se define mediante

=

(a) Calcular el dominio de f.

(b) Hallar la funcién inversa f=* e indicar el dominio y el recorrido de dicha funcion.
Solucién:

El dominio de la funcién es
Dom f ER| L
omf=<x —
14z~
El signo de la fraccién esta dado por:

—_— O
|

-1

De modo que el dominio es el intervalo (—1,1]

Para calcular la funcién inversa, intercambiamos las variables:

y despejamos y:
1—2?
2 -1
(1 +y) y;  y=f"(2) T2

El recorrido de esta funcién es (—1, 1] (el dominio de f). Su dominio es R.

Ejercicio 5. En una progresion aritmética, el primer término es 1000 y la diferencia comiun es —6. La
suma de los n primeros términos de esta progresion es negativa. Halle el menor valor de n.

Solucién:
Teniendo en cuenta a,, = 1000 — 6(n — 1) = 1006 — 6n:

(1000 + 1006 — 6n)n
2

S, = <0; 2006 — 6n% < 0

La raiz positiva es 334,33. El menor niimero es n = 335.

Ejercicio 6. Calcular los siguientes limites:

(a) lim (2“1)96 (¢) lim (m_x>

z—oo \ 20 — 1 T—00

3 2 2

x° — 2x T sen”

ot t (d) lim ————
z—01 — cosx

(b) lfm

x—0 2 —1
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Solucion:

(a) Aplicando la aproximacién u¥ = e=1v v4lida cuando u tiende a 1 y v a co:

) 20+ 1\" . (22t 1)a . (Qet1-204 D)o , 20
lim = lim e\22—1 = lim e 201 = lim e2 =¢
z—oo \ 200 — 1 Z—00 T—00 Z—00

(b) El limite es igual a 0.

(¢) Multiplicando y dividiendo por la expresién conjugada:

Va2 —6z+1—z) (Va2 —6x +1
lm (M—x): lim (Va r+1-—1)(Va r+1+2)
e Troo Vo2 —6r+ 14z

22 —6x 41— 2

= lim
zo00 /a2 —6r+ 142
= lim ;636
rz—oo 21
3
T2

. . . 2
(d) Aplicando las aproximaciones senz ~ x y 1 —cosx ~ %

sen? x .22

lim ——— =1lm — =2
=0 1 —cosx x—0 =

Ejercicio 7. Sean las funciones

(a) Explicar qué transformaciones permiten pasar de f(x) a g(x).

(b) Representar la curva y = g(x) indicando sus asintotas y sus intersecciones con los ejes de coorde-
nadas.

Solucion:

(a) Pueden aplicarse sucesivamente las siguientes transformaciones:

1 1 . 2 . 2 1 2
T z+3 z+3 x4+ 3 T+ 3
Es decir:

— Traslacién en el eje OX
— Cambio de escala en el eje OY
— Simetria respecto a OX

— Traslacién en el eje OY

(b) Es una funcién de proporcionalidad inversa. La grafica es:
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_________________________________________________________________

Las asintotas son las rectas y = 1 y # = —3. Los puntos de interseccién con los ejes son (—1,0) y

(0,5)-

Ejercicio 8. A continuacién se muestra la grdfica de y = f(x) , donde A es un mdzimo local y D es un
minimo local e y =1 (que no aparece representada) es una asintota horizontal cuando x tiende a —oco.

B(0,3)

E(3,0)

C(1,0)

D(2,-3)

Dibuje aprozimadamente la grdfica de y = ﬁ mostrando claramente las coordenadas de las imdgenes de
los puntos A, B y D, rotuldndolos A’ , B' y D’ respectivamente, y las ecuaciones de todas las asintotas.

Solucion:

Las asintotas verticales son las rectas * = 1 y # = 3. Las asintotas horizontales son y = 1 (por la
izquierda) e y = 0 por la derecha.
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19. Sucesiones. Funciones (grupo Z).

Ejercicio 1. La suma de los 16 primeros términos de una progresion aritmética es 212, y el quinto
término es 8.

(a) Halle el primer término y la diferencia comin.
(b) Halle el menor valor de n para el cual la suma de los n primeros términos es mayor que 600.
Solucién:

(a) La suma de los 16 primeros términos es:

8—4d+8+11d 212

ydeaquid:%yalzz
(b) Debe cumplirse que:
2+2+43(n—1)
2

Resolviendo la inecuacién resulta que debe ser n > 27,5 de modo que el nimero de términos més
pequeno que cumple la condicién es n = 28.

n > 600 ; 3n2 4 5n — 2400 > 0

Ejercicio 2. La suma del sequndo y el tercer término de una progresion geométrica es igual a 96. La
suma de los infinitos términos de esta progresion es igual a 500. Escriba una ecuacion cuyas soluciones
sean los valores posibles de la razén comin.

Solucion:

Llamemos a al primer término y r a la razén. Tenemos las siguientes condiciones:

& — 500 ; 500(1 —r)r(l+7) =96

1—r —

{ar +ar? =96

Ejercicio 3. Calcular el dominio de definicion de la funcion

PR =

Calcular la inversa de esta funcion.

Solucion:

Las raices del numerador y del denominador de la fracciéon son 3 y —3 respectivamente. El signo de la
fraccién segun los valores de = estd dado por

w—— o
[

Entonces:

Dom f(z) = {xeR|§lz 20} — (-3,3]
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Para calcular la funcién inversa intercambiamos las variables:

_ 3=y, 2 _3—Y

T=4/—; Tt =—

3+y 3+y
Despejamos:

3 — 322

2 —1
"B+y)=3-y = y=/f (x):m

Ejercicio 4. Dibujar el grdfico de las funciones
(¢) y=1+1In(z—2) (b) y=3cos2zx;

Solucion:

z € 0, 27].

78

Ejercicio 5. Calcular las asintotas de las curvas

8 =

22 — 2z + 4 (b) y=e

(a) y= 4+ 2

Solucién:
(a) Hay una asintota vertical x = —2 ya que
22 -2z 44
lim —— =
r——2 x4+ 2
No tiene asintota horizontal puesto que
3 22 —2x+4
lm —— =

La pendiente de la asintota oblicua es

; 22 —2x 44 B x?
m= lim ———— = lim

- Rl
z—00 x(x + 2) r—o00 2

w2

32
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y la ordenada en el origen

B 22 —2x+4 B 22 =2 +4—2%2—-2¢ 3 —4x
b=Im [ ————— —z ) = lim = lim — =-4
x+ 2 T—00 x+ 2 z—00 I

Tr—r0o0
La asintota oblicua es y =z + 4

(b) La recta x = 0 es una posible asintota vertical. Vamos a comprobarlo:

lim ez =e > =0
r—0—

. 1 0o

lim e* = e =0
z—0t

Asi pues, = 0 es una asintota vertical pero solo por la derecha. Por la izquierda la funcién presenta
una discontinuidad evitable en z = 0.

La recta y = 1 es una asintota horizontal en +0o y en —oo puesto que

, 1
lim ez = =1
T—r— 00

, 1
lim ez =’ =1
Tr—r 00

Ejercicio 6. Calcular los siguientes limites

2 2z
, sen‘ x 22 + 3
a) lim —— {
(a) z—01—cosx (%) mlgrolo (2.1‘—1)
Solucién:
2 2
m —2 2 jm 2=
z—0 1 —cosx  x—0 z

2x -
lim (Qx + 3) lim e(;‘:t?_l)2
z—oo \ 20 — 1 T—00

2243— 2241
= lim e 2x—1 2z
T—r00
, 8a
= lim ez
T—r00

264

. . . 2 . —
Hemos aplicado las aproximaciones senz ~ x y 1 — cosz ~ % cuando z tiende a cero y u” ~ elu—1v
cuando u tiende a 1 y v tiende a infinito.

Ejercicio 7. Definir discontinuidad evitable y poner un ejemplo.
Solucién:
La funcién f(z) presenta una discontinuidad evitable en = = xq si existe el limite

235, 7

pero, o bien no existe f(xg) o bien el limite es distinto de f(zo).
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Por ejemplo la funcién

senx

flx) =

x
no existeen t =0y

., senx
lim =1
x—0 x

Ejercicio 8. Dibuje aprozimadamente el grdfico de y = |v® — 4z — 5| e y = 2% — 4|x| — 5.

Solucion:

La gréfica de la funcién f(z) = 2% — 4z — 5 es:

La gréfica de y = |22 — 4z — 5] es:

80

La grafica de y = 22 —4|x| — 5 se obtiene reflejando en el eje OY la parte correspondiente a las x positivas:
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Ejercicio 9. Sean las funciones

; 1
T z+3
(a) Ezplicar qué transformaciones permiten pasar de f(x) a g(z).

(b) Representar la curva y = g(x) indicando sus asintotas y sus intersecciones con los ejes de coorde-
nadas.

Solucion:

(a) Pueden aplicarse sucesivamente las siguientes transformaciones:

1 1 2

- — — — - — 1 -

x r+3 T+ 3 x+3 T+ 3
Es decir:

— Traslacién en el eje OX
— Cambio de escala en el eje OY
— Simetria respecto a OX

— Traslacién en el eje OY

(b) Es una funcién de proporcionalidad inversa. La grafica es:
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Las asintotas son las rectas y = 1 y # = —3. Los puntos de interseccién con los ejes son (—1,0) y

(0,5)-

Ejercicio 10. Representar la curva

1
YT+ 1)

Solucion:

Primero representamos la curva y = In(z + 1) trasladando y = Inz una unidad hacia la izquierda:

Y después representamos la reciproca y =
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20. Sucesiones. Funciones (segundo examen).

Ejercicio 1. Definir los distintos tipos de discontinuidad que puede presentar una funcion.
Solucién:

La funcién f(x) presenta una discontinuidad evitable en z = x¢ si existe el limite

lim f(z)

T—To
pero, o bien no existe f(xg) o bien el limite es distinto de f(zo).

El punto zp es un infinito de la funcién f(z) si lim f(z) = co.
Tr—T0o

La funcién f(x) tiene un salto finito en z si en ese punto existen los limites laterales pero no coinciden.

La funcién f(x) tiene una discontinuidad esencial en x( si no existen los limites laterales ni son infinitos.

Ejercicio 2. La suma de los 16 primeros términos de una progresion aritmética es 212, y el quinto
término es 8.

(a) Halle el primer término y la diferencia comin.

(b) Halle el menor valor de n para el cual la suma de los n primeros términos es mayor que 600.

Solucion:

(a) La suma de los 16 primeros términos es:

8—4d+8+11d 212

212 = — =1
> n; 3 6+ 7d

ydeaqul'd:%yalzz
(b) Debe cumplirse que:

2+24+3(n—1)

5 n > 600 3n? + 5n — 2400 > 0

Resolviendo la inecuacién resulta que debe ser n > 27,5 de modo que el nimero de términos més
pequeno que cumple la condicién es n = 28.

Ejercicio 3. Calcular los siguientes limites

1—vz+1 221
(a) lfm V2 H1 (b) 1im (223
2—0 2x z—=1\ z+4

Solucion:

(a) Multiplicando y dividiendo por la expresién conjugada:
1—-Ve+1D)(1+Vae+1) l—-z-1 -

o 1—-vVx+1 . ( 3 T
lim —————— = lim =lim —— = lim
z—0 2x z—0 2¢(14++Vx +1) 1=02x(1 + v +1) 2-02z(1++z+1)

1

4
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(b) Es una indeterminacién del tipo 1°°:
2
lim (2“3) " i ()
z—=1\ x+4 x—1
— lim ™ T 7o
x—1
= lfm esF3 71
x—1
2
—e5
Ejercicio 4. Calcular el dominio de definicion de la funcion
[+ 3
flx) = 22 _ 4
Solucién:
El numerador de la fraccion tiene una raiz © = —3 y el denominador tiene raices r = —2 y x = 2. El

signo de la fraccion esta dado en el siguiente esquema

+ —

+

El dominio

0 ] ?
| |
w w
-3 -2 2

es [—3,—2) U (2, 00).

Ejercicio 5. Una funcion viene dada por f(x) = Asen(Bz) +C , —m < x <7, donde A,B,C € Z. En

la siguiente figura se representa el grifico de y = f(x).

T
-5
(59
. 54 ~
_f'/ \'-, / Y
! W4 | \
3
24
{ -
\ 0
T \ T T T T T T
-m A\ [ m % I . 3
V4 2 4 "-\ 4/ 2 4
"‘\d/f -14 \df
T
<1
)

Halle el valor de A, B y C.

Solucion:
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El periodo es m de modo que B = 2, la amplitud es 3, pero A = —3 porque se han cambiado los signos
™

de la funcién (3 sen 2z serfa positiva entre 0 y 7 y negativa entre —7 y 0). La onda se ha desplazado dos
unidades hacia arriba asi que C = 2.

La funcién es f(z) = —3sen(2z) + 2.

Ejercicio 6. Demostrar que la ecuacion

x5 + 2% = cosmr — 2
tiene una solucién c. Calcular la parte entera de c.
Solucién:

El problema es equivalente a demostrar que la funcion:
F(z) = 2 4+ 2% — cosmz + 2
se hace cero para algun valor de x.

F(zx) es continua para todo x
F(=1)= (=12 + (-1)?> —cos(—7m) +2 >0
F(=2) = (-2)3+ (=2)? —cos(—2m) +2 <0

Por el teorema de Bolzano existe ¢ € (—2,—1) tal que F(¢) = 0. El nimero c es solucién de la ecuacién.
La parte entera de c es —2.

Ejercicio 7. Calcular las asintotas de las siguientes curvas:

(a) 2z 41 b x>
a) y=—5—- =
a? —4 (4) y 2?2 —4x+3
Solucién:
(a) Las rectas x = —2 y & = 2 son asintotas verticales puesto que:
i 20+1
x—1>n—12 ;CQ —4 B
. 2x+1
lim =00

z—2 12 —4
La recta y = 0 es asintota horizontal ya que

i 20+ 1
Ii}ngo 1:2—4_

0

(b) Las rectas x = 1y x = 3 son asintotas verticales puesto que:

3

3 x
im ——— =00
z—1 22 —4x +3

) z?

lim 00

x%3x2—4x+3:



20 SUCESIONES. FUNCIONES (SEGUNDO EXAMEN).

No hay asintota horizontal ya que
If v
im —— =00
z—o0 12 —4x 4+ 3
Busquemos la asintota oblicua:

3

= 1/ _—_— 1
= i z(x? — 4x + 3)
3 3 3 2
; x ; x° —x® +4x* —3x
=% <x_4x+3‘x> A T e s
La asintota oblicua es y = = + 4.
Ejercicio 8. Representar grdficamente
(a) y=2¢ (5) ¥ = marey

Solucion:

(a) La curva y = 2e!~% la obtenemos de y = e* mediante las siguientes transformaciones:

— Una simetria respecto a OY: se obtiene y = e™*

(z—1) — el—z

— Una traslacién con direccién el eje OX hacia la derecha: se obtiene y = e~

1—x

— Un cambio de escala en el eje OY y se obtiene finalmente y = 2¢

86
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(b) La funcién se obtiene trasladando la grafica de la funcién logaritmo dos unidades hacia la izquierda
y representando la reciproca:
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21. Examen final

Ejercicio 1. (7 puntos)

ABCD es un cuadrilitero en el que AB = 6,5; BC' = 9,1; CD = 10,4; DA = 7,8 y CDA = 90°. Halle
ABC, y dé la respuesta aproximando al nimero de grados més préximo.

Solucion:

D 10.4 C

Calculamos AC por el teorema de Pitdgoras y después el angulo ABC por el teorema del coseno:
AC? =782 410,42

6,52 +9,12 — AC?
2.6,5-9,1

COS14/B>CY =

El angulo es de 112°.

Ejercicio 2. (7 puntos)

Una variable aleatoria X sigue una distribucién normal de media 3 y varianza igual a 22.
(a) Halle p (0 < X < 2).
(b) Halle p (| X| > 1).
(¢) Sabiendo que p (X > ¢) = 0,44, halle el valor de c.

Solucién:

Tenemos que X ~ N(3,2). En esta distribucién:

(a) p(0< X <2)~0,242
(6) p(IX|>1)=1-p(-1< X <1)~0,864
(¢) p(X >¢)=044 = p(X <c)=0,56. Entonces, ¢~ 3,30.
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Ejercicio 3. (7 puntos)

Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones:

In4 =2
xr
Inz? +1Iny? =7
Solucién:
El sistema equivale a
Y =2 . y = we?
{;2y3 —e7 o bien 2203 = &7

Resolviendo por sustitucién resulta z = ¥/e, y = €2 {/e.

También podria resolverse el sistema escribiéndolo como:

—Inz+Iny=2
2lnz +3lny =7

Ejercicio 4. (7 puntos)

89

Josie tiene tres formas de ir al colegio. Un 30 % de las veces va en coche, un 20 % de las veces va en

bicicleta y un 50 % de las veces va andando. Cuando va en coche, Josie llega tarde el 5% de las veces.

Cuando va en bicicleta, llega tarde el 10 % de las veces. Cuando va andando, llega tarde el 25 % de las

veces. Sabiendo que llegd a la hora, halle la probabilidad de que haya ido en bicicleta.

Solucién:
20 90 -
P(BIT)= 553 ﬁ'ﬁ 50 7521800:i
700 100 + 100 * 100 T 100 * 100 5400 14

Ejercicio 5. (7 puntos)

La funcién f se define mediante

1—=x
= : -1 < 1.
f(x) Vigs’ <z <




21 EXAMEN FINAL 90

Halle la funcién inversa f~! e indique el dominio y el recorrido de dicha funcién.

Solucion:

Intercambiamos las variables:

11—y 2 11—y 2
T = —_— Tt = —; 14+y)ze=1—
1+y 1+y ( v Y
y despejando
1—22
-1
= )= ——
v=10) =

El recorrido de esta funcién es el intervalo (—1,1]. El dominio es R.

Ejercicio 6. (10 puntos)

Una empresa fabrica ldminas de vidrio rectangulares de 5 metros cuadrados de area. Durante el proceso
de fabricacién de estas laminas de vidrio aparecen defectos, que se producen a razén de 0,5 por cada 5
metros cuadrados. Se supone que el numero de defectos por lamina de vidrio sigue una distribucién de
Poisson.

(a) Halle la probabilidad de que una ldmina de vidrio elegida al azar contenga al menos un defecto.

Las ldminas de vidrio que no tienen ningtn defecto generan un beneficio de $5. Las laminas de vidrio que
tienen al menos un defecto ocasionan una pérdida de $3.

(b) Halle el beneficio esperado, P en ddlares, que se obtiene por cada ldmina de vidrio.

Esta empresa también fabrica laminas de vidrio méas grandes, de 20 metros cuadrados de area. La razén
a la que se producen defectos sigue siendo de 0,5 por cada 5 metros cuadrados. Se elige al azar una de
estas laminas de vidrio grandes,

(¢) Halle la probabilidad de que no contenga ningtin defecto.

Solucién:
(a) Si X representa el nimero de defectos de la ldmina X ~ Po(0,5):
p(X>1)=1—p(X =0)~0,393
(b) El valor esperado de P es:
E(P) =5p(X =0) — 3p (X > 1) ~ 1,85$
(¢) Sea Y la variable aleatoria que representa el nimero de defectos de la ldmina. Ahora Y ~ Po(2).

p(Y =0)~0,135

Ejercicio 7. (10 puntos)
Utilice la induccién matematica para demostrar que n(n? + 5) es divisible entre 6 para n € Z*.
Solucién:

— La propiedad se cumple para n = 1.
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— Supongamos que se cumple para n = k:
k(k* 4+5) =6
y veamos que, en ese caso, también se cumple para n =k + 1:
(k+D)[(k+1)2+5] = (k4 1)(k* + 2k + 1+ 5)
=(k+1)(k*+5+2k+1)
=k(k?+5) +EkQk+1)+ k2 +2k+6
=6+ 3k% + 3k
=64 3k(k+1)
=6
Hemos aplicado que 3k(k + 1) es multiplo de 6 porque es multiplo de 3 y, o bien k, o bien k + 1, es un ntimero par.
Si es multiplo de 2 y de 3 es miltiplo de 6.

— Por el principio de induccién, la propiedad se cumple para todo n € Z7.

Ejercicio 8. (10 puntos)
Considere el desarrollo de (1 + x)™ en potencias ascendentes de x, donde n > 3.
(a) Escriba los cuatro primeros términos del desarrollo.

Los coeficientes de los términos segundo, tercero y cuarto del desarrollo son términos consecutivos de una
progresién aritmética.

(b) (1) Muestre que n® —9n? 4 14n = 0.
(1) A partir de lo anterior, halle el valor de n.

Solucion:

(n—1)(n—2) 23
6
(b) (1) Siestdn en progresién aritmética, la diferencia entre un término y el anterior es siempre la misma:
nn—1)(Mn-1) nn-1) n(n-1)
6 22
n(n—1)(n —2) —3n(n—1) =3n(n—1) — 6n
n® —9n® + 14n =0

(a) 1+ne+ 2 224+ 2

(n—1)
2

n

(11) Resolviendo la ecuacién:
n®—on? 4+ 14n=0; n(n®>-9n+14) =0

Las soluciones son n =0, n =2 y n = 7. a dnica que satisface las condiciones del problema es n = 7.

Ejercicio 9. (25 puntos)
— L 2 : 2
Sea w = cos =F + isen <.
(a) Verifique que w es una raiz de la ecuacién z* — 1 = 0.
(b) (1) Desarrolle (w — 1)(1 +w + w? + w® + w* + w® + w").
(1) A partir de lo anterior deduzca que 1+ w + w? + w? + w* + w® + w® = 0.

(¢) Escriba las raices de la ecuacién 27 — 1 = 0, z € C en funcién de w y sittie estas rafces en un
diagrama de Argand.

Considere la ecuacién cuadratica 22 + bz + ¢ = 0, donde b,c € R, z € C. Las raices de esta ecuacién son
a 'y o donde o es el nimero complejo conjugado de a.
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(d) (1) Sabiendo que @ = w + w? + w*, muestre que a* = w8 + w’ + w3.
(11) Halle el valor de b y el valor de c.

(e) Utilizando los valores de b y de ¢ que ha obtenido en el apartado (d)(II), halle la parte imaginaria
de « en forma de radical irracional.
Solucién:
(a) En efecto
(COS 2 —|—z'sen2—7r)7 = cos72—ﬂ— +isen72—7r =cos2m +isen2m =1
7 7 7 7
b
(w—1)14+w+w?+ v +w +w® + w8 =w+w?+w+w+w +wt+w” -1
—w—w? —wd —w* —w® —w
=w’ -1
(11) Puesto que w es una raiz séptima de 1:
wi—1=0 —
(w-—1D1+w+w?+w+uwt+w’+uwl)=0 =
l+w+w+uwd+w* +uw’+w®=0 puesto que w — 1 # 0

(¢) Los afijos de las raices de la unidad se encuentran sobre la circunferencia de radio 1.

En realidad estas propiedades que estamos demostrando en este problema son propiedades generales de las raices
enésimas de un nimero complejo:
— La suma de todas las raices complejas de cualquier ntimero es igual a cero.
— Todas las raices de 1 pueden expresarse como potencias de una de ellas (en el caso de las raices de indice primo
de cualquiera de ellas). Se dice que forman un grupo ciclico.

— Si z es una raiz de 1 (o, en general, de cualquier polinomio con coeficientes reales) su conjugado también es
raiz.

2 es el conjugado de w® y w? es elconjugado de w.

(d) Esto es asi porque w es el conjugado de wl, w
(e) El coeficiente b es la suma de las raices del polinomio cambiada de signo:
b=—(a+a*)=—-(w+w?+uw+uwl+w’+w?)=—(-1)=1
El coeficiente ¢ es igual al producto de las raices:
c=a-a" = (w+w?+w)(ws +w® +wd)
=w” +w® +wt + b +w +wd + w4+ w® +w” ;ow' = 1,w8 = w, w? :wz7 w0 = wd
=34+ w+w’ +w +w +w + v’
=3-1=2
(f) La ecuacién es 22 + z + 2 = 0. Sus rafces son:
—1+vT-8 1++/=7 1+i/7
2 22
V7

La parte imaginaria de a es 5-.




