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1 RADICALES. LOGARITMOS 2

1. Radicales. Logaritmos

Ejercicio 1. Definir logaritmo de un ntmero y demostrar la férmula del cambio de base.

Solucion:

Sea a un nimero positivo distinto de 1. Se llama logaritmo en base a del nimero N y se representa mediante log, N a la
solucién de la ecuacién a® = N:

a® = N =z =log, N

También puede definirse de la siguiente forma. Sea a un nimero positivo, se llama logaritmo en base a del nimero N y se
representa mediante log, N al exponente que hay que poner a a para obtener N.

Si conocemos los logaritmos en la base a, pueden calcularse los logaritmos en otra base b mediante:
log, N

log, N = 28

log, b

Demostracion:

Supongamos que queremos calcular log; N. Si llamamos x a este nimero:
logy N =20 =0"=N

Aplicando el logaritmo base a en esta ultima igualdad:

log, b = log, N = zlog, b = log, N
log, N

==z =log, N =
log, b

ANAA

Ejercicio 2. Calcular los siguientes logaritmos:

3 1 1
(a) logg; V9 (b) logy 75 () log+ 3 (d) log, §
Solucién:
2 1 1 1 1
(a) logg; V9 = glogslgz 3276

(b) logy % =logy 1 —logy V8= —1log,8=—3

1 3 1 3 1
(¢) loga 3= 83 = 083 =—F=-2
V3 logs 7 logg 1 — logs V3 -3
1 logyg -3
(d) log, < = b=

8 logyd 2

ANAA

Ejercicio 3. Simplificar:
(a) 2V12 — 3V75 + 5V27 — 3V/48 + 4V/3 + V243
(b) 3V128 +2V/2 — 516 + 3V/54

Solucién:

(a) 2v12 — 3V75 + 5v/27 — 3V48 + 4V/3 + /243
=2V4-3-3V25-3+5V9-3-3V16-3+4V3+ V813
=4v3 — 15v/3 + 15v3 — 12V3 + 43 + 9V3
=5V3
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(b) 3V128 +2V2 - 5V16 +3V/54
=3V64-2+2V2-5V8-2+3V27-2
=12V2+2V2-10V2+9V2
=13¢2

AlAA

Ejercicio 4. Calcular el valor de log /781,25 conocido log2 = 0,3010.
Solucién:
Teniendo en cuenta que
log5 = log 1—20 =1log10 — log2 = 1 — 0,3010 = 0,6990
y que 78125 = 57:

1

log /781,25 = 1 log 781,25
78125

og 12120
100

(log 57 — log 100)

(7logh —2)

1
4
1
4
1
4
1
=4 (7:06990 - 2)

=0,7232

ANAA

Ejercicio 5. Simplificar

</2:c+2\/x272~‘\3/2:1772 2 -2

Solucion:

§/2:1:+2\/x272- %/2172\/1272: %/(21+2\/1272)(2172 z2 —2)

= {/4x? —4(z2 - 2)

=8
=2
LYY Y}
Ejercicio 6. Despejar x en:
(a) 321 =5 (b) logy(2z—1) =4

Solucion:
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(a) Despejamos el exponente:

3 —1=logy5; 23 =1+logy 5 ; z = {/1+logsb

(b) Por la definicién de logaritmo:

2w —1=2%; 2 =17 x:1—7
2
LY YY)
Ejercicio 7. Racionalizar:
2//3 ) —=—
(a) 57 1+v2- V3
Solucién:

(a) Multiplicando numerador y denominador por v/3 + 1:

2v3  2V3(V3+1) 2VB(V3+1) _
W IRy S tvoy ST i g =V3(V3+1)=3+V3
(b) Multiplicamos y dividimos por 1 + v/2 4 /3:
1 B 1+v2+V3
1+v2-v3  (1+vV2-V3)(1+v2+V3)
_14+v2+V3
T (1+v2)2-3
_ 1+v24+V3
T 142+2v2-3
_1+v2+V8
= T
(1+v2+V3)v2
2v/2v2

(1+v2+V3)V2
4

AANAA

Ejercicio 8. Resolver la ecuacién:

Solucion:

Llamando u = 2% y u? = 227 la ecuacién puede escribirse:
16u? —10u+1=0

ecuacion que tiene como soluciones:

u—ZZ—l = z=1lo 1—73
1 1

u=2"=- = ax=logy-=-1
2 823
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2. Logaritmos. Polinomios

Ejercicio 1. Enunciar y demostrar el teorema del factor.

Solucién:
Si a es una raiz del polinomio P(z), este polinomio es divisible por = — a.

Al dividir P(z) por * — a obtenemos un cociente Q(z) y un resto R que cumplen:
P(@) = (2 — 0)Q(2) + R

Sustituyendo x por a y teniendo en cuenta que P(a) = 0 por ser a rafz:
0=Pla)=(a—a)Q(a)+ R = R=0 = P(z)=(z—a)Q(x)

y, por consiguiente, P(x) es divisible por z — a.

ANAA

Ejercicio 2.

(a) logs V27 (b) logye 343 (c) logg S%/g (d) logys
Solucién:
1 3
(a) logg V27 = 510g3 27 = 3
1 343 3
(b) logye 343 = 87272 _ 2
log, 49 2
1 5 logs /3 % 1
logg —= = logg 1 —1 3=——S3 V2 _ 3 _ =
() logy 7 =logy 1~ logy V'3 logs 9 2~ 6
1 logs 5 1
d) 1 — = —logys 5 = — =
( ) 0825 5 0825 10g5 25 9

AdAA

Ejercicio 3. Conocido log5 = 0,6990, hallar log 12,5 y log 0,032.
Solucion:
Si log 5 = 0,6990:
10

log 2 = log T =log10 —log5 =1 —0,6990 = 0,3010

Entonces
125 5
log12,5 = log = = log 5% —log 10 = 3log5 — 1 = 30,6990 — 1 = 1,097

Y también:

32
log 0,032 = 1
o8 % 1000

ANAA

=1log32 — log 1000 = log 2% — 3 = 5log2 — 3 = 50,3010 — 3 = —1,495

C . 1
Ejercicio 4. Resolver la ecuacién: 2*~1 + 93 = 5
Solucidn:

Llamando 2% = u:
Yia=s5; “43_5 2 10u+16=0
2 2 2w

8

Ut
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que tiene como soluciones:
u=2"=2 = uz=logy2=1

u=2"= = x=logy,8=3

ANAA

Ejercicio 5. Resolver la ecuacién 3logx — 2log § = 2log 3 + log 2

Solucion:
310gx—210g§ = 2log 3+ log?2
3logx — 2 (logz —log3) = 2log 3 + log 2
3logx —2logx + 2log3 = 2log 3 + log 2
logx = log2

r =2

La solucién es vilida.

AdAA

Ejercicio 6. Determinar m con la condicién de que el polinomio 2z* + 523 + ma? + 4, sea divisible por

x4+ 3.

Solucién:

Si el polinomio es divisible por x + 3, su valor numérico para x = —3 debe ser cero:
2(=3)* +5(=3)3 +m(-3)> +4=0; 162 —1354+9m+4=0; m:—%1

AAAA

Ejercicio 7. Encontrar el valor de a sabiendo que al dividir * — 323 + az? — 42 + 7 por x + 2, da de
resto 7.

Solucién:
El valor numérico del polinomio para x = —2 debe ser 7:

(=2)* —3(=2)2 + (—2)%2a —4(-2)+7=7; 16424 +4a+8=0; a=—12
AdAA

Ejercicio 8. Factorizar el polinomio

9z* — 312% — 142 + 8

Solucioén:
Claramente el polinomio tiene la raiz x = —1. Aplicando la regla de Ruffini:

9 0 -31 -14 8

y tenemos una primera descomposicién:

9z* — 3122 — 14z + 8 = (2 + 1)(92% — 922 — 22z + 8)
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Probamos ahora si x = 2 es raiz:
9 -9 -22 8
2 18 18 -8

o 9 -4 0

Puesto que = = 2 es raiz tenemos entonces:
9z* — 3122 — 14z + 8 = (z + 1) (923 — 922 — 222 + 8) = (z + 1)(z — 2)(92% + 9z — 4)
Las ultimas raices las calculamos mediante la férmula de la ecuacién de segundo grado:

o —9+ 8T+ 144 —9+15
- 18 T 18

y asi obtenemos dos nuevas raices * = % y = 7%. La descomposicién queda finalmente:
1 4
924 — 3122 — 14z +8=(z+1)(x—2) 9 (a:— 5) (z+§) =(z+1)(z—2)(Bz—1) 3z +4)

ANAA

Ejercicio 9. En la ecuacién 922 + bx + 28 = 0, determinar b con la condicién de que la diferencia de las
raices de dicha ecuacién sea igual a la unidad.

Solucion:

Sean las raices 7 + 1 y r. Puesto que su producto es %:

28
7‘(7‘—&-1):5; 92 +9r —28=0

Entonces

. —9++/81+1008 —9+33
B 18 T8
y tenemos dos soluciones para 7:
24 4
r=— = —
18 3
42 7

18 3

r =

Puesto que —g es la suma de las raices, tenemos una solucién:

b*4+ —5—1*11 = b=-33
9 3 T3 N

y otra:
b 7T 7 11
——=———-—-41l=—-— = b=233
9 3 3 3

AMAA

Ejercicio 10. Simplificar la fraccion

xt — 623+ 1322 — 14z + 6
3 — 422 + 62 —4

Solucion:

El numerador tiene laraizz =1y z = 3:

1 -6 13 —14 6 1 -5 8 —6
1 1 -5 8 —6 3 3 —6
1 5 8 6 0 1 2 2 o0

El polinomio 2 — 2z + 2 es irreducible.
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El denominador tiene la raiz =z = 2:

Podemos escribir la fraccién:

24 — 623 + 1322 — 14z + 6 _ (z — 1) (x — 3) (22 — 22+ 2) _(@-1@-3)

x3 — 422 + 62 — 4 (z —2)(22 — 22+ 2) z—2

ANAA

3. Trigonometria

Ejercicio 1. Calcular en radianes el angulo correspondiente a un arco de 23 cm en una circunferencia de
radio 12 cm.
Solucién:

l 23

=-=—~192
s T 12

ANAA

Ejercicio 2. Un tridngulo isdsceles los lados iguales mide 56 cm y el angulo desigual 87°. Calcular la
longitud del lado desigual.

Solucion:

Por el teorema del coseno:

1 =5624562—2-56-56-cos87 ~ 77,1 cm

ANAA

Ejercicio 3. Calcular el area de un pentagono regular de 45 cm de lado.

Solucion:

El pentdgono puede dividirse en 5 tridngulos isdsceles en los que el dngulo desigual mide 72° y la base 45 cm. La apotema
del pentdgono es la altura del tridngulo y mide:

22,5
a =
tg 36°
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El area es igual al perimetro por la apotema dividido entre 2:

22
5 ~ 3480 cm?
tg 36°

1 1
S=-5-45-a=-5-45
2 2

ANAA

Ejercicio 4. En el triangulo a = 381 cm, b = 290 cm, ¢ = 450 cm, calcular el dngulo C' en grados y
minutos.
Solucion:
Por el teorema del coseno:
3812 4 2902 — 4502 3812 4 2902 — 4502

cosC=—— " — (= arcos———————— ~ 83°2’
2381 -290 2381 -290
AMAA

Ejercicio 5. Calcular el area del tridngulo del problema anterior.

Solucién:
El arera es igual a:

S = % absen C =~ 54800 cm?
AAMAA

Ejercicio 6. En un triangulo A = 46°, a = 18 cm y b = 25 cm. Calcular el angulo B en grados y minutos.

Solucion:

Por el teorema del seno:

18 25 25 sen 46°
= = senB=——"—
sen 46° sen B 18

y el dngulo B tiene que ser mayor que el dngulo A puesto que el lado b es mayor que el lado a. Hay entonces dos soluciones:

By =87°33; By = 180° — By = 92°27’
LY L}

Ejercicio 7. Desde dos puntos en linea recta con el pie de una torre se ve el extremo de ésta con angulos
de inclinacién de 34°30’ y 22°15’. Si la distancia entre estos dos puntos es de 30 m, hallar la altura de la
torre.

Solucion:

0€
0ETE ST.CC

fa%a4i
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De la figura se deduce:

30 T 30sen 22°15
Tz =

= — =
sen 120157 sen 22015/ sen 12°15

y la altura de la torre es:

h=xtg34°30" ~ 30,3 m

ANAA

Ejercicio 8. Calcular la resultante de dos fuerzas de 120 y 215 kg que forman entre si un édngulo de
143°30

Solucion:

Por el teorema del coseno:

72 = 120% + 2152 — 2. 120 - 215 cos(180° — 143°30’) ~ 138

AdAA

Ejercicio 9. El tridngulo ABC tiene un 4rea de 21 cm?. Los lados b y ¢ tienen una longitud de 11 cm y
6 cm, respectivamente. Hallar los dos posibles valores de la longitud del lado a.

Solucion:

Puesto que el drea del tridangulo es
1 2-21 7
S=-AB-AC-senA — senA=— = —
2 6-11 11

Hay dos dngulo que tienen este valor del seno, uno agudo y otro obtuso, uno con el coseno positivo

49 6v2
cosA=14/1— — :i
121 11
; 6v2
y otro con el coseno negativo -1

Ahora podemos calcular los dos valores posibles de BC' por el teorema del coseno:

6v2
BCQZ6Q+11272-6-11-1—\( — BC~T743cm

2
BCQ:62+112+2-6-11-% — BC~16,1cm

ANAA
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Ejercicio 10. Calcular el area del cuadrilatero ABCD:

C
B 18 cm
5 cm
A 12 cm D

Solucién:
El 4rea del cuadrildtero ABCD es igual a la suma de las dreas de los tridngulos ABD y BDC.
El érea del tridngulo ABD es:
1
S1=-12-5=30
2

La hipotenusa de este tridngulo mide:

BD =+1224+52=5

En el tridngulo BDC' el angulo D mide:
. 5
D =120° — artg —
12
y el drea de este tridngulo es:
1
So = 513-18-senD

Sumando ambas areas resulta:

S =51 + So ~ 146 cm?

ANAA

4. Logaritmos. Polinomios. Trigonometria

Ejercicio 1. Calcular los siguientes logaritmos:

1 1 3 4 4
a) logys —— b) logs —— (c) log, (V16 V/8 d) logg ——
(a) g25125 (b) g3\/§ 2( ) (d) gsm
Solucion:
(a) Togas oy = oo =2

125 logg 125 3

1 1 1
(b) 10g3%:10g31—log3\/§:()—§log33:—5

1 1 4 3 25

1 (\/31648):71 16+ -log,8 = - + 2 = =2

(c) log, VB) = Zlogy 16+ S loga 8=+ 5 = T
4 1 log, 4 1log,16 2 4 2
(d) logg —— =loggd — _logg 16 = o2 — — 282 2 _ = = _ =
V16 5 logo 8 5 logy8 3 15 5

AMAA

11
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Ejercicio 2. Factorizar el polinomio 4z3 + 822 — 11z + 3

Solucion:

Una raiz es x = —3:
4 8 -11 3

-3 -12 12 -3
|4 4 1 0

Entonces:
423 + 822 — 1z +3=(z+3)(4a? —da 4+ 1) = (z +3)(2z — 1)?

AdAA

Ejercicio 3. Calcular el valor que debers tomar m en la ecuacién 922 — 18z + m = 0 para que una de
las raices sea doble que la otra.

Solucion:

Por las relaciones de Cardano, la suma de las dos raices r y 2r es:
18
r+2r=3r=—=2 =— t=_—
9 3
Sustituyendo en la ecuacién:
4 2
9~§—18~§+m:0 = 4—-124+m=0
y, por tanto m = 8.

ANAA

Ejercicio 4. Calcular el area de un tridngulo de lados a =31 cm, b=42cm y ¢ = 21 cm.

Solucion:

Calculamos uno de los dngulos por el teorema del coseno:

422 4+ 212 — 312
7;_ YORT ; A ~ 45°9'

El area del tridngulo es:

cos A =

1
S = 3 besen A ~ 313 cm?
AMAA

Ejercicio 5. En una circunferencia de radio 20 cm, una cuerda mide 32 cm. Calcular la longitud del arco
limitado por la cuerda.

Solucion:
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Calculamos el dngulo ¢:
© 16
sen — = —
2 20
La longitud del arco es igual al radio por el dngulo en radianes:

1 =20p ~371cm
AdAA

Ejercicio 6. Calcular el radio de la circunferencia circunscrita a un triangulo equildtero de 67 cm de
lado.

Solucion:

Hay muchas formas de obtenerlo. Por ejemplo por el teorema del seno:
67 R 67 sen 30 67
—_— = — =

_ = = = —~38,7c
sen 120°  sen 30° sen 120 V3 "

ANAA

Ejercicio 7. Resolver la inecuacién

2
z—3)(x+2
@=3Pa+2)

1—a2
Solucién:
Las raices del numerador son @ = 3 (doble) y = —2. Las raices del denominador son z = -1y z = 1.

Tenemos el siguiente esquema de signos:

[e=)
==
_ e

La solucién es z € (—oo, —2] U (—1,1).

ANAA

Ejercicio 8. Resolver el sistema:

r Yy
247 _3
3+2

2242 —2zy=1



5 TRIGONOMETRIA 14

Solucion:

Una manera sencilla de resolver el sistema es la siguiente. La primera ecuaciéon puede escribirse:
2¢ + 3y =18

En cuanto a la segunda ecuacién equivale a:
(:c—y)2:1 — r—y==1

Una solucién se obtiene resolviendo el sistema

2x 4+ 3y = 18
r—y=1

que da %,%). Y la otra:
2z + 3y =18
r—y=-—1

de la que se obtiene (3,4).

ANAA

5. Trigonometria

Ejercicio 1. Calcular el drea de un pentagono regular de 60 cm de lado.

Solucion:

El pentdgono puede descomponerse en cinco triangulos isdsceles en que la base es el lado y el dngulo desigual es igual a
360° _

= =20

La altura de los tridngulos es igual a la apotema del poligono:

30°
a =
tg 36°

~ 41,3 cm
El 4rea es igual al perimetro por la apotema dividido por dos:
1
525‘300.(1:619001112

AMAA

Ejercicio 2. Obtener el valor exacto de cos 75°.
Solucién:
Por la férmula del coseno de la suma:

cos 75% = cos(45° + 30°) = cos 45° cos 30° — sen 45° sen 30° =

AMAA

|G

Ejercicio 3. Calcular cos 3a en funcién de cos a.

Solucion:

cos 3a = cos(2a + a) = cos 2a.cos « — sen 2asen «

2

= (cos? o — sen? a) cos v — 2sen avcos @ - sen o

= (cos? o — sen? @) cos o — 2 sen? v cos o

= cos® a — 3sen® accos o

= cos® a — 3(1 — cos? a) cos a

=4cos®a —3cosa

AdAA
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Ejercicio 4. Calcular el area del tridngulo de lados ¢ = 38 cm, b = 16 cm, ¢ = 27 cm.

Calculamos uno de los dngulos:
b2+ c? —a? 162 + 272 — 382
2bc T 2.16-27

cos A = ~ —0,531

Entonces:
1
S = B besen A ~ 183 cm?

ANAA

Ejercicio 5. Calcular las soluciones de la ecuacion:
2senzx + cosecT = 3

comprendidas entre [—, 7]

Solucion:

2senx + =3

sen
2sen’z —3senz+1=0

Tenemos dos soluciones para sen x:
senz=1 =— x=90°+360°%

1
senx = 3 — o =30+ 360° o x = 150° 4 360°k

Las soluciones comprendidas entre —180° y 180° son 30°, 90° y 150°.

ANAA

Ejercicio 6. (2 puntos) Demostrar la identidad:

1-tg?a
Cos2a = ——5—
1+tg°a
Solucidn:
2
1—-tg? o _ 1- iir:z)g _ cos? a —sen? a _ cos 2a - cos %0
14+tg?a 14 sem2a  cosa+ sen2a 1

COs“ «

ANAA

Ejercicio 7. (2 puntos) Se considera la siguiente figura

15
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Los lados del tridngulo equildtero ABC' tienen longitudes de 1 m. P es el punto medio de [AB]. El arco
de circunferencia AB tiene por centro M, el punto medio de [C'P].

(a) (1) Hallar AM.
(11) Hallar AMP en radianes.

(b) Hallar el drea de la regién sombreada.

(a) (1) Por ser ABC equildtero de lado 1 m AP = % y PM = %

AM = i-f—%:gﬁo,ﬁﬁl
(11) Con los datos anteriores
. L 2 .
@AMP:j%:;E — AMP ~ 0,857

4

(b) La férmula que nos da el drea del segmento circular es:

1
S = 57“2 (¢ —senyp)

Con los datos anteriores S ~ 0,158 m2.

ANAA

6. Numeros complejos

Ejercicio 1. Calcular en forma binémica:

142 —-3—21
2 113
Solucion:

1+4  —3-2i  (1+d)(2+1i) , (=3—2i)(1—3i)
2—i 143 (2-92+14) (1431 - 3i)
240+ 2i4i% | —349i — 26+ 6i2

441 1+9
C143i —9+7i  246i—9+7i
5 10 10
B 13
1010

ANAA

. Por el teorema de Pitdgoras:
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Ejercicio 2. Calcular en forma binémica

(2+1)2 — (1 —1)?
13,

]

[SJ[eY

Solucion:

(2+9)2—(1—14)2  44+4i+i%—1+2i— 42
1-3i B 1-3i

T1-3i 2-3
(6 + 12i)(2 + 34)
T 232+ %)
12 + 186 + 244 + 3642

13
—24 4420 24 42

3 1313

ANAA

Ejercicio 3. Obtener (sin calculadora) en forma bindmica las raices cuadradas de 21 — 20i.

Solucion:
Llamamos
V2I—20i=2+4yi = (z+yi)2=21-20i; x2—y?+2wyi=21—20i

Igualando partes reales e imaginarias:

22 —y?2 =21
2xy = 20

Resolviendo mediante la sustitucién y = —% = —1?0:
100
a? — — =21; z* - 2122 —100=0
T
ecuacion bicuadrada cuyas soluciones son x = —5 y x = 5. Las raices son —5 4 2i y 5 — 2i.

AdAA

Ejercicio 4. Calcular en forma binémica (1 — 2i)3

Solucion:

Calculamos en forma binémica:
(1-2)3=1-3-204+3-(20)2 - (20)=1-6i—12+8i=—11+2

ANAA

Ejercicio 5. Calcular (1 — /3)°. Expresar el resultado en forma binémica.

Solucién:
Escribimos el complejo en forma polar:
r=+v14+3=2
tgpo=—V3; @ =300° puesto que ¢ es del cuarto cuadrante
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Entonces:
(1 —v3)° = (2300)° = 5122700 = 5121500 = —512

ANAA

Ejercicio 6. Calcular las raices ciibicas de —i. Expresar el resultado en forma binémica.
Solucién:
Y= Yl
Las raices tienen médulo 1 y argumentos 90°, 210° y 330°. En forma binémica:
zZ1 = 1900 =1
3 1
zo2 = lg1go = cos210° + isen210° = —% — 57,
3 1
23 = 13300 = cos 330° + isen 330° = g — 51

ANAA

Ejercicio 7. Calcular las férmulas de sen 2y y cos2¢ a partir de la férmula de Moivre.

Solucién:
Por la férmula de Moivre:

(cos @ + isen )% = cos 2 + i sen 2p

cos? © — sen? © + 2isen ¢ cos ¢ = cos 2p + i sen 2¢
Igualando partes reales e imaginarias resulta:

cos2p = cos? ©— sen? @, sen2p = 2sen ¢ cos ¢

ANAA

Ejercicio 8. La suma de dos niimeros complejos es 6, el médulo del primero es v/13, y el del segundo 5.
Hallar estos complejos.
Solucién:
Sean los niimeros w = a + bi y z = ¢ + di. Puesto que la suma es 6:
a+bi+c+di=6 — a+c=6; b+d=0 — c=6-a; d=-b
De modo que z = 6 — a — bi. La condicién de los médulos nos dice que:

a?+4+b2=13
(6 —a)®?+b%2=25

Resolviendo obtenemos dos soluciones:

w=24+3t, z=4-31 o w=2-31, z=4+3i

AdAA
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7. Geometria

Ejercicio 1. Calcular la ordenada en el origen de la recta que pasa por los puntos A(2,3) y B(—1,5).

Solucion:

La pendiente de la recta es:

Ay 2 2

m= =—=—-
Az -3 3
La ecuacién en forma punto-pendiente y explicita es:

2 2
y—3:—§(z—2); 3y—9=-2zx+4,; 3y =—2x+13; y:—§x+—

La ordenada en el origen es 13—3

ANAA

Ejercicio 2. Escribir la ecuaciéon de la recta 3z — 4y + 12 = 0 en forma segmentaria.

Solucion:

3 4
3z —dy = —12; _—;—_—i’z:l; i+%:1

AAAA

Ejercicio 3. Calcular en forma explicita la perpendicular a la recta 2z —y+5 = 0 por el punto P(7,—3).

Solucion:

La recta que nos dan tiene pendiente 2. Por consiguiente, la perpendicular tiene pendiente —%. La ecuacién de la perpen-
dicular es:

13=-L (@7 Lot I3 Lol
= —— (x — ; = ——2x - —3: = ——2x -
Y 2 YT TRty T VE TR E S

ANAA

Ejercicio 4. Calcular las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto P(1,2) y forman con 2z — 3y +4 =0
un angulo cuya tangente vale 3.

Solucion:

La pendiente de la recta que nos dan es % Sea m la pendiente de la recta que buscamos. Por la férmula del dngulo entre
dos rectas se cumple que:

. m*% _|3m —2
1+ |3+42m
Tenemos dos soluciones para la pendiente:
3m —2 11
=3 = 3m—-2=94+6m; m=——
342m 3
3m —2 7
M=% _ 3 — 3m-2=-9-6m; m=——
3+2m 9
Las rectas son:
11 7
—2=——(xz—-3); —2=—=(z—-3
y S@-35 oy -3
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Ejercicio 5. Calcular las paralelas a la recta 5x — 12y + 3 = 0 que distan de ella 4 unidades.

Solucion:

Las paralelas tienen una ecuacién de la forma 5z — 12y + C = 0. Si la distancia es 4:
|3 —C] 4.
V25 + 144

Hay dos soluciones:
3—-C=52 =— (C=-49
3-C=-52 = (C=55

13— C| =52

Las rectas son 5z — 12y —49 =0y 5z — 12y + 55 = 0.

AMAA

Ejercicio 6. Calcular el punto de la recta © — 2y + 1 = 0 que equidista de P(3,1) y Q(2,—5).

Solucion:

Si equidista de los dos puntos debe estar en su mediatriz:
(=32 +@w-12=(-22%+(y+5)?; —6r4+9—-2y+1=—4x+4+10y+25; 2z + 12y +19 =0
Como también se encuentra en la recta x — 2y + 1 = 0, el punto que buscamos debe ser la solucién del sistema:
{2w+12y+19:0
r—2y+1=0

Resolviendo obtenemos el punto P( —%, —%

AdAA

Ejercicio 7. Calcular las coordenadas del punto simétrico de P(4, 3) respecto de la recta 3z + 2y = 5.
Solucioén:

— La perpendicular a la reta por el punto es:
2
y73:§(:1:74); 3y—9=2z—-8; 2c —3y+1=0

— La interseccion de la recta y la perpendicular es la solucién del sistema:

3z+2y—5=0

20 —3y+1=0

El punto de interseccién es el punto M (1,1).

— Este punto es punto medio entre P(4,3) y su simétrico respecto de la recta P’(z’,y’)":
44 - 3+
o2 )
El simétrico es P'(—2, —1).

1

ANAA

Ejercicio 8. Calcular el circuncentro del tridngulo de vértices A(—3,1), B(2,6) y C(5,3).
Solucién:

— La mediatriz del lado AB es:

(=3 +(y—1)°>=(x—-2)°+(y—6)
z+y—3=0
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— La mediatriz de AC es:

(=32 +@y—-1)?=(2-5°+(y-3)°
dr+y—6=0

— La interseccién de las dos mediatrices, es decir, la solucién del sistema

z+y—3=0
dr+y—6=0

es el circuncentro. Resolviendo el sistema se obtiene el punto P(1,2).

AANAA

21
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8. Geometria

Ejercicio 1. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto de interseccién de las 5z — 2y = 8 ;
—x 4+ 4y = 2 y es perpendicular a la bisectriz del segundo cuadrante.

Solucién: El punto de interseccién de las dos rectas es la solucién del sistema:
bx —2y =8
—z+4dy =2

La solucién es el punto P(2,1).

La recta que buscamos debe ser perpendicular a y = —z. Entonces, su pendiente es 1 y su ecuacion:
y—1=1(z—-2); z—y—1=0

ANAA

Ejercicio 2. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasando por el punto P(—8,9) forman un dngulo de
45° con la recta 6x — by = 17.

Solucién: La recta que nos dan tiene pendiente g. Si m es la pendiente de la recta que forma con ella un dangulo de 45°:

6
m— 2 _
tgd5° = 1 = 5o|= sm — 6
1+m-3 5+ 6m
Tenemos dos soluciones:
5m — 6
M=% -1 = 5m—-6=5+6m; m=—11
5+ 6m
bm — 6 1
=—-1 — bm—-6=-5—-6m; m= —
5+ 6m 11
Las dos rectas son:
1
y—9=-11(z+8); y79=H(x+8)

AAAA

Ejercicio 3. Hallar la distancia del punto P(2, —1) a la recta que pasa por los puntos A(1,1) y B(—2, —3).

Solucién: La pendiente de la recta es:

-3—-1 4
m = = -
2,1 3
y suecuacién:
4
y—1:§(m—1); 3y —3=4x—4; 4r—3y—1=0

La distancia desde P a esta recta es:
4-2-3(-1) -1

d
V16 +9

2

ANAA

Ejercicio 4. Hallar la ecuacién de cada una de las paralelas a la 4o — 3y +4 = 0 y que distan de ella 1
unidad.

Solucién: Las paralelas tienen como ecuacién 4z — 3y + C' = 0. Ademas:
|C—4]
V16 +9

Las rectas son 4o — 3y *9 =0y 4 —3y —1=0.

1; |C—4]=5; C1 =9, Cy=-1

AdAA
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Ejercicio 5. En el tridngulo de vértices A(2,2), B(8,2) y C(5,8) calcular la ecuacién de la altura
correspondiente al vértice A.

Solucién: La pendiente del lado BC es:
6
m =—=-2
BC = 3
de modo que la pendiente de la altura es m = % y su ecuacion:

1
—2="(z-2
y 2(1 )

Ejercicio 6. Dadas las rectas x — 2y = 4 e y — 22 = 4 calcular las rectas que pasan por P(1,1) y forman
con las anteriores angulos iguales.

Solucidén: Las bisectrices de estas rectas son:
zT—2y—4 y—2z—-4
N VG ey

El punto P(1,1) estd en la primera de las bisectrices, ésta es , por tanto, una de las rectas que buscamos. La otra es la
perpendicular a la bisectriz por P, es decir:

y—1=(-1)(z—1); z+y—2=0

z—y=02z+y+8=0

Las soluciones sonz —y=0yz+y—2=0

ANAA

Ejercicio 7. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por el punto P(2,8) y es tangente a la recta
3x + 4y — 43 = 0 en el punto A(5,7).

Solucion:

El centro estd en la mediatriz de A y P:

=52+ @y-7°=(@@-2°+(@y—-8)?

3r—y—3=0
Por otra parte, el centro debe estar en la perpendicular a la tangente 3x 4+ 4y — 43 =0 en A(5,7):
4
y—7:§(:c—5); dr—3y+1=0

El centro estd en la interseccién de esta recta y la mediatriz:
{3x —y—-3=0
4r—3y+1=0
que es el punto C(2,3).
El radio es la distancia desde C' a uno cualquiera de los puntos A o P:

r2=(2-224+038-83%3=25

y la ecuacién de la circunferencia es (z — 2)% + (y — 3)2 = 25.

AAAA

Ejercicio 8. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos A(1,—2), B(—2,2) y cuyo
centro esta situado en la recta 8x — 4y + 9 = 0.
Solucién: Calculamos la mediatriz de A y B:

(-1 +@w+2>=(x+2)°+(y—-2)?
6x —8y+3=0
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La interseccién de esta recta con la que nos dan es el centro de la circunferencia:

6r—8y+3=0
8r—4y+9=0

Resolviendo el sistema se obtiene C (f%, 72).
El radio de la circunferencia es:
3 2 3 2 125
2
=(=-Z_-1 _219) = =2
’ ( 2 ) - ( . ) 16
La ecuacién de la circunferencia es:
N 3)2 s B 2 125
T+ — -] =—
2 Y 4 16

AAAA

24
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9. Funciones. Limites

Ejercicio 1. Explicar qué quiere decir que una funcién es continua y los diferentes tipos de discontinuidad
que pueden darse.

Solucion:

— La funcién f(z) es continua en zg si para ese valor el limite de la funcién coincide con el valor de la funcién:
f continna en zg <=  lim f(z) = f(zo)
z—x0
— La funcién f(x) presenta una discontinuidad evitable en zg si en ese punto existe el limite de la funcién pero no
coincide con el valor de la funcién:
zo discontinuidad evitable de f(z) <= 3 lim f(z) # f(zo)
T—xQ
— La funcién f(x) presenta una discontinuidad de tipo salto finito en xzg si en ese punto existen los limites laterales
pero no coinciden:

z0 discontinuidad de salto finito de f(z) <= lim f(z) # 11’H1+ f(x)

— En zo hay una discontinuidad de tipo salto infinito si en ese punto el limite de la funcién es infinito:
zo discontinuidad de tipo salto infinito de f(z) <= lim |f(x)] = o0
T—xQ

— La funcién f(x) presenta una discontinuidad esencial en z¢ si en ese punto no existen limites laterales ni son infinitos.

AdAA

Ejercicio 2. Calcular el dominio de definiciéon de la funcién

22 —3x+2
T =y—yz

Solucion:

El dominio es el conjunto de x que cumplen:
2 _
T 3z + 2 >0
x4+ 2 -

Las raices del numerador son x = 1 y « = 2. La raiz del denominador es x = —2. Todas las raices son simples. El signo de
la fraccién responde al siguiente esquema:

El dominio es (—2,1] U [2, c0)

AAAA

Ejercicio 3. Calcular la funcién inversa de
f(@) = 217

Solucion:

Intercambiamos las variables y despejamos:

y = 261—1

z =27V
T
l—-y=In—
Y 2

y=/""a)=1-In7

AdAA
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Ejercicio 4. Representar graficamente la pardbola y = —x2 + 6z — 5.

Solucion:

La interseccién con el eje de ordenadas es la solucién del sistema

{y:—zQ—i-Gz—S

= B(0,-5)
r=0

Las intersecciones con el eje de abscisas son las soluciones del sistema:

=—z?+6z—5
{:Z_Ox + ’ = A1(170)7 A2(570)

El vértice tiene como abscisa el valor medio entre los dos anteriores, es decir, zg = 3. La ordenada es
yo=-94+18—-5=14
Asi, el vértice es el punto V(3,4).

La grafica es la siguiente:

ANAA

Ejercicio 5. Representar graficamente la funcion:
f(z) =In(z +1)
indicando claramente su asintota y los puntos de interseccién con los ejes.

Solucion:

Tiene como gréfica la de la funcién logaritmo desplazada una unidad hacia la izquierda:
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La asintota es la recta = —1. Corta a los ejes en (0,0).

ANAA

Ejercicio 6. Representar graficamente:
T+2
1—-=z

Solucion:

La interseccién con el eje OY es:

_x+2
L = B(0,2)
z=0
La interseccién con el eje OX es:
_z+ 2
L — —  A(=2,0)
y=0
Las asintotas son y = —1y x = 1.

La gréafica de la funcién es:

i S U ———

AhAA
Ejercicio 7. Calcular los siguientes limites:
, e? — 2 L, x2—4x+3
(a) Ilingo 3 (b) :llaml 23— 222 +x

Solucion:

(a) puesto que €® es el infinito mas grande:

e — g2

lim =00
Tr—ro0 .Z‘3
(b) Es una indeterminacién de tipo %. Simplificamos la fraccién:
o x?2—4x+3 (x —1)(z —3) , z—3
lim ——— = = lim
z—=1g3 — 222+ 2—-1  xz(x—1)2 z—1 z(x — 1)

=0

ANAA



9 FUNCIONES. LIMITES

Ejercicio 8. Calcular los siguientes limites:

(a) ll'mi (b) lim (\/m—x)

z—01 — cosx oo

Solucion:

2
(a) Utilizando la aproximacién 1 — cosx ~ % vélida cuando x — 0:

B 322 . 3z . 622
lim ——— = lim —- = lim — =6
z—01—cosx z—0 z2 z—0 g2
2

(b) Multiplicando y dividiendo por la expresién conjugada:

VaZ 3211 -2)(VaZ -3z 11
(\/x273x+1fz>: i (Y@ Z3241-2)(VaP —3z+ 14 2)
z—00 (V22 —3z+1+2z)
22 —3x4+1—a2

m ——

z—=00 (\/x2 —3x+ 1+ 1)

lim
Tr—r 00

. -3z
= lim —
r—oo 2
3
)

ANAA
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10. Derivadas

Ejercicio 1. Obtener la derivada de la funcién f(x) = Inz a partir de la definicién.

Solucién:
In(z 4+ h) —Inz 1
’ _ — lim = . —
f@) = Jim == My - (n(@ +h) —Ina)
1 h 1 h
= lim 7-11136+ = lim 7-1n(1+7)
h—0 h h— x
1 h 1
=lm - —=—
h—0h =z x
AMANA

Ejercicio 2. Derivar las siguientes funciones

Wyl ) y=sents
xr
(8) =627 (0) y = cotga
(0 v V57 () 5= et
y ) artgx
(d) y =3¢ W y=—3
(e) y=e**+3e® —2 (j) y= (322 - 1)In(1 — x)
Solucién:
1 , 2
y= 22 Yy = ]
y:6w5 y' = 302"
Yy = \3/:572 y' %af%
y = 3e” y' =3e”
y=e2® 43¢ —2 y = e?® .24 367
y:sean y =2senzcosz
y = cotgx y' =—1—cotg’x
y = 3620052 T y’ = 3¢2 cos® @ -4 cos :E(— sen:v)
_ artgw ;L 17L%-:EZ—Qa:a‘rtga:
V=T v= x4
y= (32% — In(l — z) Y = 6zIn(l — ) + % (=1)(322 — 1)
—x
LY L}

Ejercicio 3. Dada la funcién:

se pide:

(a) Hallar las asintotas de su gréfica.

(b) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa x = 2.

Solucion:
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(a) La asintota verticales es © = 3 porque:
lim, — 2
m ———— =00
z3 (z — 3)2

No hay asintota horizontal. Calculemos la asintota oblicua:

B x3 1 , 23
m= lim —— —= lim — =1
T—00 (z — 3)2 T z—00 3
3 3 _ _3)2 62
b= tim (5 —p) = qm 2@ 6
z—oo \ (x — 3)2 z—r 00 (x —3)2 00 g2

La asintota es y = = + 6.
(b) Calculamos la ordenada del punto de tangencia:
23

BT A

Yo

Para calcular la pendiente derivamos la funcién:
323 (x—3)2 —2(z—3) 23  32%(x—3)— 223
N (x — 3)4 o (@—3)
La pendiente es la derivada para z = 2:
_3.4(-1)-2-8
T (2-33
La asintota oblicua es y — 8 = 28(z — 2).

f'(@)

28

AMAA

Ejercicio 4. Dada la funcién:

20 —1

y:
s

(a) Calcular las asintotas.
(b) Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcién,
Solucién:

(a) Las asintotas verticales son x =0y « = 1 porque

. 2¢ — 1

lim =00
z—0 ¢ — 12

., 2x—1

lim =00

x—1 x—xQ

(b) La asintota horizontal es y = 0 porque

(¢) La derivada de la funcién es:

2z —a?)—(1-22)2x—1) 20—-22?—-20+4+14+42®—22 222 -2z+1

!
(@) (z — x2)2 (z — z2)2 T (z—x?)?
El numerador no tiene raices y el denominador tiene dos raices dobles x = 0 y « = 1. El signo de la derivada es:
? ?
+ | + | +
l l
0 1

La funcién es creciente para z € R — {0,1}.

AdAA

o . o o . Inz
Ejercicio 5. Obtener los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) =

2
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Solucion:

La derivada de la funcién es:

Fla) = 2 2? —2zlnz g —2rlnz _ 1-—2Inz

x? 4 - x3
La derivada se anula:
1
1—2lnz=0; ln;tZE; :v:e%:\/é
El signo de la derivada es:

La funcién es creciente en (0, v/€), hay un méximo relativo en @ = /e y es decreciente en (y/e,0).

AMAA
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11. Limites. Derivadas

Ejercicio 1. Se considera la funcién:

-2

z six <2
fw =47

3x?2 — 2z .

— sz >2

T+ 2

(a) Determinar si f(z) es continua en x = 2.

(b) Calcular la ecuacién de la recta tangente a f(z) en el punto x = 3.

Solucion:

(a) Para que la funcién sea continua deben coincidir los limites por la derecha y por la izquierda:

—2
lim f(z)= lim ——= =0
z—2~ z—2— r—1
3z2 —2
lim f(z)= lim = =% —9
z—2+ z—2— T+ 2

La funcién no es continua en z = 2. Tiene una discontinuidad de salto finito.

(b) La ordenada para zo = 3 es:

3-9-2-3 21
Yo=—F575 =7

342 5
Para hallar la pendiente derivamos el segundo trozo:
, (6 — 2)(z +2) — (322 — 22) , 59
7'(@) o m=f) =
La ecuacién de la tangente es:
21 59
S (r—3
Y- =g @3
LY T
Ejercicio 2. Derivar las siguientes funciones:
(a) y = 2%eV® (b) y = cos® 2w (¢) y= 1
Y7
nTr
Solucién:
1
_ 2.7 ! — ooV 4 VT 2
y=x"e Y xe +e NG T
y = cos>2ux y' =3cos? 2z - (—sen2z) -2
_ 1 ;o _%
Y= e v= (Inz)2
1
=+/1—cos = ——— .se
Y v v 24/1 — cosx ne

(d) vI—cosz
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Ejercicio 3. Calcular los siguientes limites:
., x+Inz 1 — e32° z? — bx z—2\*
(o) lim —7F— b) lim ————— R d) lim
S (b) limy 1 —cos2x ()14512*25 (d) M r+1
Solucién:
(a) El infinito de mayor rango estd en el denominador. Por consiguiente:
1
lim ztlnz 0
z— 00 2
(b) Con las aproximaciones e —1 ~uy 1 — cosu ~ “—22 validas cuando u — 0:
. 1-— 63”2 . —3x2 3
lim = lim —__2
z—0 1 — cos2x z—0 % 2
(¢) Es una indeterminacién del tipo %. Se resuelve simplificando la fraccién:
. x? -5 , z(x —5) , 5 1
lim ——— = lim = lim = -
z—5 32 —25 =5 (r+5)(x—5) z-5x+5 2
(d) Puesto que si u — 1, u? = e?nu ~ g(u=1v,
9\ 2= z—2_ ). (z—2—z—1)-2z 6z
lim (I ) = lim e(ﬂ“rl 1) = lim e z+1 = lim eTG =e 6
T— 00 x+1 T— 00 T—00 T— 00
AAAA
Ejercicio 4. Dada la funcién:
22 +2
flz) =3
v +1
(a) Estudiar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x).
(b) Hallar los puntos de inflexién de la gréfica de f(z), las asintotas y dibujar la gréfica de f(z).
Solucién:
(a) Calculamos la derivada:
(@) 2z(x? + 1) — 2z(x? + 2) —2z
z) = =
(@2 + 12 @2 + 12
La derivada se anula en x = 0. El signo de la derivada es:
0
+ | -
N
0
La funcién es creciente en (—o0,0) y decreciente en (0, 00). Hay un méximo en (0, 2).
(b) Calcuolamos la segunda derivada:
() —2(224+1)2 - 2(z?2+1) -2z (-2z) —2(z?2+1)—2 -2x-(—2x) 6x2 — 2
z) = = —
@+ 1)t CEESW (2 + 1P
Los ceros del numerador son z = —% yT= % El denominador no se anula para ningin valor de z. El signo de
la segunda derivada es:
0 0
+ | - | +
{ {
i s
V3 V3
. .y, _ 1 _ 1
Hay dos puntos de inflexién en z = BYT= 5
La recta y = 1 es asintota horizontal de la funcién puesto que:
242
i T2y

T—00 $2+17

Con estos datos, la gréafica de la funcién es:
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ANAA

Ejercicio 5. Dada la funcién f(z) = In(2? + 42 — 5), se pide:

(a) Determinar el dominio de definicién de f(z) y las asintotas verticales de su grafica.
(b) Estudiar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x).

Solucion:

(a) EI dominio de la funcién es el conjunto de las soluciones de la inecuacién x2 + 4z — 5 > 0. Este polinomio se anula

para x = —5 y = = 1. El signo del polinomio es:
0 0
+ | - | +
W W
-5 1
El dominio es el conjunto (—oo, —5) U (1, 00).
Las rectas * = —5 y « = 1 son asintotas verticales de la funcién porque:
lim In(z? 4+ 4z —5) =In0 = —co
r——5
lim In(z? + 4z — 5) = In0 = —c0
rz—1
(b) Calculamos la derivada de la funcidn:
2¢ + 4
() —
Fle) = z2 44z -5
El numerador se anula para z = —2 y el denominador para x = —5 y x = 1. Hay que tener en cuenta que la funcién
no existe entre —5 y 1. Entonces el signo de la derivada estd dado por:
3 ] !
- | ? | ? | +
W W W
-5 -2 1

La funcién es decreciente si @ € (—oo, —5) y creciente si z € (1, 00).

ANAA
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