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1. Raices y logaritmos

Ejercicio 1A. Define logaritmo en base a de un niumero N y demuestra la propiedad del logaritmo de
un cociente.

Solucion:

Sea @ un ndimero positivo, se llama logaritmo en base a del nimero N y se representa mediante log, N
al exponente que hay que poner a a para obtener N.

El logaritmo del cociente de dos ntimeros es igual a la diferencia de los logaritmos de los factores:

M
log,, N log, M —log, N

Demostracién:
log, M =2 =—a*"=M M a® oy _ _
log. N—y —sa¥=N }:logaN—logaay—logaa =x—y=Ilog, M —log, N

Ejercicio 2A.

1. Comparar v/103 y /22 reduciéndolos a indice coman.

2. Expresar como una raiz y simplificar:

a) Vao c) V2¥a
b) (3a2>6 d) vV4va?

Solucién:
1 o V103 = V1032 = v/10609
o /22 = V223 = /10648
Por consiguiente es mayor v/22.
2 o Va9 = Va3
o <3a2 6= Val2 = a*

Ejercicio 3A. Racionalizar los denominadores y simplificar la fraccion en:

12 , V5-3
V45 VB3

Solucion:

5
5
5
S
&
$
\
|
=
Il
=
I

CVEAVE (B VBVE-VE) 53 s e
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Ejercicio 4A. Calcular los siguientes logaritmos:

1 1 377 4 4
1. logys 125 2. log, % 3. log, ( 16 \/§> 4. logg \5/—175
Solucion:
1 log 125 3
o logys T5= = 10gy5 1 — 10825 125 = 0 1og55 5 =3
o lo LI
3= 4 3 4 1 1 4 3 25
o log, (\/16 \/§> =log, V16 +log, V8 = glog216+ Zlog28: 3 + 1D
4 1 log,4 1log,16 2 1 4 6 2
logg —— logg4 — = logg 16 = - = === ==
© 088 oG 088 T 1088 log,8 5log,8 3 5 3 15 5
Ejercicio 5A. Sabiendo que log2 = 0,3010 calcular:
1. log V8 2. log 125
Solucion:
1 1 3 3 x 0,3010
o log V8 = 510g8 = 510g23 = ilogZ = % = 0,451

3
10
o log 125 =log 5% = log (2> =1og10® —log 2% =3 —3log2 = 3 — 3 x 0,3010 = —0,452

Ejercicio 6A.
1. Simplificar expresando como un solo logaritmo:
1
5log 10 + glog27 —log?2

2. Aplicar logaritmos decimales a la expresion

1022 {/y?
A= "
=z

Solucion:

105/27 105 -3
5 = log

1 .
© 5logl0+ 3 log 27 — log 2 = log g = log 150000

2 1
¢ log A = log (10x2\3/y2> —log v/z=1+2logx + glogy— Zlogz

Ejercicio TA. En las siguientes igualdades, despejar x:

1. 7732 =15 9. 3752% — 1

Solucion:

> 773I =15 — —3xr = 10g7 15 = xr = 7% 10g7 15
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o 375 =1 — —5r2 =logg1=0 = 2=0

Ejercicio 1B. Define logaritmo en base a de un numero N y demuestra la propiedad del cambio de base.
Solucién:

Sea a un nuimero positivo, se llama logaritmo en base a del niimero N y se representa mediante log, N
al exponente que hay que poner a a para obtener N.

Si conocemos los logaritmos en la base a, pueden calcularse los logaritmos en otra base b mediante:

Demostracién:

Supongamos que queremos calcular log, N. Si llamamos x a este nimero:
logg N =2 =b"=N

Aplicando el logaritmo base a en esta ultima igualdad:

log, b* =log, N = zlog, b =log, N
log, N
log, b

==z =log, N =

Ejercicio 2B.

1. Expresar como un solo radical y simplifica extrayendo factores:
V3a% V/9a® V/81a3
2. Fxpresar como una raiz y simplificar:
a) Va® ¢) V3vad
5
b (Va?) NG
Solucién:
/3a2 V94 810,3 — 1\/34a8 1\/36a9 1\/38(16 — 1\/318(123 = 31 ¥/36411
o Vab = Va?
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Ejercicio 3B. Racionalizar los denominadores y simplificar la fraccion en:

u , VI3
7 VTS
Solucion:
S _10 5 52
V8 2v2 V2 2
<>\ﬁ—\/g_(\ﬁ_\/g)(ﬁ_\/g)—7+5_2\/£_12_2\/£_6_\/%
VIeVs  (VTHVR(VT-vE) o Tes

Ejercicio 4B. Calcular los siguientes logaritmos:

1 1 /T Aom
1. logg 77 2. logs % 3. log ( V81 v 27) 4. logyr
Solucién:
1 logs 27 3
logg — =logg1l —logg27=0—- —>— = ——
< logg o7 — 1989 089 log, 9 B
1 . 1
< 10g5 T\/g = 10g5 1-— 10g5 \/5 = —g
1 1 4 3 25
o logs (\3/81 \4/27) = 3 log;81+ logs 27 =2+ =

9 5 logs9 1logs81 2 1 46 2
logy; —— logy, 9 — log,, V81 = - = _--._ — ==
o logyy ST 0827 0827 log;27 5logs27 3 5 315 5

Ejercicio 5B. Sabiendo que log2 = 0,3010 calcular:

1. log V/4 2. log 155
Solucién:
1 1 2 2 1
o log V4 = glogél = glogQ2 = glogZ = w = 0,201

o logl—é5 = —logl25 = —log% = —1log 1000 +log8 = —3 + 3log 2 = 3 x 0,3010

Ejercicio 6B.
1. Simplificar expresando como un solo logaritmo:

1
3log 100 — glog27+2log3

2. Aplicar logaritmos decimales a la expresion

22 3/10y2
A= TNV
7z

9

V81

—3=-2939
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Solucion:
1 1003 - 32
o 3log 100 — = log 27 + 2log 3 = log ——— = log 3000000
g 3 g g g o g

o 10gA:210gx+%10g10+%1ogy—%10gz=210g:c+%+%1ogy— %logz

Ejercicio 7B. En las siguientes igualdades, despejar x:

L 7173 =15 2. 351 =2
Solucioén:
1—log, 15
o7 =15 = 1-3z=log,15 = g=-_—0r2

3
03T =2 — 2%4+1=logy2 = ax=+/logz2—1 (no existe esta rafz)
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2. Segundo examen de raices y logaritmos

Ejercicio 1. Logaritmo de un producto. Cambio de base. Enunciar las propiedades y demostrarlas.
Solucién:

Ver examen anterior.

Ejercicio 2. Calcula los siguientes logaritmos:

L. logs /135

1
2
2. log, v/32

3. logy (81v/27)
4. logs =15
Solucién:
1 1 3
1 = — (logs 1 — logy 125) = — =
© 085 125 2(0g5 085 5) 2
1 1log,32 1 5 5
log, V32=-log,32=-—22"2_-.2 "
o log; V/32= 7log,32 = log,4 3 2 6
1 1
¢ logs (81\7ﬁ) =log, 81 + 110g327:4+ % = Zg

o logg \/ﬁ no existe

Ejercicio 3. Racionalizar y simplificar:

3+
3-8 V27
Solucion:

3+ 1 9+v3 1
3-8 V2T 9-V3 3V3
O+V3)(9+v3) VB

(9-V3)(9+V3) 3V3V3
_81+3+18V3 V3

81—3 9
_ 84+18v3 V3
)
_1443vV3 V3
T3 9
1264273 - 133
B 117
1264143

117
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Ejercicio 4. Sabiendo que log2 = 0,3010, calcular:

1. log % 2. log /5
Solucién:
2 1 0,3010
o log £ = —log2 —log2 = - —0,3010 = —0,1505
2 2 2
1 1 10 1 1-0,3010
1 =-1 =-log—==-(1-1log2)= ———— =10,34
o log V5 5 0gh 5 log < 2( 0g 2) 5 0,3495
Ejercicio 5.
1. Despejar x en la ecuacion 5274 = 10
2. Expresar como un solo radical y simplificar
V1222 /3628
V2x
Solucién:
2—1 10
057 =10 = 2-4dr=log;10 = x:+g5

¢ Reduciendo a indice comun resulta:

3 6 12 12 894 ,.8 494,16
V1222 V3628 _ V12108 /36216 _ 1§/2 SO TICT | w/a038,01 g /293850
Vor V233 2




3 POLINOMIOS

3. Polinomios

Ejercicio 1. Calcular:

1. (2z —5y)°

3. (x4y—22)°

2. (32° + z)° 4. (222 +1)(222 — 1)
Solucioén:
o (2x — 5y)* = 42?2 — 20xy + 252
o (3% + \/5)2 =92% + 6237 +
o (a:+yf2z)2 =22 + % + 422 + 20y — dxz — 4yz
o (202 4+1)(222 — 1) =4a* — 1
Ejercicio 2. Efectuar la siguiente division de polinomios:
202t — 1823 + 3507 — 120 — 7 : 4a® — 22 +7
Solucién:
202x* — 1823 + 3522 — 122 — 7 422 — 20 + 7
—202* + 102 — 3522 5% —2x — 1
- 83 — 12z
+ 83 — 4% + 14«
— 42?2 + 22 — 7
+ 42?2 — 22 + 7
0
Ejercicio 3. Factorizar el polinomio 63 + 1122 — 242z — 9
Solucién:
Ensayamos con los divisores de 9 para encontrar raices enteras:
6 11 —24 -9 6 11 —-24 -9
1 6 17 -7 -1 —6 -5 29
6 17 -7 -16 | 6 5 —29 20
6 11 —24 -9 6 11 —24 -9
3 18 87 189 -3 —18 21 9
6 29 63 180 6 -7 -3 0

Asi pues, —3 es una raiz y tenemos una primera factorizacién:

623 + 1122 — 24z — 9 = (z + 3)(62°% — Tz — 3)

Para factorizar el polinomio de segundo grado, calculamos sus raices:

62> — Tz —3=0

=

T

T+£VA914.6-3  T£11
- = - -

{

12

3

2

1
3
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Por consiguiente:

623 +112% — 242 — 9 = (2 +3)(62° — T2 —3) = (z+3)-6 <m— 2) <x+ ;) = (2+3) (2x — 3) 3z + 1)

Ejercicio 4. Fuactorizar los polinomios de sequndo grado

1. 1522 — 132 + 2 2. 42% -1

Solucion:

¢ Calculamos las raices del polinomio:

L BEVIO 4152 13j:7_{

152° — 13z 4+ 2 =
5 —13z42=0 — 20 20

(SRS

con lo que:

15x2—13x+2=15-(x—§) (x—é) = (3z — 2)(5z — 1)

¢ No es preciso calcular las raices pues se trata de una diferencia de cuadrados:

4r? — 1= (22 +1)(22 — 1)

Ejercicio 5. Halla el polinomio de cuarto grado cuyo coeficiente principal es 3 y que tiene por raices
r1 =1 (doble), ro = =2 y r3 = 4. Desarrdllalo.

Solucion:

El polinomio sera

3(z—1)° (x42)(z —4) = 32* —122° — 92° + 420 — 24

Ejercicio 6. Fnuncia y demuestra el teorema del factor.
Solucién:
Si r es raiz de un polinomio, éste es divisible por x — r
r rafz de P(z) <= P(z) = (x — r)Q(x)
Demostracién:
o Sea r raiz del polinomio P(z), es decir, P(r) = 0.
o Si se divide P(z) por x — r se obtiene un cociente Q(z) y un resto R que cumplen:
P(z) = (z—7)Q(z) + R
o Para x = !
Pir)y=(r—-r)Q(r)y+ R = R=P(r)=0
y por consiguiente P(z) = (z — r)Q(x).
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4. Examen de la primera evaluacidon

Ejercicio 1. Simplificar:
o 2v/27 +5V12 — 15V/3 o 5v/54 —10v/2 —2V/16

Solucion:

o 227+ 512 —15v/3=2v9-3+5v4-3 —15v/3 =63+ 10v/3 — 15v/3 =3
o 5¢/54 —10¥/2 - 216 = 5272 — 1092 —2/8 -2 =152 — 102 — 432 = /2

Ejercicio 2. Calcular razonadamente los siguientes logaritmos:
o log; V/49 o logy 35 o log;, 0,01 o logy 253

Solucién:
o log, /49 = %log749 = %
o logQ%2 =log, —logy32=0—-5= -5
o logy 0,01 = log 15 = —2
o logs 25% = 3logs25=3-2=6

Ejercicio 3. Convierte las expresiones algebraicas en logaritmicas y las logaritmicas en algebraicas:

1 1 3
olpd 3lratind on_ (¥
2 10
Solucion:
31 Inb
1nA:%+n = 2InA=3Ina-+1nd
= In A% =1In(a’b)
A% =d%p
k2 3 21\ 3
B_(1(J> == logB—log<1O>
k2
log —
30g10
:3(logk2710g10)
=6logk—3

Ejercicio 4. Sin efectuar la division del polinomio P(x) = 3z*+22%—ax+5 entre el binomio Q(x) = z+2,
calcula el valor de a para que el resto sea 1.

Solucién:
Por el teorema del resto, el valor numérico del polinomio para x = —2 debe ser 1. Entonces:

3-(=2)*+2-(=2)?—a-(-2)+5=1 = 4848+42a+5-1=0 = 60+2a=0 = a=-30
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Ejercicio 5. Desarrolla las siguientes expresiones.
1. 2z 4+y)2z —y)+y(Bz+y) 2. (2z +3)% — (2z — 3)?
Solucién:

o (2x+1y)(2x —y) +y(Bx +y) = 4a? — y? — 3wy +y* = 42 — 3wy
o (22+3)?— (22 —3)2 =42+ 120+ 9 — (42 — 122+ 9) = 24z

Ejercicio 6. Factoriza los siguientes polinomios.
o P(z) = 3z* — 623 — 322 + 62 o Q(z) =22* — 22

Solucion:

¢ En primer lugar sacamos factor comin:
P(z) = 3x(z® — 222 — . +2)

Buscamos raices enteras del polinomio de tercer grado:

1 -2 1 2
1 1 -1 -2
‘ 1 -1 -2 0

y tenemos una nueva factorizacion:
P(z) = 3x(z — 1)(2* — 2z — 2)
Las raices del polinomio de segundo grado son x1 = 2 y zo = —1 asi que finalmente:
P(z) =3z(x —1)(z —2)(z + 1)
¢ Sacando factor comun:
Q(z) = 22" — 22 = 2x(x® — 1)

Dividiendo por =z — 1:

1 0 0 -1
1 1
\1 0

Con lo que obtenemos:
Q(z) =2z(x — 1)(2* + 2+ 1)

No se puede seguir factorizando porque el polinomio de segundo grado es primo.

Ejercicio 7. Resolver las siguientes ecuaciones:

<>4(er1)er(1’+1) 3+x+4 o 2zt — 4022 4+ 128 =0

8 2 8 2
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Solucién:
Resolvemos la primera ecuacion:

dz+1) z(z+1) 3 xz+4

8 + 2 8+ 2
8-4(x+1)+8-z(z+1) 8-3+8-(x+4)

8 2 8 2
dr+1)+4z(x+1)=3+4(x +4)
AF + 44422 +4x =3+ 44 + 16
4% + 42 —15=0

 —4+16+240 —4+16 . m=
N 8 8 Ty =

[SJ[eY

T

|
ol

y la segunda:
224 — 402% + 128 =0
2t — 2022 +64=0
,  20+/400—256 2012 {1:2 =16
T° = = =

2 2 2?2 =4

La ecuacién tiene como soluciones x1 = —4, 9 =4, x3 = -2y x4 = 2.
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5. Ecuaciones e inecuaciones

Ejercicio 1. Resolver las ecuaciones:

R r(x—3)  x(r-2) x3zx-1)
2 4 8
Solucién:
La primera ecuacién:
r(r—3)  x(r-2) =x3x-1)
2 4 8
8x(x —3)  8x(r—2) 8x(3z—1)
2 4 8

da(x —3) +2z(x —2) =23z — 1)

4% — 120+ 222 — 4z =32% —

32 — 152 =0

3z(x—5)=0 = x1=0, z2=5

La segunda ecuacion:

4z+1) z+4 3 z(z+])

8 2 8 2

8-4(x+1) 8(z+4) :g_&r(erl)

8 2 8 2
dx+1)—4(z+4) =3 —4dz(x+1)
AF 4 — 4F — 16 = 3 — 42? — 4z
422 + 42 —15=0

—4++/16+240 —4+£16
xr = =
8 8

<>4(:ch1) r+4 3 w(x+1)
8 2 8 2
5 3
xr1 =—= To = —
1 27 2 2

Ejercicio 2. Resolver:

o V2r +8+Vr=2

Solucion:
V2x + 8+ \x =2
V2r+8=2—-x

(V22 +8)* = (2 - Vx)*
2r+8=4—4/x +z
r+4=—4z

(z+4)? = (—4v)?

2?4 82 4 16 = 16z

2 -8 +16=0 — 2=4

Inz® — Inz = In(2z + 15)
23

In — =1In(2z + 15)
x

22 =2r+15

22 —2r-15=0 = x1=-3 a5=5

o Inz® —Inz = In(2z + 15)

(Se comprueba que la solucién no es vialida).

(x = —3 no es una solucién valida).

14



5 ECUACIONES E INECUACIONES 15

Ejercicio 3. Resolver

o 2z — 4022 +128 =0 6 4772 4477l L gT = 49

Solucion:

20% — 4022 +128 =0
2t — 2022 4+64=0

2_20:|:\/400—256_20:|:12 N 2=16 = x1=-4,15=4
N 2 2 2=4 = 13=-2,24=2
4:1,’72 4 41}71 4 4:6 — 42
47 4
— 4+ — 4+4* =42
16 + 4 +
4 4+4-4% +16-4* =42 -16
21-4" =42-16
. 42-16 )
4" = 51 =32 = x:10g432:§
Ejercicio 4. Resolver las siguientes inecuaciones:
2(x—5 3 2 _
o 32 + (@—-5) =+ _3(z—5) o a2 —Tr+12>0
3 6
Solucién:

2(x —5) S T +3
3 6

18z 4+ 4(x —5) >x +3—18(x — 5)
18z 4+42x —20>x+3 — 182+ 90
22x + 17x > 93+ 20

39z > 113

ac>g 0bienx€<113,oo>

39 39

Para resolver z? — 7z + 12 > 0 calculamos las raices del polinomio que resultan ser z; = 3, x5 = 4. El
signo del polinomio para los distintos valores de x es:

3x + —3(z—5)

s o

Asi pues, la solucién de la inecuacién es x € (—o0, 3] U [4, 00).
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Ejercicio 5. Resolver las inecuaciones:

r+1 2?2 —x—2
<0 B
r—3 03:3—3332—1—420
Solucién:
¢ La raiz del numerador es x = —1 y la raiz del denominador es z = 3. El signo de la fraccién es:
0 A
+ l — l +
{ {
-1 3
La solucién es = € (—1, 3).
¢ Las raices del numerador son x = —1 y « = 2. Las raices del denominador son z = -1y = = 2
(doble). Puesto que el numerador y el denominador tienen raices comunes, podemos simplificar la
fraccion:
Zox—2 1)(z —2 1
ez _ (x4+1)(z—2) _ (x £ —1)
23 —=322+4 (z+1)(x-2)2 z-2
El signo de la fraccién es:
- — +

DO —— H

La solucién es x € (2,00).
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6. Trigonometria

Ejercicio 1. Calcular los dngulos agudos de un tridngulo rectdngulo cuyos catetos mide 46 y 37 cm.

Solucion:

Puesto que conocemos los catetos, los dngulos se calculan mediante la tangente:

_ 46 B 46 o ian
tg B = 37 = B =artg 37 =51°11"19
3T B 37T o cosar i
tg0746 = ( =artg 46738 48°41

Ejercicio 2. Resolver el triangulo B = 106°, a = 186 ¢cm, ¢ =79 cm.

Solucion:

Puesto que conocemos dos lados y el angulo comprendido, lo resolveremos por el teorema del coseno:

b2 =a? +¢? —2accos B = 18624792 — 2186 - 79cos 106° = b =221,22 cm

b2+ —a?

cosA— 2T 45305593
2bc
22 _ 2
cosC = CXT T o 9geoa37”
2ab

Ejercicio 3. Resolver el tridngulo a = 46 cm, b = 37 ¢m, A = 94°.
Solucién:

Conocemos un lado y el dngulo opuesto. Resolveremos por el teorema del seno:

46 37 37 sen 94°
= B=—1—1— B = 53°21'32"
sen 94° sen B — sen 46 - 53 3

17

Hemos tenido en cuenta que el dngulo B no puede ser obtuso puesto que ya hay un dngulo obtuso (A)

en el tridngulo. Una vez calculado (B) el dngulo C se obtiene de:
C =180° — A — B = 32°38'28"
y el lado ¢ de:
46 c _ 46senC

sen94°  senC €= sen 94°

= 24,87 cm

Ejercicio 4. Resolver un tridangulo del que se conocen a =24 m, B = 55° y C' = 68°.

Solucién:
Calculamos el angulo A:
A =180° — 55 — 68 = 57°

Ahora, por el teorema del seno:

24 b B c
senb7°  senb55°  sen 68°
de donde:
24 sen 55° 24 sen 68°
= ———— =23.44m; = =2
sen 57° 3,44 m; ¢ sen 5H7° 6,53 m
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Ejercicio 5. Calcular el drea de un pentdgono regular de 36 ¢cm de lado.

Solucion:

18

Hay que calcular la apotema:

18
a =
tg 36°

El perimetro del pentdgono es 36 x 5 = 180 cm. El area es:

_180-a

S = 2229,74 cm?

Ejercicio 6. Calcular el drea de un tridngulo de lados a = 31 ¢cm, b =42 cm y ¢ = 21 c¢m.
Solucién:
Calculamos un dngulo por el teorema del coseno:

a2+ b2 — 2 _312—&-422—212
2ab T 2.31-42

Entonces, el drea es:

cosC = C = 28°42'15"

1
S = iabsenC = 312,67 cm?

Ejercicio 7. Calcular el drea y el radio de la circunferencia circunscrita al tridngulo de lados a = 312 cm,
b =426 cm y c =216 cm.

Solucion:

Puesto que:

9R a b c

senA senB senC

Debemos calcular uno de los angulos del tridngulo:

b2+ c? —a? _ 4262 + 2162 — 3122

s A = = A = 44°42'35"
o8 2bc 2426 - 216 5
Por consiguiente:

R 312 R=221,74 cm

sen 44°42/35"
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Ejercicio 8. En el tridngulo de lados a = 312 ¢cm, b = 426 cm y ¢ = 216 c¢m, calcular la altura correspon-
diente al vértice B.

Solucion:

Podemos calcular la altura como h = csen A. Puesto que los datos son los mismos que los del problema
anterior, ya tenemos calculado el dngulo A. Entonces

h = 216 sen 44°42'35" = 151,96 cm

Ejercicio 9. Teorema del coseno. Enunciado y demostracion.
Solucién:

En un tridngulo cualquiera el cuadrado de un lado es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos
menos el doble del producto de estos dos lados por el coseno del angulo comprendido.

Demostracion:

Aplicando el teorema de Pitdgoras al tridngulo BHC' (ver figura) resulta:

a? = h?+n? puesto que n = b — m:
=h?+ (b—m)?
=h2+ 02+ m? - 2bm y como h? +m? = ¢*:
=b2 42— 2m puesto que m = ccos A:

=02+ % — 2bccos A
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7. Segundo examen de trigonometria

Ejercicio 1. Calcular los dngulos de un tridngulo rectdngulo cuya hipotenusa mide 56 cm y uno de los
catetos 35 cm.

Solucion:
35 o ! 1
senB:% — B =238°40'56
35
cosC = 6 = (C =51°194"

Ejercicio 2. En un tridngulo b = 34 cm, ¢ = 76 cm y A = 59°46’. Calcular el lado a y el drea del
triangulo.

Solucién: Calculamos el lado a por el teorema del coseno:

a=/b2+c2—2bccos A = 65,80 cm

El area es igual a la mitad del producto de dos lados por el seno del angulo comprendido:

1
S = 5bcsenA = 1116,26 cm?

Ejercicio 3. En el tridngulo de lados a = 17 cm, b = 31 cm y ¢ = 40 cm, calcular el dngulo C' y la altura
correspondiente al vértice A.

Solucion:

El angulo C se calcula por el teorema del coseno:

2 p2_ 2
cosC =TT T o 10909340
2ab

La altura correspondiente al vértice A es, o bien bsen C' o bien csen B (ver en los apuntes el teorema del
seno). Entonces:

h =bsenC = 29,24 cm

Ejercicio 4. Calcular el drea de un heptdgono regular de 39 cm de lado.

Solucion:

39

19.5
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De la figura se deduce que el dngulo « mide:

_360°
14

o

y la apotema ap:

_39/2
wp = 5600
14

40,49 cm

El area es el perimetro por la apotema dividido entre 2:

7-39-ap

5 = 552718 cm?

S:

Ejercicio 5. Calcula el drea del paralelogramo cuyos lados miden 10 y 15 cm, respectivamente, si uno de
sus dangulos mide 35°.

Solucion:

15

El area del paralelogramo es igual a la base por la altura. La base mide 15 cm, y la altura:
h = 10sen 35°

Con estos datos el drea es 86,04 cm?.

Ejercicio 6. En una circunferencia de radio 87 cm una cuerda mide 126 cm. Calcular el drea del segmento
circular limitado por esa cuerda.

Solucion:

N|R

63
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El angulo o mide

a 63
— ~ 2 o
ser12—87 = a~9279

El area del segmento es:

1
S = 57“2(@ —sen )

donde ¢ es el 4ngulo en radianes. Sustituyendo se obtiene S = 2349,25 cm?.

Ejercicio 7. Seno del dngulo inscrito. Teorema del seno.

Solucion:

Teorema 1 (Teorema del seno) Las longitudes de los lados de un tridngulo cualquiera son propor-

cionales a los senos de los dngulos opuestos:
B
A kl
C

Puede demostrarse el teorema del seno a partir de la siguiente propiedad de los dngulos inscritos: el seno
de un dngulo inscrito en una circunferencia es igual a la longitud de la cuerda dividida por el didmetro.

a b c

senA senB senC

En efecto, al 4ngulo inscrito en el punto A (ver figura) le corresponde una cuerda BC de longitud I. Por
un extremo de esa cuerda trazamos el didmetro BA’ y el segmento A’C. El dngulo A’ es igual que A por
estar inscritos en el mismo arco. Ademads el tridngulo A’ BC' es rectangulo. De aqui:

seny = _—
r

Consideremos ahora un tridngulo cualquiera ABC' (ver la misma figura). Dibujemos la circunferencia
circunscrita al tridngulo y supongamos que R es el radio de esa circunferencia. Por la propiedad anterior:

a
sen A =
sen 5R
b a b c
sen B 2R senA senB senC
c
sen C =5R

Para poder aplicar el teorema del seno se necesita conocer al menos un angulo y el lado opuesto.
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8. Sucesiones

Ejercicio 1. Limite de una sucesion. Limite infinito.
Solucién:

Diremos que la sucesion a,, tiene por limite [ y escribiremos:

lim a, =1
n— oo

cuando cualquier entorno de centro ! y radio £ (por pequenio que sea) contenga un nimero infinito de
términos de la sucesién y fuera queden un nimero finito de ellos (figura 1).

N términos infinitos términos

L ! kY
T T 7

a-g 1 a+e

Figura 1: Limite de una sucesién

También puede decirse que, dado cualquier nimero €, se cumple que, a partir de un término ay todos
los siguientes cumplen que |a, — | < €.

Cuando los términos de la sucesion se hacen muy grandes, es decir, cuando dado cualquier nimero M,
los términos de la sucesién acaban siendo mayores que M, se dice que la sucesion tiende a infinito o que
el limite de la sucesion es infinito:

lim a,, = o0

n—oo
De forma mas precisa, diremos que el limite de la sucesién a,, es infinito, si dado cualquier nimero M
(tan grande como queramos) hay infinitos términos de la sucesién mayores que M y un ntimero finito de
ellos que son menores que M (figura 2).

N términos infinitos términos

Figura 2: Limite infinito

Ejercicio 2. Calcular los siguientes limites:

. 2 2n? — 1
o nh_}rgo(?m n®) o lim " 3n +
n—o00 3n—25

Solucion:
, 02y — ¢ 02y —
o nlgr;(}(i%n n*) nl;rgo( n<) 00
o 2m%2—3n+1 o 2n? . 2n
o lim = lim — =1 — =00
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Ejercicio 3. Calcular los siguientes limites:

o I n? n?+n i n—2\"
1m —
n—oo \n — 1 n -+ 1 ° TL1—>H010 3ﬂ2

¢ Es una indeterminacién co — co. Hacemos la resta:

2 2 2 2
1) — -1
h’m(n n +n>h,mn(n+) (n®+n)(n—1)
n—oo \ n — 1 n+1 n— o0 n?—1
, n3+n27n3+n
= lim 5
n— 00 n4—1
2
=
=1
. n-2\"" . 1 1
On&“;o<3n2) R

o (3n+1)\°2 (5 +3\™"
o lim o lim
Solucion:
% )
o m (VT (3) g
n—oo \ Hn + 2 5

o Haciendo la divisién se obtiene de cociente 1 y de resto 4.

m + 3 om—1

— bn + 1 1
4

Entonces:

Ejercicio 5.

3 4n+3
¢ Calcular lim (1 - )

o Explica a partir de la definicién por qué la sucesién a,, = (—1)™ no tiene limite.

Solucion:
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4n+3 4n
o lim (1——> —dim (1- ) =

¢ El limite no puede ser ni +1 ni —1 porque cualquier entorno de estos ntimeros de radio menor que
1, deja fuera un numero infinito de términos de la sucesién.
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9. Funciones

23 —Tr+2

Ejercicio 1. Calcular el dominio de definicion de la funcion y = S
72 —

Solucion:

Esta funcién existe para todos los valores de la variable, excepto para los que anulan el denominador:

Dominio = R — {-2,2}

/ 2
Ejercicio 2. Calcular el dominio de definicion de la funcion y = Tt 3"
T —

Solucién:
Puesto que no existe la raiz cuadrada de niimeros negativos, el radicando debe ser positivo o cero. El
dominio de la funcién es la solucién de la inecuacién:

T+ 2
>0
r—3

La raiz del numerador es x = —2 y la del denominador es = 3. El signo de la fraccion se expresa en el
siguiente esquema:

— o
w —— t

de modo que el dominio es:

Dominio = (—o0, —2] U (3, c0)

Ejercicio 3. Representar grdficamente y = e* ey = 1 + %73,
Solucién:

La grafica de la segunda funcién se obtiene desplazando la gréfica de la primera 3 unidades hacia la
derecha y 1 unidad hacia arriba:

Figura 3: Ejercicio 3
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Ejercicio 4. Representar grdficamente la funcién y = 4 + 3z — 2.

Solucién:
Se trata de una funcién cuadratica y, por consiguiente, su grafica es una parabola.
Calculamos su vértice:
-3 3 9
= — = — = 4 —
—9 2 ) Yo + 2

La interseccion con el eje OY es:

{y:4—|—3x—x2

Lo

= B(0,4)
=0

y las intersecciones con el eje OX:

=4+ 3z — 22
{y e e Al(i]"o) ) A2(470)
y=0

Con estos datos, la grafica es la siguiente:

y

y=4+3z— 22

o X

Figura 4: Ejercicio 4

T4+ 5
Ejercicio 5. Representar grdficamente y = 1 +

J— x :
Solucion:

Se trata de una funcién de proporcionalidad inversa. Su grafica es una hipérbola. Calculamos las asintotas.
La asintota vertical es la recta z = 1 (valor que anula el denominador) y su asintota horizontal y = —1
(limite cuando z tiende a infinito).

Las intersecciones con el eje de ordenadas es:

_z+5
YY17: = B,
z=0
y con el eje de abscisas:
_z+5
U172 = B(0.-5)
y=0

La grafica se muestra en la figura 5.
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Y z=1
_x+5
T 1l-z
X
R — ) T
y=-1
Figura 5: Ejercicio 5
Ejercicio 6. Calcular lo siguientes limites:
o 1 32 — b + 2 o If 23 -3z —2
zggo 3 —1 m1—>InQ 2 —4
Solucion:
. 322 —bx+2 o 322
o lim — = Iim — =0
Z—00 3 —1 r—00 I

. xd—3x—2 . (r—2) (2% +22+1) , x2+2x+1 9
0111117: 1m :hm7:,
2 2 -4 z—2 (z+2)(z—2) T2 T+ 2 4

3z —2\* ) z? 2% +42
> hm <& llm — .
s (557 tn (5
Solucion:
_9 2x 2x 1 2x
o lim (22 — lim (1- 2 =lim (1-=) =¢2
2 2 2 _ 2 _ 2
o lim (S T2 Ly @@l g A
z—oo \ x — 1 x4+ 3 T—00 (a:— 1)(.1:4—3) z—00 2

Ejercicio 8. Estudiar si la funcion:

x siz<-—1
flr)=<¢1—-22 si —1l<x<?2
-3 six > 2
es continua en los puntos x = —1 y x = 2.

Solucion:
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Calculamos los limites laterales para ver si coinciden o no:

lim f(z)= lim z=-1
r——1— r——1"
it lim 1—-2>=0
S S = Jm
lim f(z)= lim 1—2*= -3
r—2~ r—2~
It lim —3=-3
A )=
La funcién es discontinua en z = —1 y continua en z = 2.

Ejercicio 9. Distintos tipos de discontinuidad de una funcion. Definirlos y poner un ejemplo de cada
tipo.

Solucion:

¢ Discontinuidad evitable. Existe el limite de la funcién pero no coincide con el valor de la funcién.
Por ejemplo:

en r = 0.

¢ Salto finito. Existen los limites laterales pero no coinciden. Por ejemplo, la funcién del ejercicio 8
enr = —1.

¢ Infinito. El limite de la funcién es infinito. Por ejemplo la funcién del ejercicio 5 en x = 1.

Ejercicio 10. Dibujar la grifica de una funcion que tenga eractamente una asintota horizontal, un
mazimo y dos puntos de inflexion.

Solucion:

Por ejemplo:

Figura 6: Ejercicio 10
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10. Estadistica

Ejercicio. En una encuesta sobre trdfico se ha preguntado a 1000 conductores sobre el nimero de multas
recibidas. Se dispone de la siguiente informacion:

N° de conductores 280 | 150 | 200 | 110 | 80
N° de multas 0 1 2 3 4 5

Hacer la tabla de frecuencias con los datos necesarios para calcular:
o La mediana.
o Los cuartiles y el rango intercuartilico.
o La moda.
o La media.
o La desviacion tipica.
Solucion:

Construimos la tabla con las frecuencias, frecuencias acumuladas, productos de las frecuencias por los
datos y productos de las frecuencias por los cuadrados de los datos. Se calcula la frecuencia que falta
teniendo en cuenta que la suma de las frecuencias ha de ser igual a 1000.

’ T H fi ‘ F; ‘ fiz; ‘ fix? ‘
0 180 | 180 | o 0
1 280 | 460 | 280 | 280
2 150 | 610 | 300 | 600
3 200 | 810 | 600 | 1800
4 110 | 920 | 440 | 1760
5 80 | 1000 | 400 | 2000

| Total || 1000 | | 2020 | 6440 |

Con estos datos tenemos:

¢ La mediana es (02 = 2.

&

El primer cuartil es @1 = 1 y el tercer cuartil es Q3 = 3. El rango intercuartilico es Q3 — Q1 = 2.
¢ La moda es 1.

¢ La media es:
2020

P= 2 =902
7= To00 ~ 200

¢ La varianza es:

a_ 6440
1000

y la desviacién tipica:

o =+/2,3596 = 1, 5361

72 = 2,3596
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11. Combinatoria y estadistica

Ejercicio 1. Una variable estadistica toma los valores que aparecen en la siguiente tabla con sus frecuen-
cias correspondientes:

Valor 0 1 2 3 4 5 6
Frecuencia | 200 | 180 | 230 | 140 | 80 | 120 | 50

Hacer la tabla de frecuencias acumuladas, sumas y sumas de cuadrados para:
o Calcular la mediana y los cuartiles.
o Calcular la media y la desviacion tipica.

Solucion:

0 200 200 0 0
1 180 380 180 180
2 230 610 460 920
3 140 750 420 1280
4 80 830 320 1280
5 120 950 600 3000
6 50 1000 300 1800
Total 1000 2280 8440

A partir de estos datos tenemos:

¢ Puesto que hay 1000 datos, el primer cuartil es el valor intermedio entre el que ocupa el lugar
250 y 251, la mediana entre el 500 y 501 y el tercero entre el 750 y 751. A partir de la tabla de
frecuencias acumuladas resulta que:

Q=1 Q2 =2; Q3 =35

¢ La media es:

T=—"— =298
Y= 000 ©
La varianza es
- 8440
22 _72=_"""_9298% =32416
T T 9000 7 :

de modo que la desviacién tipica es:

o = /3,2416 = 1,8004
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Ejercicio 2. Escribe el desarrollo de (2 — x)°.
Solucién:

Podemos obtener los coeficientes a partir del tridngulo de Tartaglia:

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Entonces:

(2-2)°=20—-6-2%2+15-2%22 —20-2%2% + 15 - 2%2* — 6. 22° + 2°
= 64 — 192 + 2402% — 1602 + 60x* — 122° 4 2°

Ejercicio 3. Calcula el coeficiente de 2° en (x + 3)'4.
Solucién:

El término del binomio de Newton que buscamos es:

14 14-13-12-11-10
()0t

59:4 4 9
5 F 4.3 2.1 3°x 864861

Ejercicio 4. ;De cudntas maneras pueden repartirse simultdneamente 4 cartas de una baraja de 40
cartas? ;Cudntas no contienen ases?

Solucion:

o Hay 40 cartas y hay que formar grupos de 4. Son por tanto:
40-39 - 38 - 37

Ca04 1321 91390
¢ Si los grupos no tienen ases, s6lo hay 36 cartas para elegir:
36-35-34-33
Cz6,4 = 1331 = 58905

Ejercicio 5. ;De cudntas maneras pueden agruparse 5 cartas de una baraja de modo que haya un solo
as? ;Y dos ases?

Solucion:

¢ El as puede elegirse de 4 maneras y las otras cuatro cartas de Csg 4:

36-35-34-33
4. =4.— — "~ — 923562
Cs6,4 1301 35620

¢ Si hay dos ases, pueden elegirse de C4 2 maneras. Hay (s 3 modos de elegir las otras tres cartas.
Entonces:
4-3 36-35-34

Ciz - Csgs = 20
4,2 36,3 2.1 3.2.1

= 42840
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Ejercicio 6. ;De cudntas maneras pueden ordenarse las letras de la palabra ROGERFEDERER ?

Solucion:

Son permutaciones con repeticién de las 12 letras. Hay dos letras repetidas 4 veces:

12!
PRig s = A 831600

Ejercicio 7. Un examen consta de 12 prequntas de las que hay que contestar a 8 de ellas. ;De cudntas
maneras diferentes pueden escogerse las prequntas? ;De cudntas si las tres primeras son obligatorias?

Solucion:

© Hay que elegir 8 preguntas de 12 sin que importe el orden:

12-11-10-9
Cizs =Cua = =gy =49

¢ Si las tres primeras son obligatorias, hay que escoger 5 de las 9 restantes:

Ejercicio 8. Se lanza una moneda 8 veces y se van anotando los resultados. ;Cudntos resultados diferentes
pueden obtenerse? ;En cudntos de ellos hay exactamente 3 caras?

Solucion:

o Hay dos elementos (cara y cruz) y (repitiéndolos) se deben formar agrupaciones ordenadas de 8
elementos. Son, por consiguiente, variaciones con repeticién de 2 elementos tomados de 8 en 8:

VRyg = 2% = 256

¢ En este caso hay 3 caras y 5 cruces. Podemos pensarlo de dos maneras: como permutaciones con
repeticién de 8 elementos en los que hay 3 y 5 repetidos:

8!

PRg3s = 35

56

También puede pensarse que, entre las 8 posiciones de la agrupacion hay que escoger 3 para las
caras. Esto puede hacerse de (s 3 = 56 maneras.

Ejercicio 9. ;Cudntos numeros de tres cifras podemos formar con las cifras impares? ;Cudntos son
maltiplos de tres?

Solucion:
o La cantidad de nuimeros es:

VRs3 =5 =125

¢ Con las cifras impares, pueden formarse las siguientes combinaciones con repeticién:

{111}, {113}, {115}, {117}, {119}, {133}, {135}, {137}, {139}, {155},
{157}, {159}, {177}, {179}, {199}, {333}, {335}, {337}, {339}, {355},
{357}, {359}, {377}, {379}, {399}, {555}, {557}, {559}, {577}, {579}
{599}, {777}y, {779}, {799}, {999}
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Las que tienen como suma un miltiplo de 3 son las siguientes:

{111}, {117}y, {135}, {159}, {177}, {333}, {339},
{357}, {399}, {555}, {579}, {777}, {999}

A partir de cada combinacién con tres nimeros distintos, pueden formarse 6 nimeros, si hay
dos numeros distintos pueden formarse 3 y si los tres son iguales sélo puede formarse uno. Por
consiguiente, el nimero de multiplos de 3 es:

4-6+4-3+5-1=41
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12. Estadistica, combinatoria y probabilidad

Ejercicio 1. Tiramos un moneda 7 veces. ;Cudntos resultados diferentes pueden obtenerse? ;En cudntos
de ellos hay exactamente dos caras?

Solucion:

Son las variaciones con repeticién de 2 elementos tomados de 7 en 7:
VRy7=2" =128

Los que tienen dos caras podemos obtenerlos de dos maneras equivalentes: si hay 2 caras hay 5 cruces y
los podemos calcular como las permutaciones con repeticién de 7 elementos en los que hay dos (las caras)
y 5 (las cruces) repetidos:
7!

PR7,275 == ﬁ == 21
También lo podemos calcular como combinaciones de 7 elementos tomados de 2 en 2, es decir, pensando
en el nimero de modos en que podemos elegir las 2 posiciones en que se encuentran las caras entre las 7
posibles:

7-6

Cro= =21
T2

Ejercicio 2. Se reparten 5 cartas de una baraja espanola. Calcular la probabilidad de que no haya figuras.

Solucion:

Las 5 cartas pueden repartirse de (450) maneras diferentes. Los casos favorables son los (258) modos en que

pueden repartirse las 28 cartas que no son figuras. La probabilidad es:
(%)  28.27-26-25-24

_ \5H

B (‘{50) " 40-39-38-37-36

= 10,1494

Ejercicio 3. Una urna contiene 6 bolas rojas y 8 azules. Si se extraen 2 bolas al azar y sin reemplaza-
miento, ;cudl es la probabilidad de que sean del mismo color?

Solucion:

Por la regla del producto, la probabilidad de extraer 2 bolas rojas es:

6 5 30
p(R1Ry) = 93 T

y la de extraer 2 bolas azules:
3 2 6
AjA)) =22 = =
p(A1Az) 98 7

Puesto que son sucesos incompatibles, para calcular la probabilidad de extraer dos bolas del mismo color,
sumamos las dos probabilidades anteriores:

30 6 36 1
A A = — _— = — = —
p(R1R2 U A1 Ag) ™ + > =73 =3

Ejercicio 4. Desarrollar la potencia (1 — 3z)5.

Solucion:
(1-3z)°=1°-5-1*-(3z) +10-1*- (32)® = 10- 1% - (3z)> +5- 1 - (32)* — (3x)°
=1— 15z 4+ 9022 — 27023 + 4052* — 2432°
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Ejercicio 5. La probabilidad de que un jugador enceste un tiro libre es del 60 %. Calcular la probabilidad
de que enceste alguno de tres lanzamientos.

Solucion:

La probabilidad de no encestar ninguno de los 3 lanzamientos es:

« . ” 40 40 40 8
p(“no encesta ninguno”) = 100 100 T00 ~ 125

La probabilidad de que enceste algiin lanzamiento sera:

(¢ ta al =1 8 117
p(“encesta alguno”) = 125 = 125

Ejercicio 6. Calcular la probabilidad de obtener suma 10 en el lanzamiento de tres dados.
Solucién:

En total el numero de resultados posibles es 216. Los que suman 10 estdn formados por los siguientes
nuimeros:

{1,3,6},{1,4,5},{2,2,6},{2,3,5},{2,4,4},{3,3,4}

A partir de las combinaciones en las que hay tres nimeros diferentes pueden formarse 6 resultados. Por
ejemplo, a partir de la primera:

{1,3,6} — 136, 163,316, 361,613,631
A partir de las combinaciones con dos numeros iguales se pueden formar 3 resultados. Por ejemplo:
{2,2,6} — 226, 262, 622

En total tenemos entonces 6 + 6+ 3+ 6+ 3+ 3 = 27 resultados favorables. La probabilidad que nos piden
es:
27 1

P=216 " 8

Ejercicio 7. Se reparten 4 cartas de una baraja espanola. Calcular la probabilidad de que exactamente 2
de ellas sean bastos.

Solucion:

40

4 ) maneras.

Las cuatro cartas pueden repartirse de (

Si dos de las cartas son bastos, pueden elegirse de (120

120) . (320). La probabilidad que nos piden es:

) maneras y las dos que no son bastos de (320)

maneras. En total, el nimero de casos favorables es (

Ejercicio 8. Con las cifras 1, 2, 3, 4 y 5, ;cudntos nimeros de tres cifras diferentes pueden formarse?
¢ Cudntos de ellos son pares?

Solucion:

Pueden formarse:

Vsz=5-4-3=60
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De ellos hay una quinta parte, es decir, 12 que terminan en 2 y otros 12 que terminan en 4. En total hay
entre ellos 24 niimeros pares.

Ejercicio 9. Si p(A) = 2, p(B) = 1 y p(AUB) = 3, calcular p(AN B) y p(A|B).
Solucién:
3
p(AN B) =p(A4) +p(B) —p(AUB) = +
La probabilidad de A condicionada a B es:

p(ANB) = 3
pajp) = 200D - 20
5

p(B) T4

Notemos que p(A|B) = p(A), es decir, los sucesos A y B son independientes.

Ejercicio 10. Una variable estadistica toma los siguientes valores
3,5,2,4,3,6,5,7,7,1,2,5,3,6,1,2,2,5,4,1

Calcular la media y la desviacion tipica.

Solucién:

Construyamos la tabla de frecuencias:

Ty fi fz'l"i fiSCZZ
1 3 3 3
2 4 8 16
3 3 9 27
4 2 8 32
5 4 20 100
6 2 12 72
7 2 14 98
total 20 74 348

La media es:

74

I = 0= 3,7
y la varianza:
348
2 2
= —-3,7"=3,71
o 50 , ,

La desviacién tipica es:

o=+/371=193




