Matematicas I. Curso 2010-2011. Examenes

1. Logaritmos y radicales

Ejercicio 1. Racionalizar los denominadores:

oﬂ < 5 077\/5 07\/5_\/3
Va5 4=VT7 VBT V53
Solucion:
Vv VB Vs L
V45 V9.5 35 3
3 3-(A+VT) 34+ VT)  3-(A+VT)  3-(A4+VT)  4+VT
4A—VT A-VOa+vr o 16-7 16-7 9 T3
V2 TV2(VBHVT) TVR(VB4VT) _
NI, S-SV vy . — =716+ 7V14 = 28 + 7V/14
\/5—\/37(\/5—\/3)(\f—\/§)75+3—2\/ﬁ78—2\/ﬁi47\/ﬁ
VE+V3  (VE+V3)(WE-V3) 5—3 B 2 B

Ejercicio 2. Calcular los siguientes logaritmos:

1 1 3 4
o logys 125 ¢ logs 7 o log, (\/E \/é) o logg 76

Solucion:

1 logs 25 2
1 — =1 1-1 125 =0— =—
0825 195 — 9825 0825 125 =0 log, 125 3
1 1 1
logs — =logs 1 —1 =0—--=—2
0g; 7 0gs3 0gz V3 =0 5 5
3 4 3 4 1 1 4 3 25
log, (\/16 \/§> = log, V16 + log, V/8 = glog216+110g28= §+Z ~ 12
4 1 logo4 1 logy,16 2 4 6 2
logg —— = logg4 — = - logg 16 = -z =3 T 1F " F
B8 e 8T T 5 %Y T log,8 5 logy8 3 15 15 5




Ejercicio 3. Simplificar expresando como un solo logaritmo:
o 2log, 7—2log, a+ 2log, 3 o 5log, a+ 3 log, 27 + log, 2

o loga5+%loga 16 —log, 2 o %loga81+310gai—210ga%

Solucion:

2 2

7 441
2log, 7 —2log, a + 2log, 3 =log, —5— =log, —
a a

1 1
log, 5 + 5 log, 16 — log, 2 = log,, @ = log, 10

€a

1
5log, a + 3 log, 27 + log, 2 = log,, <a5 V27 - 2) = log, (6a°)

&), a1
a2y 2 *Oga32.43*0ga12

(1)

'S
oo
—

1 1
1 log, 81 4 3log, 1 2log, Z = log,

)

Ejercicio 4. En las siguientes igualdades, despejar x y obtener un wvalor aproximado con tres cifras
decimales:

o 773 =15 o 375" =1
Solucién:
1In15
07 =15 = -3r=log;15 = ax=-Lllog 5= ~ 0464
3 1In7
03 =1 —  br2=log;l1=0 = x=0
Ejercicio 5. Resolver las ecuaciones:
_ _9) = 35
o log(z +3) — log(3z — 2) =log 7 o 2 _32_9
3I
Solucién:
o log(x +3) —log(3z —2) =log7 = o v +S =log7 = x+3_7
s s -8 &3x—2 % 312
Resolviendo esta ecuacién:
1
r+3=7-3r-2) = z+3=21lrx-14 = x:Q—g
35

03—1—31—2 = 35=3%-2.3" = 32 _-2.3*-35=0

Esta es una ecuacién de segundo grado en 3%. Despejando:

32_2i\/4+140 N =7 = z=logy7
B 2 3% = -5 no tiene solucién




2. Examen de polinomios

Ejercicio 1. Resolver la ecuacion:
2t 423 -2 —2=0
Solucién:

Para resolver la ecuacion es preciso factorizar el polinomio. Buscamos raices enteras entre los divisores
de 2. Asi encontramos que:

Entoncess, podemos escribir la ecuacién como
3 -
(x+2)(2°=1)=0
que tiene como soluciones:

r+2=0 = x1=-2
P —-1=0 = ax9=1

Ejercicio 2. Factorizar el polinomio 43 + 822 — 11x + 3
Solucién:

Buscamos raices enteras entre los divisores de 3. Asi encontramos:

4 8 -11 3
-3 -12 12 -3
4 -4 1 0

Entonces:
423 + 822 — 11z +3=(x +3) - (4a® — 4z + 1)
Para factorizar el polinomio de segundo grado calculamos sus raices:

4+ (42441 4+/16-16 1
- < -

4274 1:0 — =
X x + x 5.4

2

El polinomio tiene una tnica raiz (doble). La factorizacién es:

2
4o +82% — 11z +3= (v +3)- (4a® 4z +1) = (x +3) -4~ <x;> =(z+3)- 2z —1)?

Ejercicio 3. El polinomio =3 + ax? 4+ bx — 5 da de resto 11 cuando se divide por x — 2 y resto 1 si se
divide por x + 3. Calcular a y b.

Solucion:



Llamemos P(z) = 23 + a2? + bx — 5. Segtin el teorema del resto, si al dividir por  — 2 da de resto 11, el
valor numérico del polinomio para x = 2 es igual a 11:

p(2)=240a-224+b-2-5=8+4a+2b—5=11 =— 4a+2b=38
Por la misma razon el valor numérico del polinomio para z = —3 debe ser 1:
p(=3)=(-32+a - (-3)>4+b-(-3)—5=—-27+9a—-3b—-5=1 =— 9a—3b=33

resolvemos el sistema

4a+2b=28 20 +b=4 a=3
— —
9a — 3b = 33 3a—b=11 =-2

Ejercicio 4. Raiz de un polinomio. Propiedad de las raices enteras de los polinomios con coeficientes
enteros.

Solucion:

Ver teoria.

Ejercicio 5. Teoremas del factor y del resto.
Solucién:

Ver teoria.




3. Examen de Trigonometria

Ejercicio 1. Sabiendo que tgx = —2 y que = es un dngulo del seqgundo cuadrante, calcular exactamente
senz y cosx. Obtener con ayuda de la calculadora el dngulo x.

Solucion:
Puesto que:
1+ tg? ! — !
T = COSL = ———
& cos?x V1+tg2z

Sustituyendo y tomando la raiz negativa puesto que el angulo se encuenta en el segundo cuadrante:

-1 -1
COST = —F————=x = —=
1+(-2)2 V5
y puesto que:

senx

tgr = —> senx =cosztgx
cosx
resulta que:
-1 2
senz = — - (—2) =

V5

Para calcular el d4ngulo x obtenemos mediante la calculadora artg 2 = 63°26'6” y, puesto que el dngulo
esta en el segundo cuadrante:

x = 180° — 63°26'6" = 116°33'54"

Ejercicio 2. En una circunferencia de radio 23 c¢m, calcular el drea del segmento circular limitado por
una cuerda de 32 cm.

Solucion:

El area de un segmento circular puede obtenerse como la diferencia del drea del sector y el area del

tridngulo. Esto conduce a la férmula:
Lo
S = 57 (p —seng)

donde ¢ es el angulo en radianes.



De la figura se deduce que:

p 16
= = =1,5387
sen o = oo ® ,

y sustituyendo en la férmula se obtiene que el drea es S = 142,61 cm.

Ejercicio 3. Resolver la ecuacion cos2x =1+ 4senx.

Solucion:

Sustituyendo en la ecuacién cos 2z = cos? x — sen? x resulta:

cos’x —sen’z —4senz — 1 =0
Sustituyendo ahora cos?z = 1 — sen? z:

1—sen’z —sen’z —4senz —1 =0
—2sen’z —4senz =0
senz(2senz +4) =0
De aqui obtenemos senz = 0 y senx = —2. La segunda igualdad no conduce a ninguna solucién pues el

seno de un angulo estd comprendido entre —1 y 1. La primera nos da las soluciones x = 0° + 360°K y
x = 180° £ 360° K.

Ejercicio 4. Resolver 2senx + 3cosx = 3.
Solucion:
Podemos sustituir cosx por /1 — senx o mejor considerar el sistema;

2senx +3cosx =3
sen’z +cos?z =1
Despejamos cos x de la primera ecuacion:

3—2senx
3

COST =

Sustituimos en la segunda ecuacién y resulta:

3—2 2
sen’ x + 7( gsena:) =

9 9+ 4sen?x — 12senz
sen” x + 9 =

9sen®x +9+4sen’?z — 12senz =9
13sen?z — 12senz =0
senz(13senz —12) =0

Tenemos dos soluciones para sen x:

o senx =0
r = 180° £ 360° K

{9: —0° + 360°K
12 {;p — 67°22/48" + 360°K
=

o sena — 12
ST =13 2 = 112937'12" + 360°K



Al haber transformado la ecuacién de primer grado en una de segundo grado, es posible que hayamos
obtenido soluciones no validas de la ecuacién original. Por ello debemos comprobar las soluciones. Asi,
encontramos que 0° y 67°22'48” son soluciones vélidas y que 180° y 112°37/12” no lo son.

Ejercicio 5. Desde la altura de 6000 m, el piloto de un avion observa la luz de un aeropuerto bajo un
dangulo de depresion de 30°. Calcular la distancia entre el avion y el foco.

Solucion:

6000

De la figura se deduce que:

6000

6000 = dsen30° =— d=
sen 30°

= 12000

La distancia es de 12000 m.

Ejercicio 6. Resolver un tridngulo del que se conocen a = 24m, B = 55°15" y C' = 68°42'.
Solucién:

Calculamos el tercer angulo:
A = 180° — 55°15' — 68°42 = 56°3’
Los lados los calculamos por el teorema del seno:

24 b c

senb56°3’  senb55°15  sen 68942

Asi calculamos

_ 24sen55°15
~ senb6°3

Los lados miden 23,77 m y 26,96 m.

_ 24sen 68°42

= 2 .
3,77, sen 5603/

= 26,96




4. Examen de nuimeros complejos

Ejercicio 1. Marcar como V (verdadera) o ¥ (falsa) cada una de las afirmaciones siguientes:

1. La parte imaginaria de un ntimero real es cero.
. El conjugado de z tiene la misma parte real que z.
. El producto de un complejo por su conjugado es un niimero imaginario puro.
. El producto de un complejo por su conjugado es igual al médulo del complejo.

. El inverso de 7 es —i.

2
3
4
5
6. Los ndmeros imaginarios puros tienen como argumento /2.
7. El médulo de i es 1.

8. El argumento de un ndimero real negativo es 7.

9. La potencia 18 de i es —1.

10. La potencia 37 de ¢ es —i.

11. La raiz cuadrada de 3 — 4 tiene de médulo 5.

12. Todas las raices cubicas de un complejo tienen el mismo mdédulo.

13. Para multiplicar dos nimeros complejos se multiplican sus partes reales e imaginarias.
14. Para multiplicar dos complejos se multiplican sus médulos y sus argumentos.

15. Sea 2’ = zi. El médulo de 2’ es igual al médulo de z.

16. Sea z’ = zi. Los argumentos de 2’ y z difieren en /2.

17. El argumento de —3i es /2.

18. Si elevamos un complejo al cuadrado, su argumento se multiplica por 2.

19. Los argumentos de las raices sextas de un complejo difieren en un mdltiplo de 7/3.

20. Una raiz ctibica de —8 tiene de argumento 7/6.

Solucion:

Son verdaderas las afirmaciones 1, 2, 5, 7, 8, 9, 12, 15, 16, 18 y 19.

Ejercicio 2. Calcular:
(5 — 2i)%(3 — 44)
2 —bi
Solucién:

En primer lugar, calculamos el cuadrado:

(5—20)2(3—4i) (25—4—200)(3 —4i) (21 — 204)(3 — 44)

2-51 2 -5t 2-51

Calculamos e producto del numerador

(21 — 200)(3 — 4i) 63 — 84i — 60i + 80:%>  —17 — 144i
2—5i - 2 — 54 - 2-54




Para calcular el cociente, muultiplicamos numerador y denominador por el conjugado del denominador:

—17—144i (=17 —1444)(2+5i) 686 —373i 686 373

25  (2-5)(2+5) 29 29 29

Ejercicio 3. Calcular (1 —+/3i)'° y expresar el resultado en forma bindmica.
Solucién:

En primer lugar pasamos el complejo a la forma trigonométrica. El médulo vale:

r=y/12+(V3)?2=v1+3=2

y el argumento:

-3
tgp = %ﬁ = —V3 (pelV cuadrante) = ¢ = 300°

Entonces:
[2(cos 300° + i sen 300°)]'" = 21°(cos 3000° + i sen 3000°) = 2'°(cos 120° + i sen 120°)

donde hemos sustituido el argumento de 300° por el argumento equivalente de 120°. Para calcular la
forma binémica sustituimos el seno y el coseno de 120° por su valor:

1 3
2'9(cos 120° + i sen 120°) = 1024 <—2 + ‘2[2> = 512+ 512V/3i

Ejercicio 4. Calcular en forma bindmica la raiz cuadrada de 16 — 30i.
Solucién:

Podemos pasar a la forma polar para calcular la raiz y después pasar a la forma binémica, pero podemos
también calcular la raiz directamente en la forma binémica. Supongamos que la raiz es x + yi. Entonces:

V16 —30i =2 +yi = 16 —30i = (x + yi)*

Desarrololando el cuadrado e igualando partes reales e imaginarias obtenemos:

2,2 — 16 2 _ .2 =1
Tt —y . Tt —y 6
2zy = —30 ry = —15
Despejando y de la segunda ecuacién y sustituyendo en la primera resulta:

—-15 225
y=—"; m2——2:16
T T

Quitando denominadores y resolviendo la ecuacién:

2 _ 16:|:\/256+900: 16 £ 34
2 2

2t — 1622 -225=0 = =z

Las solucién con el signo menos no es valida (z? debe ser positivo) de forma que obtenemos 2 = 25 y
r1 = —H y x5 = 5. Las soluciones son:

—15
Y _3
-5

-15

.')32:5 —— yQZT -3

Ty = —5 — Y1



y las raices son por tanto, —5+ 3¢ y 5 — 3i.

Ejercicio 5. Calcular las raices cubicas de .
Solucién:
El ntimero ¢ tiene de médulo 1 y como argumentos 90° 4+ 360°k con k entero. Las raices ctibicas son:

o Ok (o} Ok
1 COSMHS@M : k=0,1,2
3 3
Sustituyendo los valores de k obtenemos:

z1 = cos 30° + ¢ sen 30°
29 = cos 150° + ¢ sen 150°
23 = €08 270° + i sen 270°

Aunque no lo pide el problema, podemos expresar las tres raices en forma binémica:

A=ty
V3 o1
ey Y




5. Segundo examen de complejos

Ejercicio 1. Calcular el nimero real k de forma que

(3 — 2i)2
1+ ki
sea:

o Un numero real.
o Un numero imaginario puro.
Solucién:

Calculamos el cociente:
(3—21’)2 9—-4—-120 (5—120)(1 — ki) 5—12k+i(—5k —12) 5 — 12k n -5k — 12 .
= = = = I3
1+ ki 14 ki 14+ k2 1+ k2 1+ k2 1+ k2

¢ Si es un numero real, la parte imaginaria debe ser cero:

—5k — 12 12
) = k=2
1+ k2 5

¢ Si es un nuimero imaginario puro, la parte real sebe ser cero:

5— 12k 5
=0 = k=—
1+ k2 12
Ejercicio 2. Dados los niumeros complejos z =1 — 3i, w = =3 + 2i, t = —24¢ calcula
2z — 3t
w
Solucién:
Sustituimos:
22—3t 2-(1-3i)—3-(=2i) 2—-6i+6i 2-(—3—29) 6 4
frd frd frng = —— — —1
w -3+ 2 -3+ 2 9+4 13 13
Ejercicio 3. Calcular las raices cuadradas del nimero complejo —45 — 28i.
Solucién:
Llamando z +yi a la raiz debe cumplirse que (x +yi)? = —45 — 28i. Igualando partes reales e imaginarias

resulta el sistema:

2% —y? = —45
2zy = 28

Despejando y en la segunda ecuacion y sustituyendo en la primera:

1 1
y=—0 2 s st ase® 196 =0
X X

Despejando z2:

, —454+ /455 +4-196 —45+53 {x:—2
Tr = = =4 o

2 2 xr =



Para x = -2,y =7, y para x = 2, y = —7. Las dos raices son, por tanto, —2 + 7¢ y 2 — 7i.

Ejercicio 4. Escribe los siguientes numeros complejos en forma polar:
o —4
o 21
o =34
o —2+42V/3i

Solucién:

Para los tres primeros ntimeros la solucién es inmediata:
o —4=4.
0 2i=2./9

o =i =(Dsep2

¢ El cuarto complejo tiene como moédulo y argumento:
C2v3
-— =

pell

r=VAtri2=4;, tggp —V3 = p=120°

Por consiguiente —2 + 2v/3i = 4, /3

Ejercicio 5. Escribe en la forma bindmica los siguientes numeros complejos:
<& 17r/2
© 2700
o ly500
© 43000
Solucién:
< ].ﬂ-/g =1
© Horgo = —bi

o Tis00 = 1+ (cos 150° + isen 150° = —¥2 + 1j

o 43000 = 4 - c0s300° + i sen 300°) = 4 - (% - 73@) =92 2V/3i

Ejercicio 6. Calcular en forma polar las raices quintas de 1 — 1.
Solucién:

El médulo y argumento de 1 — ¢ son:

1
r=vVI+I=vZ  tgp= - = -1 L o= 315°

Asi que 1 — i = (v/2)3150. La primera raiz la obtenemos haciendo la raiz del médulo y dividiendo por 5
el argumento:

2= ()

63°



7 (o] .
Las restantes raices las calculamos sumando % = 72° a la anterior:

2= (V2) o 2= (V2) s 5= (V)0 5= (V)
1350 2070 2790 3510

Ejercicio 7. Calcular en forma bindmica las raices sextas de —1.
Solucién:

El nimero —1 en forma polar es 11gp0. Como en el caso anterior, la primera raiz sexta se obtiene haciendo
la raiz sexta del mddulo y dividiendo por 6 el argumento. Las restantes raices se calculan sumando

% = 60° al argumento se la raiz anterior:
3 1
21 = c0s30° + i sen 30° = g +5i

29 = c0s90° + isen 90° =i

V3 o1

z3 = cos 150° + 7 sen 150° = — + 5@'

1
z4 = c0s210° + 7sen 210° = 7\/3 - 52
z5 = €08 270° + isen 270° = —i

2
]

7

3
26 = c0s330° + i sen 330° = g

N =

Ejercicio 8. Calcula en forma bindmica (—1 — iv/3)°.
Solucién:

En primer lugar escribimos el complejo en forma polar:

_\/3_
— =

r=+v1+3=2: tgp = V3 P! p = 240°

Por consiguiente:
. 6
(—1 — ’L\/g)ﬁ = [(2)2400] = 6414400
Dividiendo el argumento por 360° encontramos el argumento equivalente 0°. Tenemos, por tanto:

6414400 = 6400 =64

Ejercicio 9. Calcula una expresion de cos 3y a partir de la formula de Moivre.
Solucién:
Para el dngulo triple, la férmula de Moivre tiene la forma:

cos 3¢ +isen g = (cos +isen )3

Para calcular cos 3¢ debemos calcular la parte real del segundo miembro. La parte real es la que contiene
las potencias 0 y 2 de la unidad imaginaria:

(cos p + isen go)?’ = cos® ¢ + 3i cos? psen p + 3i% cos psen? p + % sen® ¢

La parte real es

2

cos® p+ 342 cos psen” p = cos® @ —3cosp sen? %)



de modo que:

cos 3¢ = cos® v — 3cos psen? @

Ejercicio 10. El punto A1(3,5) es un vértice de un tridngulo equildtero centrado en el origen. Calcular
las coordenadas de los otros dos vértices Ay y As.

Solucion:

Los otros dos vértices los obtendremos girando A; angulos de 120° y 240° alrededor del origen:

1
(34 5i)(cos 120° + isen 120°) = (3 + 5¢) (_2 + égz)
3 3V3. 5. 53
= -+ —1— =1 — —
2 2 2 2
_ 3 5v3, (8V3 5),
T2 2 2 2
1
(3 4 5i)(cos 240° + isen 240°) = (3 + 5¢) (2 _ ?z
_ 3 3V3, 5. 5V3
2 2 T3
3, 5V3 3v3 5
_2+2+<‘2‘2>

Los puntos son:

A2< 3 5V3 3v3 5>; A3<_3 5V3  3V3 5)

5T T T 2




6. Geometria

Ejercicio 1.
o Calcular el punto medio del segmento de extremos A(5,—1) y B(—4,3).
o Calcular el punto simétrico de A(3,—1) respecto de P(6,—3).
Solucién:
o Sea M(x,y) el punto medio. Sus coordenadas son:

R N S I

X ;
2 2 2

El punto medio es M (%7 1)

o Sea A’'(z',y’) el simétrico de A respecto de P. Puesto que P es el punto medio de AA”:

3 /
zx :6 —t I‘lzg
-1 !

El punto simétrico es A'(9, —5).

Ejercicio 2. Dados los puntos A(k,—1), B(1,1) y C(3,2), calcular k de forma que los tres puntos estén
alineados.

Solucién:
Si los tres puntos estdn alineados, la pendiente de AB debe ser igual a la pendiente de BC:

1-(-1) 2-1 2 1
= —

1-k 3—-1 1—-k 2

maAB = MBc —>

y resolviendo esta ecuacion resulta k = —3.

Ejercicio 3. Calcular las ecuaciones implicita y segmentaria de la recta que pasa por el punto P(2,—2)
y cuya pendiente es —3.

Solucién:

La ecuacién de la recta en la forma punto-pendiente es:
y+2=-3(x-2)

La ecuacién implicita se obtiene pasando todos los sumandos al primer miembro:
3r+y—4=0

Las intersecciones de esta recta con los ejes de coordenadas son los puntos A (%,O) y B(0,4). Por con-
siguiente, la ecuacién segmentaria es:




Ejercicio 4. Calcular las ecuaciones punto-pendiente y explicita de la recta que pasa por los puntos
A(-1,-2) y B(0,5).

Solucién:
La pendiente de la recta es:

5—(-2)
= — = t
By
asi que la ecuaciéon punto -pendiente es:
y+2="7(x+1)

Despejando y se obtiene la ecuacién explicita:

y="7r+5

Ejercicio 5. Dados los puntos P(3,2) y Q(—2,4), y la recta v : y = 2z — 3 calcula la distancia:
o FEntre P y Q.
o De P ar.

Solucién:
¢ La distancia entre los puntos Py @ es:

d(P,Q)=+/(-3-22+ (4—2)2 =25+ 4 =129

¢ Para calcular la distancia de P a r escribimos en primer lugar, la ecuacién de r en forma implicita:
r: 2x—y—3=0
La distancia de P a res:

1

V5

2:3-2-3
221 (—1)2

d(Pv 7”) =

Ejercicio 6. Calcular la tangente del dngulo agudo que forman las rectas r: 3x —by+6=0ys: y=
—2x 4+ 1.

Solucién:
La primera recta tiene pendiente m; = % y la segunda my = —2. La tangente del dangulo agudo que
forman es:
3 _ (—2) 13
too— |59 |5 | —q3
5 +§<—m‘ -1

Ejercicio 7. ;Cudl ha de ser el valor de k para que las rectas t +3y —2 =0 y kx + 2y + 3 = 0 sean
paralelas? ;Y para que sean perpendiculares?

Solucion:

o Para que sean paralelas debe verificarse que:



o Para que sean perpendiculares:

1-k+3.2=0 = k=-6

Ejercicio 8. Calcular las ecuaciones de la paralela y la perpendicular a la recta 2x + 5y — 6 = 0 por el
punto P(—1,4).

Solucién:
La pendiente de la recta es m = 7%2.

¢ La ecuacion de la paralela es:

2

¢ Y la ecuacién de la perpendicular:

5)

Ejercicio 9. Calcular los vértices del triangulo cuyos lados estdn sobre las rectas:
r:ex—y—2=0, s:2x+3y—9=0, t: x2=0
Solucién:

Basta resolver los tres sistemas de dos ecuaciones y dos incégnitas formados con estas ecuaciones para
obtener los tres vértices:

9=
vy 0 —  A(3,1)
2x4+3y—9=0

-2 =
{‘” y 0 —  B(0,-2)
X

= ((0,3)

20 4+3y—9=0
rz=0

Ejercicio 10. Dados los puntos B(—1,3) y C(2,—1) escribe la condicion que deben cumplir las coorde-
nadas del punto A(x,y) para que el triangulo ABC' sea rectangulo en A.

Solucién:
Resolveremos el problema por dos procedimientos:

o Si el tridngulo es rectangulo en A los lados AB y AC son los catetos y el lado BC' la hipotenusa.
Si el punto A tiene de coordenadas x e y, por el teorema de Pitdgoras:
(z+1)°+ -3+ (-2 +y+1)*=2+1)°+(-1-3)
P42 +1492 —6y+9+2—dz+4+y>+2y+1=25
2202 + 2% — 22 — 4y —10=0
24y —x—2y-5=0



¢ Si el tridngulo es rectdangulo en A, las rectas AB y AC son perpendiculares, sus pendientes deben

cumplir la condicién de perpendicularidad 1+ mimg = 0:

m _y—3. m _y+1
AB_.’E"‘].’ AC’—x_2
y—3 y—+1

1 . =0

+1:—0—1 T —2

(z+1)(z—2)+(y—3)(y+1)=0

Py —r—2y—-5=0

La condicién que hemos obtenido es la ecuacién de una circunferencia que tiene como didmetro el

segmento BC.

B(-1,3)

A(x,y)

C(2,-1)




7. Segundo examen de geometria

Ejercicio 1. Calcular el drea del tridngulo formado por la recta 2x—5y+20 = 0 y los ejes de coordenadas.
Solucién:

Calculamos la interseccién de la recta con los ejes de coordenadas. La interseccion con el eje OX es la
solucién del sistema:

20 -5y +20=0
{ Tyt A(~10,0)
y=0
y la interseccién con el eje OY:
20 =5y +20=0
{ ToOUE —  B(4,0)
z=0

El area del triangulo es:

1
—2.10-4=2
S > 0 0

Ejercicio 2. Calcular en forma explicita la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(3,—1) y por el
punto de interseccion de las rectas 2z —y+5=0 e y = bax + 2.

Solucion:

Calculamos el punto de interseccién de las dos rectas resolviendo el sistema

2 — =
{x y+5=0 — 07

Yy =5bx+2

Ahora calculamos la ecuacién de la recta que pasa por los puntos A(3,—1) y B(1,7). La pendiente es:

T—(=1)
1-3

mAB = =—4

La ecuacién en forma punto-pendiente es:
y+1=—-4(z—-3)
Despejando y se obtiene la forma explicita:

y=—4x+ 11

Ejercicio 3. Hallar la ecuacion de una recta que corta a los ejes en segmentos de longitud igual y que
pasa por el punto P(6,8).

Solucion:

¢ Una manera de resolver el problema es utilizar la forma segmentaria de la recta:

r Yy
LY
aer

donde a y b son respectivamente la abscisa y la ordenada en el origen. Puesto que estos nimeros
deben ser iguales en valor absoluto, la ecuacién de la recta debe tener la forma
Y Y

T4Y%21 obien 2424 =1
a a a —a



§ §:1 — a=14 o bien
a a

—2=1 = a=-2

Como la recta debe pasar por el punto P(6,8) se verifica:
6
a a

Asi pues, las dos soluciones son:

X x
Ty

14" 14 oo 3t

<

¢ Otra posibilidad es tener en cuenta que las rectas que determinan segmentos de longitud igual son
las que tienen pendiente 1 0 —1 (las que forman dngulos de 45° o 135° con el eje de abscisas). Las
dos rectas son:

y—8=1(x—6) y y—8=—1(x—06)

¢ Otra posibilidad es utilizar la forma punto-pendiente de la recta. Puesto que debe pasar por el
punto P(6,8), a falta de determinar la pendiente, la ecuacién de la recta es:

y—8=m(z—6)

La abscisa en el origen de esta recta es

{y—Szm(a:—G) 8

y=0 m
y la ordenada en el origen:

y—8=m(x—6)
z=0

= b=8-6m

Estos dos niimeros deben ser iguales en valor absoluto:

=8—6m = 6m>?—2m—-8=0

6— 3
m
8 = 84+6m = 6m’>—14m+8=0

8
’6—’=|8—6m| — {
m 6_ 3

La primera ecuacién tiene como soluciones 2 y —1. La segunda ecuacién se verifica para % 1.

3
Asi pues tenemos tres soluciones:
4
y—8=—1(x—06) y—8=1(x—6) y—8:§(a:—6)
Puede comprobarse que la tdltima solucién, que no habiamos encontrado anteriormente, es una
recta que pasa por el origen y que, por lo tanto, determina con los ejes segmentos de longitud cero.

Ejercicio 4. Dados los puntos A(2,2) y B(5,—2). Hallar un punto P del eje de abscisas tal que el
tridngulo APB sea rectdngulo en P.

Solucion:

Puesto que el punto P estd en el eje de abscisas su ordenada es igual a cero. Sea P(z,0). Entonces:

_0-2 -2
mAP_ac—Q_x—2
0—(-2 2

— (=2) _

xr—95 r—5

Estas dos pendientes deben cumplir la condicién de perpendicularidad 1 + myms = 0. Por consiguiente

=1
= 0; (x—2)(x—5)—4=0; P —Tr+6=0 — {x 6
xTr =



Tenemos dos soluciones Py (1,0) y P»(6,0).

Ejercicio 5. Los puntos A(3,2), B(4,1) y C(—3,5) son vértices de un tridngulo. Comprobar que la recta
que pasa por los puntos medios de AB y AC' es paralela al lado BC.

Solucion:

La recta BC' tiene de pendiente:
5—1 4

-3—-4 7

mpc =
Los puntos medios de AB y AC son los puntos M (%, %) y N (O7 %) La pendiente de la recta M N es:

4

4
MmN = 2
MN = = —7T %
2

NI~1

[SJ[eY

o
[SIEN]

Las dos pendientes coinciden. Por tanto las dos rectas son paralelas.

Ejercicio 6. Calcular la distancia entre las rectas paralelas x +2y+4 =0 y 2z +4y — 1 =0.

Solucion:

<o Basta obtener un punto de una recta y calcular la distancia a la otra. Por ejemoplo, un punto de
la primera recta es P(0,—2. Su distancia a la segunda recta es:

g 2:04+4-(-2)—1] 9
V4 +16 V20

¢ También pueden escribirse las dos rectas con los mismos coeficientes de x e y:

20 +4y+8=0
2¢4+4y—1=0

y aplicar la férmula:

_lc=-c]  8—(=1) 9
VA2 B2 JiI+16 /20

Ejercicio 7. Dadas las rectas 3x +y —1 =0, 2x + ky — 8 = 0, determinar k para que formen un dngulo
de 45°.

Solucioén:
La primera recta tiene pendiente m; = —3 y la segunda mo = ’TQ Aplicando la férmula del dngulo de
dos rectas:

mi1 — Mo -3 + 2 2 — 3k

14+ mimso 1+ % 6+ k

Tenemos dos soluciones:

2 —
3k:1 = 64+k=2-3k = k=-1
6+k

23k

-1 = —6-k=2-3k = k=4
64k




Ejercicio 8. Hallar un punto de la recta y = x + 3 equidistante de la recta 3x —4y+3 = 0 y del eje OX.
Solucién:

Los puntos que equidistan de dos rectas se encuentran en sus bisectrices. Las ecuaciones de estas bisectrices
son:

3z —4y+3
V9 +16

Asi pues, las bisectrices son ¢ —3y+1=0,y 3x +y+ 3 =0.

\m

3z —4y+3 =05y
3z —4y+3 = -5y

El punto que buscamos se encuentra en la recta dada y = x + 3 y en uno u otra bisectriz. Las soluciones
se obtienen resolviendo los sistemas:

r—3y+1=0 3x+y+3=0
y=x+3 y=x+3

Las soluciones son los puntos P(—4,—1) y Q (—%, %)

Ejercicio 9. Dos de los vértices de un tridngulo equildtero son A(—3,1) y B(5,2). Calcular el tercer
vértice.

Solucién:
El lado del triangulo mide
P=0(-(-13)+02-1>=644+1=65

El tercer vértice es la interseccién de la circunferencia de centro en A y que pasa por B, con la circunfer-
encia con centro en B y que pasa por A. También podria obtenerse como la intersecciéon de la mediatriz
de AB con cualquiera de estas dos circunferencias. Entonces, el tercer vértice es la solucion del sistema

(z+3)*+(y—1)2 =65
(x—5)2+(y—2)* =65

Las soluciones de este sistema son los puntos

C<2+\/§’38\/§>. C,<2x/§73+8\/§>

2 2 ’ 2 2




A(4,9) B(-2,1)

Ejercicio 10. El lado de un rombo mide 5v/10 y dos vértices opuestos son los puntos A(4,9) y B(—2,1).
Calcular el drea del rombo.

Solucion:

Una de las diagonales mide:

d=1/(=2-4) + (1-9)’ = V36 + 64 = 10

La otra diagonal puede obtenerse por el teorema de Pitagoras:

D
5:\/250—25215 = D=30

El drea del rombo es:

D-d 30-10
:7:7:1
S 5 5 50




8. Recuperacion de Geometria

Ejercicio 1. Calcular la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(3,—2) y B(6,5) en las formas
punto-pendiente, explicita y segmentaria.

Solucién:
La pendiente de la recta AB es:
B % 5= (=2) 7

MAB

Az 6—3 3

de modo que la ecuacién de la recta AB es:
7

Para calcular la forma explicita de la ecuacion se despeja y y se obtiene:

7
y:§x—9

La ordenada en el origen es —9. Para calcular la abscisa en el origen hallamos el punto de interseccion de
la recta con el eje de abscisas. Este punto se obtiene resolviendo el sistema:

Y
y=g2-9 — 33:2—7
y=0 7

La ecuacién en forma segmentaria resulta ser:

+ L=

Ty
27T 9

e

Ejercicio 2. Calcular k para que los puntos A(—1,3), B(2,k) y C(6,—4) estén alineados. Calcular la
ordenada en el origen de la recta que pasa por los tres puntos.

Solucion:

Si los puntos estan alineados, la pendiente de la recta AB es igual que la pendiente de la recta AC.
Entonces:

k-3 k-3
map = ——= —F—
2+1 3 k—3
= -] = k=
—4-3 1 3 0
m = = = —
AC 6—(—1)

La recta que pasa por los tres puntos tiene pendiente —1. Su ecuacién es:
y—3=—-1(x+1) o bien y=—x+2

de modo que la ordenada en el origen vale 2.

Ejercicio 3. Calcular la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(3,3) y corta a los ejes de abscisas
y ordenadas en los puntos A y B tales que la longitud de OA es doble que la longitud de OB.

Solucion:



P(3,3)

2t

La pendiente de la recta puede ser % o 71 Tenemos dos soluciones

1 1
y=3=5@-3) y-3=-5(@-3)

También podria ocurrir que la recta pase por el origen puesto que en este caso determina sobre ambos
ejes segmentos de longitud cero. La solucion en este caso, seria:

y=x

Ejercicio 4. Calcular el drea del tridngulo de vértices A(—2,5), B(1,—-2) y C(7,10).
Solucién:

Podemos tomar como base la distancia AB y como altura la distancia de C' a la recta AB. La distancia
entre los puntos Ay B es:

d(A,B)=/(-2—=1)2+(5—(-2))2=v9+49 = V58
La pendiente de la recta AB es:

-2-5 -7

MAB = T (g~ 3

de forma que la ecuacién de esta recta es:

7
y—5:—§(x+2) o bien Tx+3y—1=0

La altura del tridngulo es la distancia del vértice C' a esta recta:

d 7-7+3-10—1 78
VT2 + 33 V58

El area del triangulo es:

1 78
S=_-V58 —— =39
2 NG

Ejercicio 5. Dados los puntos A(1,3) y B(5,—2). Hallar un punto P del eje de abscisas tal que el
tridngulo APB sea rectingulo en P.

Solucion:



sea P(z,0) el punto que buscamos. Las pendientes de las rectas AP y BP son:

-3 2

map = mpp = ——
T r—>5

-1’
Como estas rectas deben ser perpendiculares, debe cumplirse que

1+mapmpp =0

Sustituyendo
3 2 1 =3++v10
1- . =0 = 22-62-1=0 —
r—1 -5 {m2:3—\/10

Ejercicio 6. Calcular el punto simétrico de P(2,5) respecto de la recta r : 2 — 3y + 6 = 0.
Solucion:

Calculamos la perpendicular a la recta r por el punto P. Puesto que la recta r tiene pendiente %, la
perpendicular tendra pendiente % La ecuacién de la perpendicular es:

y—5:g(x—2) o bien 3x4+2y—16=0

La interseccién de la recta r con esta perpendicular (el pie de la perpendicular) es la solucién del sistema

r=-—, Y= _—

2 — 3y +6=0 36 50
et = ,
3z +2y—16=0 13 13

Este punto es el punto medio entre P y su simétrico P’. Las coordenadas de P’ las obtenemos de:

36 _2+a 46
13 2 T3
50 _5+y 0 35
13~ 2 Y =13

Ejercicio 7. Calcular un punto de la recta x +y — 1 = 0 equidistante de A(1,2) y de B(—3,5).
Solucion:

Sea P el punto que buscamos. Si equidista de A y B se encontrard en su mediatriz. La ecuacién de la
mediatriz es:

(-1 +(y—2?=(x+3)*+(y—5? obien 8r—6y+29=0

Como P debe encontrarse también sobre la recta y = —x + 1, sera la solucién del sistema:
8r —6y+29=0 23 37
= r=-— = —
Y= —z+1 1w YT

Ejercicio 8. Calcular el centro de la circunferencia que pasa por los puntos A(—1,2), B(5,3) y C(3,—4).
Solucién:

El centro equidista de los tres puntos. Puede calcularse como la interseccién de la mediatriz de AB y de
AC. La mediatriz de AB tiene por ecuacién:

(z4+1)2+(y—2)2=(z+3)%+ (y — 3)? — 120 +2y —29=0



La mediatriz de AC es:
(x+1)2+@y—-22=(x—-3%+(y+4)> = 2r—3y—5=0

El centro de la circunferencia es la solucién del sistema:

xr = y:——

122 +2y —29=0 97 1
—— —,
20 -3y —5=0 40 20




9. Examen de continuidad y limites

Ejercicio 1. Define asintotas verticales, horizontales y oblicuas.

Solucién:
x = x asintota de f(z) = TILH;O f(z) =00
y = Yo asintota de f(x) = zhﬂn;o f(@)=yo
y = max + b asintota de f(z) = lim [f(z) — (mz+b)] =0

T—00

Ejercicio 2. Demuestra que cuando x tiende a cero, el limite se senx entre x es 1.

Solucion:

tgx

senx

En la figura se ha representado un dngulo x sobre una circunferencia de radio 1. Si el radio es igual a
la unidad, la longitud del arco coincide con la medida del angulo en radianes. El seno y el coseno del
angulo son iguales a la ordenada y la abscisa del extremo del arco y asi se han representado en la figura.
También se ha representado un segmento de longitud igual a tgx.

De la figura se deduce que:
senxy <z < tgwx

y dividiendo por sen x:

T < tgx T < 1

= 1<
sen xr sen r Senx COS T

1<

Cuando z — 0:

1
1< lim —— < lfm — 1< lim

< < <1 =— lim =1
z—0senx ~ z—0 COST z—0 Sen x z—0 Sen x
y también:
., senx , 1 1
I =1 —=-=1
x—0 €T x — 1




Ejercicio 3. Explica qué es un punto de discontinuidad evitable y pon un ejemplo.
Solucién:

En un punto de discontinuidad evitable existe el limite de la funcién pero no coincide con el valor de la
funcién:

xo discontinuidad evitable = 3 lim f(x) # f(xo)

T—rTo

senx

Por ejemplo, = 0 es un punto de discontinuidad evitable de f(x) = porque existe el limite

. osenx
lim =1
x—0 €T

pero no existe la funcién en ese punto (puesto que se anula el denominador).

Ejercicio 4. Calcular los puntos de interseccion de la pardbola y = 3x? — 2x + 3 y la recta y = 2x + 2.
Representa grdficamente la pardbola y la recta.

Solucion:

Los puntos de interseccién se obtienen resolviendo el sistemas:
y=312-21x+3
y=2x+2

1 8

Asi se obtienen los puntos A4;(1,4) y As (g, g).

Con estos dos puntos se puede representar la recta. Para representar la pardbola debemos calcular el
vértice y los puntos de corte con los ejes. El vértice es:

La ordenada del vértice se calcula sustituyendo el valor de la abscisa que hemos obtenido en la ecuacién
de la parabola. En este caso no es necesario puesto que se trata de uno de los puntos de intersecciéon con
la recta. Resulta pues

1 8
V(s’:a)

Los puntos de corte con los ejes son las soluciones de los sistemas:

y=3x2—-2x+3
y=0

que no tiene solucién y. por consiguiente no hay puntos de interseccién de la parabola con el eje de
abscisas. La interseccién con el eje de ordenadas es:

= B(0,3)

y=3x2—2x+3
z=0

La representacion grafica es:



Ejercicio 5. Calcular el dominio de definicion de la funcién y = /5x — 2 — 222.
Solucién:
Para que exista la funcion el radicando debe ser positivo o cero:

Dominio = {xER | —2x2+5x—220}

Para resolver la inecuacién calculamos las raices. Estas resultan ser x; = % y 292 = 2. Puesto que el
coeficiente de 22 en el polinomio es negativo, éste sera positivo entre las raices (;por qué?). El dominio
es entonces:

1
Dominio = {z € R | —22° + 5z —2 >0} = [2,2}

Ejercicio 7. Calcular los siguientes limites:

lim (\/302—2:5—96); lim (3x_1>¢”

T—00 z—oo \ 2 + 4

Solucion:

) . (Va2 —2x —x)(Va? - 21+ x)
lim (\/x272z793> = lim
T—00 T — 00 Va2 — 9 +x

x? — 2z — 22

= lim ———
=00 /g2 — 2 — x
i —2x
= lim
=00 (/12 — 20 + x
., 2z
= lim —
r—o0 21
=1
3z —1\"
Ii —_ =0*=0
i (527)

Ejercicio 8. Calcular los siguientes limites:

) 37— 2\ . sen’zx
Iim ; Iim ——
z—oo \ 3z + 1 z—01 —cosx

Solucion:




El primer limite es una indeterminacién del tipo 1°°. Por consiguiente:

2z
lim (3:5_2) = lim e(5F-1)20

— lfm (FFETT)®

Tr—r00
-3 Vo,
— lim e(577)%
T—r00
, —6x
= lim e3z+1
Tr—r00
= 672

z . . . . 2
El segundo limite, aplicando las equivalencias senx ~ x y 1 — cosx ~ % resulta:

3 sen? z x?
lim ——— = 1lim — =2
z—=01 —cosx z—0 %

Ejercicio 9. Calcular las asintotas de la funcion:
2z +1
Y=g

Solucion:

Las asintotas verticales se obtienen entre los valores de & que anulan el denominador:

., ,  2x+1
x = —2 es asintota de la funcién porque lim =00
-2 12 — 4

, ., . 2z+1
r = 2 es asintota de la funcién porque lim — =
rx—2 4 — 4

La asintota horizontal se obtiene calculando el limite de la funcién cuando x tiende a oo

. 2z+1 )
lim 323 =0 = y=0 esasintota
z—oo 12 — 4

Puesto que hay una asintota horizontal no buscamos asintotas oblicuas.

Ejercicio 10. Calcular la asintota de la funcion

2?43
y_x2+1

Solucion:

Esta funcién no tiene asintotas verticales puesto que el denominador no se hace cero para ningun valor
de x. Ademds, no tiene asintota horizontal puesto que:
., x> +3
Im —— =
z—r00 2 +1

Busquemos entonces la asintota oblicua:

z3+3 3
3
m= lim 2L — 1im x3+ =1
b— 1 3 +3 _ i x3+3—x3—a:_l, —3:—}—3_0
Tabeo\ 2241 V) T BT 241 amee 2241

Por consiguiente, la asintota oblicua es y = .




10. Segundo examen de limites y continuidad

Ejercicio 1. Funcion continua. Casos de discontinuidad. Definicion y ejemplos.
Solucién:

La funcién f(z) es continua en el punto zg si

lm f(z) = f(zo)

T—xTo

es decir, el limite de la funcién en el punto coincide con el valor de la funcién en el punto. Para calcular
limites de funciones continuas, basta calcular el valor de la funcién.

Los puntos en los que la funcién no es continua se llaman puntos de discontinuidad de la funcién. Podemos
distinguir los siguientes tipos de discontinuidad:

¢ Discontinuidad evitable: existe el limite, pero no coincide con el valor de la funcién

¢ Salto finito: existen los limites laterales pero no coinciden.

2
y=< X -3x+5 six=#2
1 si x=2

y= -x2+4x-3 x<2
2
X -4x+8 x=2

¢ Discontinuidad esencial: no existe el limite de la funcién ni es infinito. Por ejemplo la funcién

1
f(x) =sen -

en el punto z = 0. Cuando la variable x se aproxima a este valor oscila entre +1 y —1 con una
frecuencia que tiende a infinito.




Ejercicio 2. Definir el numero e como limite. Demostrar que

Y In(1+ x)
x—0 x€X

=1
A partir de este limite, obtener la formula para calcular limites indeterminados del tipo 1°°.

Solucion:

El nimero e se define como el siguiente limite:

Tr— 00

1\* 1
e_1m10+)._mu1+@i
x z—0
A partir de esta definicién:

1
T

In(1 1
limM =lim —In(1+2) = h'n%)ln(l—i—x) =lne=1
z—

z—0 x z—0 2

en donde se ha aplicado la propiedad del logaritmo de la potencia. La equivalencia entre In(1 + z) y x
cuando z tiende a cero nos sirve para transformar los limites indeterminados del tipo 1°°:

sea el limite A = limu" donde u tiende a 1 y v tiende a oco.
A=limu’ = hA=limvinu=1lmvln[l+ (u—1)
Puesto que u — 1, u — 1 — 0 y In[1 + (u — 1)] es equivalente a u — 1. Entonces:

InA=limv(u—1) = A= elimo(u—1)

Ejercicio 3. Calcular los puntos de interseccion de la pardbola y = 222 —5x +1 y la recta y = —x — 1.
Representar grdficamente la pardbola y la recta.

Solucién:
Las coordenadas de los puntos de interseccién son las soluciones del sistema

=222 —br+1
{y o — 2P brtl=—2-1 = 227 4242=0 = 2*-22+1=0

y=-x—1

Esta ecuacién tiene una tnica solucién z = 1 a la que corresponde el valor y = —2. Asi pues el punto de
interseccién de la pardbola y la recta es (1, —2).

Para representar la parabola calculamos su vértice:

b 5

07 Tos 4
25 5 1
—9.22 5.2 1 _2°L
o=z gt g

17
3

{y:2x2—5x+1 N 75+\/ﬁ 757\m

Asi pues, el vértice es el punto V (%, — ) Las intersecciones con el eje OX son:

y:O T 4 ) To = 4

y la interseccién con el eje OY:

{y2x25x+1

=1
z=0 Y

Con estos datos, la grafica de la pardbola es:



2
y=2x -5x+1

Ejercicio 4. Calcular el dominio de las funciones

f— 2
Ly=v3-a? 2.y:1nx —4

Solucion:

¢ El dominio y = v/3 — 2?2 de la funcién es el conjunto
D={zcR | 3-22>0}

El polinomio 3 — 2 tiene dos raices, —v/3 y ++/3. Es facil ver que el polinomio es positivo entre
las dos raices. Por consiguiente:

D = [—V3,+V3]

El dominio de la funcién es el conjunto:

24
D=qxzeR | i >0
T+5
Para resolver la inecuacién hay que comparar los signos del numerador y del denominador. Las

raices del numerador son —2 y +2. La raiz del denominador es —5. Los signos estan reflejados en
el siguiente esquema:

La fraccién es positiva en los intervalos en que coinciden los signos del numerador y del denomi-
nador. Asf pues:

D = (=5,—2) U (2,0)

Ejercicio 5. Calcular los siguientes limites:

o lim o lim

zt =223+ —2 2t 4+ 4 + 522 + 4+ 4

52 23 + 422 —11lx — 2 T—=2 x4 + 423 + 422



Vi-z—1 o lm XF3

O}}E% T z—oo 2 4+ 1
o lim (m2+1>x o lfm P2l
z—oo \ 22 — 2 z—o00 3 — 312 4+ 2 — 1
1
L [(z+2\7? 22— Br 42
13“( 2x) i e
Solucion:

o Se trata de un limite indeterminado del tipo %. Debemos factorizar los polinomios y simplificar la
fraccién:

If _
20078 4 dz? — 1lz — 2 wod (z — 2)(2® + 62 + 1)

2t —223 4+ -2 ; (x —2)(z3+1)

3+ 1
=lim ———
=2 22 + 62 + 1
9
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¢ Lo mismo que el anterior, pero en éste es preciso simplificar dos veces:

o' +40® +ba? 44 +4 (x+2)(23 4+ 222 + 2 +2)

lim

lim

T2 xt + 423 + 422 a2 (x + 2)(a® + 222)
_ g B+ +2
o 'r—l>n—12 IS‘ —+ 2.1?2

(x+2)(z2+1)
R PP

2?41
= lim 5
r——2 €
_3
4

¢ Multiplicando y dividiendo por el conjugado:

Vi—z—-1 - WV1—-z-1)(H1-z+1)

. Ve i)

— lim 1l—a2—-1

=0 x(y/1—x +1)
= lim i

=0 p(y/1T— 2 +1)
— lfm ———

=0 /1T—z+1

1

T2

También puede calcularse el limite aplicando la equivalencia /1 —x ~ 1 — %x:

, V1i—-z-—1 , 1—%30—1 , —%x 1
hm —_— = hm = hm — =
z—0 xT z—0 xT z—0 I 2

¢ Se trata de una indeterminacién del tipo 1°°:

2 z 2 2 2 .
(241 C(Em)e_ o e,
lim = lim e\=*-2 = lim e «%2-2 = lfm e=?—2 =’ =1
T—00 1:2 — T—00 T—>00 T—00




¢ Es otro limite indeterminado del mismo tipo que el anterior:

1
, r+2)\ 2 , t2 1) _1 ) x+2—2x , 2_a , 1 1
lim ( ) = lim e( 1) — lim e22(z=2) = lim ¢22-2) = lime2= =¢34

Tx—2 2x r—2 x—2 x—2 r—2

Los restantes limites son muy sencillos. Basta comparar los grados del numerador y del denominador:

. 3r—+5
o lim —— =
z—oo 2 + 1

, 23 —2x+1
o lim =
zoo 3 — 322 + 22 — 1

2 —bx+2
o lim —— =

T—00 xt—1

0

Ejercicio 6. Calcular los siguientes limites:

oat =32 42 *
¢ lim o lim —
z—oo  dxd +2 x—o00 3%
.l . tglw
o lim — o i
r—o00 ¥ z—0 3x
et — 1 ., arsenx
o lim ——— o lim ——
r—oo 2 z—0 1 —cosx
o3 —2x+3 , sen® x
o lim —— o lim ———
z—oo 14 €% z—0cosx — 1
Solucion:
i xzt — 323 + 2 1
o lim = -
z—oo  4dxd +2 4
3
. x
o lim — =0
r—o0 e¥
, et —1
o lim 5— = 00
r—o00 I
a3 —2x+3
o lim =0
T—00 1 + e
2:8
o lim — =0
r—o0 3T
.t 2z , x? , T
x—0 33’; x—0 o x—0 3
., arsenx . L2
o llm ———— =1lim —- = lim — =

=01 —cosx =0 %2 20 T

, sen? x 22

o lim = lim —5 = -2
z—0cosr —1 2—0 _%

Ejercicio 7. Calcular las asintotas de las siguientes curvas:

1 23 +1

< = —— -
YTt CYT I 3042

Solucion:



¢ El denominador de la primera funcién no se anula para ningin valor de = y, por consiguiente, la
funcién no tiene asintotas verticales. Puesto que:

0

lim — =
la recta y = 0 es asintota horizontal de la funcién.

¢ El denominador se anula para x = 1 y x = 2. Entonces:

3
x 1
lim B =00 = x =1 es asintota vertical de la funcion
=122 — 32 + 2
23+ 1

m-———0———F=00 = z= 2 es asintota vertical de la funcién
rz—2 2 — 3x + 2

No hay asintotas horizontales puesto que:

, 23 +1
lim

wﬁoox2—3x+2zoo

Veamos si la curva tiene asintotas oblicuas:

If 2 +1 1
m=llm ——————— =
z—oo o3 — 322 + 22
341 3 4+1—2%+ 322 -2z
b= If _ 1. =1 =3
Facs (x2—3:c+2 a:) 2200 2?2 — 3z +2

Por consiguiente, la curva tiene una asintota oblicua y = x + 3.




