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1. (a) Show that

sin 20

— =tanf
1+ cos 26

(b) Hence find the value of cot § in the form a + bv/2, where a,b € Z.

Solucion:
(a)
sen20 2sen 6 cos 0 _ 2senflcos senf
14+cos20 1+4cos20—sen20  2cos26  cos®

tg 6

(b) Por la propiedad anterior:

sen % @ V2

T

tg—: - = =
3 2
8 1—|—Cos4 1+T 24+2
Entonces:
T 2442

cotg — = =14+V2

&3 V2

ANAA

2. Given A ABC, with lengths shown in the diagram below, find the length of the line segment CD.

diagram not to
scale

Solucion:

El angulo C' es agudo porque es uno de los angulos iguales de un tridngulo isésceles. Lo podemos calcular por el
teorema del seno:

5 7 7 sen 40°
= — senC = ——
sen40°  senC 5
Por otra parte en el tridngulo isésceles:
1
50D=5COSC; CD = 10cosC ~ 4,36
LYY

3. The radius of the circle with centre C' is 7 cm and the radius of the circle with centre D is 5 cm.
If the length of the chord AB is 9 cm, find the area of the shaded region enclosed by the two arcs
AB.



diagram not to
scale

Solucién:
El 4rea es la suma de dos segmentos circulares. En el circulo de la izquierda el angulo correspondiente al segmento
es:
© 4,5 4,5
sen — = ; = 2 arsen
2 7

y el area del segmento es

1 1
S1 = 57"2 (o —senyp) = 5 49 (o —sen )
De la misma manera, en el circulo de la derecha el dngulo es
4,5
0 = 2 arsen —
5
y el drea
1

So = 5 25 (0 — sen 0)

El 4rea total es aproximadamente 28,3 cm?.

ANAA

. The diagram shows a tangent, (T'P), to the circle with centre O and radius r. The size of POA is
6 radians.

(a) Find the area of triangle AOP in terms of r and 6.
(b) Find the area of triangle POT in terms of r and 6.
(¢) Using your results from part (a) and part (b), show that senf < 6 < tg#.



Solucién:
(a) S= %72 sen 6.
(b) Es un tridngulo rectdngulo:

1 1 1
S==r-PT=—-r-rtgd=—-r2tgf
2 2 2

(¢) Puesto que el drea del sector AOP es %7’26’:
Lo 1o 1o
57“ senf < 57‘ 0 < 57’ tgd = senf <0 <tgh

(LTS

5. The points P and @ lie on a circle, with centre O and radius 8 cm, such that POQ = 59°.

&

diagram
not to scale

Find the area of the shaded segment of the circle contained between the arc PQ and the chord
[PQ).

Solucion:

Sea ¢ el dngulo POQ en radianes. El drea del segmento circular es

1 1
S = 57“2(@ —senyp) = 5 64 (% — sen59°> ~ 5,52 cm?

ANAA

6. The vertices of an equilateral triangle, with perimeter P and area A , lie on a circle with radius 7.

Find an expression for % in the form f , where k € Z7.

Solucion:

Es facil ver que el lado ! del tridngulo equildtero es igual a rv/3. Entonces:

P 3 12 12 4
Ai%il\/gifﬂrir
AAAL

7. Let f(z) = sin 3x _cos 3x

sin coszT
(a) For what values of  does f(x) not exist?

$in 3 3
(b) Simplify the expression SIMOT CoSor
si

nx CcosT



Solucién:
(a) Cuando se anule senx o cosz, es decir x = km o x = § + km, k € Z.
(b) Desarrollando el dngulo triple:

sin3z  cos3z  sen(2z +z) cos(2z + x)

sinx cosx senx coszT
sen2x cosx + cos2xrsenx  COS 2x COS T — sen 2z sen x

senx Cos T

2 2

2senxcos?x + (cos?x —sen?x)senx  (cos? 2 2

x — sen? x) cos ¢ — 2sen” x cos T

sen x cos T
=2cos?x + cos®> x —sen’ z — (cos2 z — sen® x — 2sen? z)
=2cos?z + 2sen’
=2 (cos2 z + sen? x)
=2

LTS

. In the triangle ABC, ABC = 90° , AC =2 and AB = BC + 1.

1
a) Show that cos A —sin A = —.
(a) 7
(b) By squaring both sides of the equation in part (a), solve the equation to find the angles in the
triangle.

(¢) Apply Pythagoras’ theorem in the triangle ABC to find BC, and hence show that

VE—2

S111 1

(d) Hence, or otherwise, calculate the length of the perpendicular from B to [AC].

Solucion:
(o
S V2
a
h
A
B 1+
z+1 T 1
a) cosA—senA = - — = .
(a) V2 V2 V2
1 1 1
(b) cosQA—l—senQA—QsenAcosA:E; 1—sen2A:§; sen2A:5

y por tanto 24 = 30°, A = 15°, C' = 75°.
(¢) Aplicando el teorema de Pitdgoras:
24+ (z+1)2=2
222 +22—-1=0

x_7272\/§_\/§—1
42




10.

Sustituyendo:

senA:i:\/g_lz\/>_\/§

V2 22 4

(d) Teniendo en cuenta que y = (z + 1) sen A:

(BHDWE-v2) _ VIE-VE+VE-vE _ V2
8 8 4

ANAA

. Compruebe que

cos A +sen A
_— = 2A +tg2A
cosA—send ¢ tig
Solucion:

Multiplicando numerador y denominador por cos A + sen A resulta:

cosA+senA (cos A + sen A)? _cos? A+sen? A+ 2sen Acos A
cosA—senA  (cos A —senA)(cos A+senA) cos?2 A —sen2 A
y teniendo en cuenta que cos? A +sen? A =1, 2sen Acos A = sen2A y cos? A — sen? A = cos 2A:
1+sen2A 1 sen 2A
= +sen = sen =sec2A +tg2A
cos 2A cos2A  cos2A

(LTS

Dos discos, uno de 8 cm de radio y otro de 5 cm de radio, se colocan de tal forma que se estén
tocando. Se ata un trozo de cuerda alrededor de los dos discos, tal y como se muestra en el siguiente
diagrama.

la figura no estda
dibujada a escala

Calcule la longitud de cuerda que se necesita para rodear los discos.

Solucion:

Calculamos en primer lugar la longitud del segmento de tangente. Puede calcularse por el teorema de Pitagoras:

T =132 - 32 = V160 = 4V10 cm

El dngulo que forma la linea de los centros con el radio del circulo mayor es

3
cosp=— = ~ 1,34
® 13 P



y el que forma con el radio del circulo pequeno es ™ — .

La longitud de la cuerda debe ser igual a dos vece el segmento de tangente més la longitud de un arco de 2w — 2¢ en
el disco grande y un arco de 27 — 2(m — ¢) = 2¢ en el disco pequenio. En total

1=2-4vV104 827 —2¢) +5-2p ~ 67,5 cm

ANAA

11. (a) (1) Express cos (§ + z) in the form acosz — bsinz where a,b € R.
(11) Hence solve V3cosx —sinz = 1; 0<z<2m.
(b) Let p(z) =223 — 2?2 — 22+ 1.
(1) Show that x =1 is a zero of p.

(11) Hence find all the solutions of 223 — 22 — 2z + 1 = 0.
(111) Express sin 26 cos § + sin® § in terms of sin 6.
(1v) Hence solve sin 26 + sin®?6 = 1 for 0 < 0 < 2.

Solucion:

3 1
(a) (1) cos (E + x) = cos = cosz — sen — senz = £ cosT — —senx
6 6 6 2 2
(11) Dividiendo los dos miembros de la ecuacién por 2:

V3cosz —sinz =1

V3 ) 1

— cosx — —sinx = —

2 2 2

™

cos(ng:r)—f

7rJr ™ 7rJr bm
—+x=—; —4r=—
6 3 6 3

3

las soluciones son x = % yxr= 5.

() (1) p(1)=2-1-24+1=0.
(1) Siz =1 es una raiz del polinomio, z — 1 es un factor y podemos escribir
pe) =20 -2 -2 +1=(2—1)(22%2+z—1)
Igualando a cero ambos factores obtenemos las soluciones x =1,z = -1y z = %
(111) Sustituyendo sen 20 = 2sen 6 cos 6:

2senf cos @ - cos O + sen? 6 = 2sen 0 cos? +sen? 0
= 2sen (1 — sen? §) + sen? 6
= —2sen® 0 4 sen? 6 4 2sen §
(1v) Podemos escribir la ecuacién:
2sen®d —sen?H — 2senf +1 =0

cuyas soluciones son segin hemos visto senf = —1, senf = 1 y senf = %
Las soluciones para el dngulo son 0 = 37”, 0=Z,0= % y 0= S5m

6
LT

us
2

12. A rectangle is drawn around a sector of a circle as shown. If the angle of the sector is 1 radian and
the area of the sector is 7 cm?, find the dimensions of the rectangle, giving your answers to the
nearest millimetre.



diagram not to scale

Solucién:
La base del rectdngulo es igual al radio. Puesto que el drea del sector es 700 mm?

1 1
§ﬂ¢:5ﬁ:7m = r=+/1400 = 10v/14 ~ 37 mm

La altura del rectdngulo es igual a la longitud de la cuerda correspondiente al arco del dibujo. Llamando [ a esta
longitud:

l

5= rsen0,b6 =— [=2-10vV14sen0,5 ~ 36 mm

(LTS

13. (a) Given that:

1 1 1
arctan | = | + arctan [ = | = arctan | —
5 8 D

where p € Z, find p.
(b) Hence find the value of

1 1 1
arctan (2> -+ arctan (5) + arctan (8) .
Solucion:

(a) Aplicando

artgx + artgy = artg rry
1—zy
resulta
1 1 t+1 3 1
artg — + artg — = artg 1 = artg 55 = artg —
5 8 1-z-3§ 0 3

Por consiguiente p = 3.

(b) Aplicando el resultado anterior:

=
vol-| +
Wl

t71+ t71+ tfl— t71+ tfl— t, = artgl = —
ar ar ar = ar ar = ar = ar =
g2 g5 gg g2 gg g g

1—

=

ANAA
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14. A circle of radius 4 cm, centre O, is cut by a chord [AB] of length 6 cm.

diagram not to scale

(a) Find A/O\B, expressing your answer in radians correct to four significant figures.
(b) Determine the area of the shaded region.

Solucién:
(a) Llamemos ¢ al dngulo:

3 3
sen v_2 — @ =2 arsen — ~ 1,696
2 4 4

(b) El drea del segmento estd dada por

1
S = 57”2 (¢ — sen ) ~ 5,63 cm?

ANAA

15. (a) Solve the equation 3cos?z — 8cosx + 4 = 0, where 0 < o < 180°, expressing your answer(s)
to the nearest degree.
(b) Find the exact values of secx satisfying the equation 3sec*r — 8sec?x + 4 = 0.

Solucion:

(a) Despejando como en una ecuacién de segundo grado:

846448 8+4 4+2
o 6 6 3

Cos T

La solucién mayor que 1 no es valida. Entonces cosx = % y & >~ 48°.
(b) Resolviendo como en el apartado anterior:

)
sec” r = ———
3

y encontramos sec?z = 2 y sec?z = % Ahora, teniendo en cuenta que la secante es mayor o igual que 1 o
menor o igual que —1:

Ser:—\/i; SeCIlZ:\/§
AMAA

16. The triangle ABC'is equilateral of side 3 cm. The point D lies on [BC] such that BD =1 cm. Find
cos DAC

Solucion:
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A B
3

Calculamos la longitud de AD por el teorema del coseno:
AD?*=324+12-2.3.1-c0s60°=7 = AD=+7cm
Ahora calculamos DAC de nuevo por el teorema del coseno:

94 T7—4 2
cosDAC—72'3.ﬁ——ﬁ
(LY L)

17. (a) Dibuje aproximadamente el grafico de y = ’cos%‘ para 0 < x < 8.

1
(b) Resuelva ‘cos g‘ =3 para 0 < x < 8.

Solucion:

(a)

151

0.51

0.5

(b) La ecuacién es equivalente a:

T ™ 4m
T =% +2kr x= 4 8km
cos T == == 4 3 3 ; keZ
4 %z‘%’-ﬁ-?kﬂ a:zon’T-l—Skﬂ'
2w 8w
x 1 L — 28 4 2k x = S + 8km
cos — =—— = 4 43 13 ; keZ
4 2 T =3 +2kn x:%—l—Skw
Esta es la solucién general, las soluciones comprendidas entre 0 y 87 son %’, 8?", wT” y 207”.

ANAA
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18. La siguiente figura muestra dos circulos que se cortan, de radios 4 cm y 3 cm. El centro C' del circulo
pequertio esta situado en la circunferencia del circulo grande. O es el centro del circulo grande, y los
dos circulos se cortan en los puntos A y B

Halle:
(a) BOC;
(b) el drea de la regién sombreada.
Solucidn:
(a) Llamemos ¢ = BOC:
1,5 1,5
sen L = 2 = ¢ =2arsen — ~ 0,769
2 4 4

(b) La regién sombreada estd formada por dos segmentos circulares de amplitud ¢ sobre un circulo de 4 cm de
radio. El area serd igual a

1
S=2-. 57'2(<p—sen<p) ~ 1,18

ANAA

19. Halle todas las soluciones de la ecuacién tan z + tan 2z = 0 donde 0° < x < 360°.

Solucion:

2tanx
tanx + ———— =
1—tan?z

tanx(lftan2x)+2tanm20

tanx (?)ftan2 :E) =0
tanz =0 =— x=0° x=180°
tanz =v3 = z=60°, z=240°

tanz = —V/3 = =z =120°, z =300°

ANAA

20. En el tridngulo ABC, BC = /3 cm, ABC =0y BCA=Z.
(a) Muestre que la longitud:

3

AB= ——————
V3 cos + sen §
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(b) Sabiendo que AB alcanza un valor minimo, determine el valor de 6 para el cual sucede esto.

Solucion:

B

(a) Aplicando el teorema del seno:

AB V3 V3. 3
= — AB = =
sen60°  sen(120° — 0) ? cosf + % senf  V/3cosf +senf

(b) Para que sea maximo, la derivada debe ser cero:

; —3(—+/3sen 6 + cos ) —0
" (V3BcosO+send)2

—V3senf 4 cos =0

—V3tanf+1=0

1
tanf = — =— 6 =30°

V3
LT

21. En el tridngulo ABC, AB =5 cm, BC =12 cm, ABC = 100°.
(a) Halle el drea del tridngulo.
(b) Halle AC.

Solucion:

100 19

(a) Elérea de un tridngulo es igual a la mitad del producto de dos de sus lados por el seno del dngulo comprendido:
1
S = 5 -5-12-sen100° ~ 29,5 cm?

(b) Por el teorema del coseno:

AC? =52 4+122 -2.5-12¢0s100° = AC ~13,8cm

ANAA
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22. El granjero Bill posee un terreno rectangular de 10 m por 4 m. Bill ata una cuerda a un poste de
madera situado en una esquina de su terreno, y ata el otro extremo de la cuerda a su cabra Gruff.

(a) Sabiendo que la cuerda tiene una longitud de 5 m, calcule el porcentaje del terreno de Bill en
el que Gruff puede pastar. Dé la respuesta aproximando al niimero entero mas préximo.

(b) Bill sustituye la cuerda de Gruff por otra que tiene una longitud a, 4 < a < 10, de modo que
ahora Gruff puede pastar exactamente en la mitad del terreno de Bill.

Muestre que a satisface la ecuacion:
4
a? arsen () +4+v/a? — 16 =40
a
(¢) Halle el valor de a.

Solucion:

10

(a) El drea que alcanza la cabra puede descomponerse en un tridngulo y un sector, Ademds
4 4
cos(90° — p) =senyp = g = @ = arsen 5
El érea es:
1 1 4
S==-.3-44+=.5%. arsen— ~ 17,6
2 2 5

lo que supone un 44 % de la superficie total.

(b) En este caso, el drea debe ser igual a 20:

a?—16
4
a
'Z
10
Como en el caso anterior:
. 4 4
cos(90° —p) =senp = - = @ = arsen —
a a
Entonces el drea cumple:
1 1, 4 ,
§~4~\/a2—16+§~a - arsen — = 20 o bien
a

4
4v/a? — 16 + a? arsen — = 40
a
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(¢) La ecuacién se resuelve con la calculadora y resulta a = 5,53.

ANAA

23. La siguiente figura muestra un sector circular, donde AOB = r radianes y la longitud del arco
AB = % cm. Sabiendo que el 4rea del sector circular es igual a 16 cm?, halle la longitud del arco
AB.

| b2

Solucién:
Como la longitud del arco es el radio por el d4ngulo en radianes tenemos que
2 2
—=re = r=—
x x
El 4rea del sector es la mitad del arco por el radio (o la mitad del radio al cuadrado por el dngulo). asf:

12 2
=——— x=2
222
y la longitud del arco es 1 cm.

(LTS

16

24. Resuelva la ecuacién sen 2z — cos2x = 1+ senx — cosx para © € [—m, 7).

Solucion:

2z =1+senz —cosx

2

2senx cos T — cos z + sen

2senzcosw —cos’z +1—cos’z =1+senx — cosx

2senxcosx — 2CoS% T = SeNT — COS T

2cosz(sen T — coST) = senx — CoS T

(senz —cosz)(2cosz — 1) =0

Y de aqui

senx —cosx =0 — x=

2cosx—1=0 = z=

ANAA
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25. Una funcién viene dada por f(z) = Asen(Bz)+C , —7 <z < 7, donde A, B,C € Z. En la siguiente

figura se representa el grafico de y = f(x).

.l.
6
L
-5
(59
. 34 P \\
ra\ ra\
."III’ III'4 T i III'
.'II j'. | II." 'lIII
1 II|I l i IIII II|I
. | 0\ y
T | T T T T T ] T T T
- LA T o a T ; T 3n T
L 4 2 4 V42 4
v \
vy -1 N
T
—.-1
L] (G

(a) Halle el valor de A, By C.
(b) Resuelva f(z) =3 para 0 <z <.

Solucién:
(a) El periodo es m de modo que B = 2, la amplitud es 3, pero A = —3 porque se han cambiado los signos de la
funcién (3sen 2z seria positiva entre 0 y 7T y negativa entre —7 y 0). La onda se ha desplazado dos unidades

hacia arriba asi que C = 2.
La funcién es f(z) = —3sen(2z) + 2.
(b) Hay dos puntos de interseccién = 1,74 y = = 2,97. Se obtienen con la calculadora.

ANAA

26. El tridngulo ABC tiene un 4rea de 21 cm?. Los lados AB y AC tienen una longitud de 6 cm y
11 cm, respectivamente. Halle los dos posibles valores de la longitud del lado BC.

Solucién:
Puesto que el area del tridngulo es
1 2-21 7
S=-AB-AC-senA — senA=_—- = —
2 6-11 11

Hay dos dngulo que tienen este valor del seno, uno agudo y otro obtuso, uno com el coseno positivo

4
COSILX:Ul——g:B—\/5
121 11

6\/5_

y otro con el coseno negativo — 11
Ahora podemos calcular los dos valores posibles de BC' por el teorema del coseno:

6v2
BCQ:62+112—2-6-11~% — BC ~743cm

6v/2
6v2 BC ~ 16,1 cm

BC?=624112+2-6-11- o

ANAA



27. Considere la ecuacién:

\/§_1+\/§+1=4\/§;

senx CosT

™
0< < =
=3

Sabiendo que

7r_\/6+\/§

SQHE = 74 y [€0)] E = 1

(a) Verifique que = {5 es una solucién de la ecuacién.

(b) A partir de lo anterior, halle otra solucién para 0 < a <

Solucién:
(a) Sustituyendo

V3-1 V341 _ V3-1 v3+1 4
V62 T VEiv2Z T VRGBS | VEGBHL (2
4 4 4 4

(b) Teniendo en cuenta la identidad

asenz + bcosz = Asen(x + ¢)

donde A = Va2 + b2 y ¢ se puede determinar por a = Acosp y b = Asen .

Teniendo esto en cuenta, escribamos la ecuacién:

senx + cos T
(\/§, 1) cosz + (\/§+ 1)senz = 4vV2senzcosz
(V3+1)senz 4 (V3 —1)cosz = 2v/2sen 2z
En este caso
A:¢u@+n2+u@—n2:¢§:m@

Entonces, la ecuacién la podemos escribir:

2 = ;
2v2sen(z + ) = 2v2sen 2z — {$ g

Sl=

2w=m— (x+);

Como conocemos una solucién z = ¢ = -5, la otra solucién es:

127
T 1w 1z

3r=1mn— — = — = —
12 12 36

ANAA

ol

C4V2 42
T2 2
T =

Jx=mm—¢
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28. ABCD es un cuadrildtero en el que AB = 6,5; BC =9,1; CD = 104; DA=78y CDA = 90°.
Halle ABC, y dé la respuesta aproximando al niimero de grados méas préximo.

Solucion:

6.5 B

7.8

9.1

D 10.4



Calculamos AC por el teorema de Pitagoras y después el angulo ABC por el teorema del coseno:
AC? =7,8% 410,42

6,52 +9,12 — AC?
2.6,5-9,1

COS@ =

El angulo es de 112°.

ANAA
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