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1. (4 puntos)
Given that

Z —
242

2 —1, zeC
find 7z in the form a + ib.

Solucion:

Despejando z:
z=(z+2)(2—1)
z=2z—1z+4—2i
—z4+iz=4—-2

4—2q
z =
—141
Para calcular el cociente multiplicamos y dividimos por el conjugado del denominador:
(4—2i)(-1—i) —4—-2—-4i+2 —6-2i .y
= = = = —0—1
(—1+4)(-1—14) 2 2
AAAL

2. (22 puntos)
(a) Write down the expansion of (cos + isinf)? in the form a + ib , where a and b are in terms
of sin@ and cos 6.
(b) Hence show that cos 30 = 4 cos® 0§ — 3 cos 6.
(¢) Similarly show that cos 50 = 16 cos® 6 — 20 cos® 6 + 5 cos 6.
(d) Hence solve the equation cos 560 4 cos 30 + cos@ = 0 , where 6 € [—%, g}
(e) By considering the solutions of the equation cos 50 = 0 , show that

T 54+5
oS — = {| ———
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and state the value of cos %.

Solucién:
(a) Desarrollamos por la férmula de Newton:
(cos @ + isen 0)> = cos® 0 + 3i cos? 0 sen 6 + 3i% cos @ sen? 6 + i3 sen® §
=cos® 0 — 3cosfsen? 0 + i (5 cos? O sen 6 — sen® 0)
(b) Puesto que
(cos @ + isen 0)> = cos 30 + i sen 30
Entonces, Igualando las partes reales
cos 30 = cos® 0 — 3cosfsen? 6 = cos® O — 3cos O(1 — cos? §) = 4 cos® § — 3cosf
(¢) De la misma manera:
cos 50 44 sen 50 = cos® 6+ 5i cos @ sen 64 1042 cos® sen? 64 1043 cos?  sen® 6 4 5i cos § sen 6 44° sen® 6
Igualando partes reales:
cos 50 = cos® @ — 10 cos® sen? 0 + 5 cos O sen” 0
= cos% 0 — 10 cos3(1 — cos? 0) + 5 cos (1 — cos? 0)?
= cos® 6 — 10 cos® (1 — cos? ) + 5cos (1 + cos 0 — 2 cos? 6)
=16 cos® 0 — 20 cos® 0 + 5 cos 0



(d) Sustituyendo en la ecuacién:
cos 50 4 cos 30 + cosf = 0
16 cos® 6 — 16 cos® 6 + 3cosf =0
cos (16 cos* § — 16 cos? 0 +3) =0
Resolviendo obtenemos § = £7, 0 = :i:% uf= :i:%

(e) Por una parte tenemos que

2k
cosbhd =0 — 59:ii+2k‘ﬂ' B 0=i£+—7r
2 10 5
Ademas
coshd =0 = 16cos®0 — 20cos> 0 + 5cosb
cos 0(16 cos* 6 — 20 cos? 6 + 5)
2, 20+£./400—320 5++/5 . B
cos“ 6 = = o bien cosf =0
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Como la solucién 1% es la més préxima a cero debe ser la que corresponde al valor mas grande del coseno:

Puesto que el dngulo %’ es solucién de la ecuacién, su coseno serda uno de los valores obtenidos. Como esté en

el segundo cuadrante debe ser negativo y diferente en valor absoluto del de 1L0 (pues no son suplementarios).
Por consiguiente:

T 55
cos — = —
10 10

LT L)

3. (6 puntos)

The complex numbers z; = 2 — 2i and 2, = 1 — v/3i are represented by the points A and B
respectively on an Argand diagram. Given that O is the origin,

(a) find AB, giving your answer in the form a\/b — /3, where a,b € Z;
(b) AOB in terms of .

Solucion:

(a) |AB| = |22 — 21| = |1 = V3i — 2+ 2i| = | — 1+ (2 — V3)i|
Calculamos el médulo de este complejo:

4B = /(-1)2 + (2= V3)? = /s —avE=2y/2- V3

(b) Por el teorema del coseno:

s AOB = 8+4-42-V3) _1+V3 V2416

2-/8-2 2v2 4
Para calcular el dngulo escribimos el coseno de la siguiente forma:
— 2 1 2 3
cosAOB:£-7+ \[-izcos(EfE) = cos —
2 2 2 2 3 4 12

y por consiguiente AOB = = .

12
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4. (20 puntos)

(a) Factorize z3 + 1 into a linear and quadratic factor.



(b) Let
_ 14+iv3
= T.

(1) Show that «y is one of the cube roots of —1.
(11) Show that 2 =~ — 1.
(111) Hence find the value of (1 — )S.
(¢) The matrix A is defined by

1
=62
¥

Show that A2 — A+ I = 0, where 0 is the zero matrix.
(d) Deduce that

(1) A3 = —1I;

() A=t =1-A.

Solucion:

(a) Es claro que —1 es una raiz y, por consiguiente, z + 1 es un factor del polinomio. Efectuando la divisién
obtenemos

P24l=(+1)(z2-24+1)

(b) (1) en forma polar v = 1z. Entonces

3
3 _ — —

(1) Calculamos v2:

2
2 _ _
~ 7(1%) = Lrmen

() (1=7)° = (= 1° = () =712 = (1) = Lin =1

c eniendo en cuenta que v y = son complejos conjugados y, por tanto:
Teniend t i lej jugad tant

=2Rey =1

=(1-7?=7"+1-2y=y-1+1-2y=—y

(v N[ WN\_ (P vF3\_ (-1 1
o L1)lo L 0 1 0 _
v v 72 T

Entonces:
9 _(y—-1 1Y\ (v 1 1 0 0 0
= (g0 )= )46 )-0 o)
AB=A A2 =AA-D=A2-—A=A—T-A=-I

(d) (1) Puesto que A2=A—T:

(11) En efecto
(I-AA=A-A’=A—A+1=] = A l1=1-A4A

LT L)



5. (7 puntos)

If 21 = a+aV/3i and 2z = 1 — i, where a is a real constant, express z; and 2z, in the form rcisf, and

6
. 21 . .
hence find an expression for <> in terms of a and 3.
22
Solucion:
Claramente 21 = 2a cis% y 22 =V/2cis (—%) Entonces:

21 2a . /m 0w T
—:—01s<7+7>:a 2 cis—
4 12

z2 \/i 3

Efectuamos ahora la potencia

6 6
7 7 3
2 =(av2 cis—7r = 8a® cis—7r = 8a® cis—7r = —8ab%;
29 12 2 2

LT LT

6. (6 puntos)
Given that z is the complex number x + iy and that |z| + 2 = 6 — 24, find the value of z and the
value of y.

Solucion:

Podemos escribir la igualdad como
lz| +2=6—2i; V2+yi+xz+iy=6—2
Igualando las partes imaginarias se obtiene y = —2: Sustituyendo

V2 +4+2=6

22 4+4=36+2>—12z
122 = 32

8
r= -
3

ANAA

7. (7 puntos)
Sabiendo que (4 — 5i)m + 4n = 16 + 15i , donde i2 = —1 , halle m y n si
(a) m y n son ntmeros reales;
(b) m y n son numeros complejos conjugados.

Solucion:

(a) Igualando partes reales e imaginarias resulta

4 4n = 16
{m+n — m=-3; n=7

—5m =15
(b) Llamando m =a+biy n=a — bi:

(4 — 5i)(a + bi) + 4(a — bi) = 16 + 156
da + 4bi — 5ai + 5b + 4a — 4bi = 16 + 156

Igualando partes reales e imaginarias:

8 5b = 16
at — a=-3; b=8
—b5a =15

La solucién es m = -3+ 8iy n = —3 — 8i.

ANAA



8. Apartado A (12 puntos)
(a) Sabiendo que (x + iy)? = =5+ 12i, x,y € R. Compruebe que:
(1) 22 —y? = =5;
() 2y =6
(b) A partir de lo anterior, halle las dos raices cuadradas de —5 + 12i.
(¢) Compruebe que para todo nimero complejo z, (2*)? = (22)*.
(d) A partir de lo anterior, escriba las dos raices cuadradas de —5 — 12i.

Solucién:
(a) Desarrollando (z + iy)?:
—5+412i = (x + iy)? = 2% +i%y? + 2zyi = 2® — % + 2zyi
E igualando las partes reales e imaginarias se obtiene:
7y =-5; zy =6
(b) Resolviendo el sistema por sustitucién y = g:

36
w2—7:—5

at +52% —36=0
22 =4; z? = —9 (no vélida)
Asi pues las dos raices son 2 4 3iy —2 — 3i.

(¢) Veamos que los cuadrados de dos ndmeros conjugados son también nimeros conjugados:
(a+bi)? = a? — b% + 2abi
(a—bi)?2=a? b2 —2abi = (2*)?= (z2)*

(d) De acuerdo con lo anterior, las raices de —5 — 12¢ serdn 2 — 3¢ y —2 + 3i.

Apartado B (17 puntos)

La grafica de una funcién polinémica f de grado 4 se muestra a continuacién.

(-4, 0) (2,0$) =

(0,-32)

(a) Explique por qué, de las cuatro raices de la ecuacién f(x) = 0 , dos son reales y dos son
complejas.
(b) La curva pasa por el punto (—1,—18). Halle f(z) de la forma

f(z) = (z —a)(z —b) (2 + cx + d)

donde a, b,c,d € 7Z.
(¢) Halle las dos raices complejas de la ecuacién f(z) = 0, expreséndolas en forma cartesiana.
(d) Dibuje con precisién las cuatro raices sobre el plano complejo (el plano de Argand).



(e) Exprese cada una de las cuatro raices de la ecuacién de la forma re’.
Solucién:

(a) Un polinomio de grado 4 tiene 4 raices reales o complejas. De la figura se desprende que el polinomio tiene
dos raices reales 1 = —4 y x2 = 2. Ademads estas raices son simples pues si fuesen multiples la grafica de la
funcién seria tangente al eje de abscisas en alguno de esos puntos. Solamente hay dos raices reales simples. Las
otras dos raices deben ser complejas.

(b) Puesto que tiene raices —4 y 2, la funcién puede escribirse:
@) = (2 +4)(@ = 2)(2? + ez +d)

Como f(0) = —32 resulta —8d = —-32y d =4.
Y como f(—1) = —18:

—18=3-(-3)(1—c+4); -18=-9(5—-¢) = c¢=3
La funcién puede escribirse:

flx)=(z+4)(z— 2)(3U2 + 3z +4)

(LTS

9. (6 puntos)
(a) If w =2+ 24, find the modulus and argument of w.

om . . o e
(b) Given z = cos - +isin 5 find in its simplest form w?*2°.
Solucién:
(a) El médulo es 2v/2 y el argumento es I
(b) w26 =64, - 155 = 646, = 64.
(LY 1)
10. (7 puntos)
Given the complex numbers z; =1+ 37 and 2z = —1 — 4.
(a) Write down the exact values of |z1| and arg(z2).
(b) Find the minimum value of |21 + azs|, where a € R.
Solucién:
(a) |z1] = V10, arg(zs) = %‘.
(b) 21 +az2=1—a+ (83— a)i. El médulo de este nimero es:
y =z +az|= /(1 - )2 + (3 -a)?
Para que sea minimo:
dy 21 -o)(-1)+2B —a)(-1) _ 200 — 4 _
da 2y/(1—a)? + (83— a)? VI -a)2+(B-a)?
Y, por consiguiente, v = 2.

ANAA

11. (18 puntos)

(a) (1) Express each of the complex numbers z; = V341, 2o = =3+ i and z3 = —2i in
modulus-argument form.
(1) Hence show that the points in the complex plane representing z;, zo and z3 form the
vertices of an equilateral triangle.
(111) Show that 25" 4 23" = 2237 where n € N
(b) (1) State the solutions of the equation 27 = 1 for 2z € C, giving them in modulus-argument
form.



(1) If w is the solution to z7 = 1 with least positive argument, determine the argument of

1+ w. Express your answer in terms of 7.

2
(1) Show that 2% — 2z cos <77T) + 1 is a factor of the polynomial 27 — 1. State the two other

quadratic factors with real coefficients.

Solucion:

(a) (1) 21 =2300, 22 = 21500 ¥ 23 = 22700

(11) Los afijos son los vértices de un tridngulo equildtero centrado en el origen porque los tres complejos tienen

el mismo médulo y sus argumentos difieren en 120°.

(111) Primero calculamos

Z:’%n = (22700)3n = (8n)2700.3n = (Sn)goon

Entonces

Zzlgn +Zgn = (2300)3n + (21500)3n = (Bn)goon + (Bn)4500n = (Sn)goon + (Sn)goon =2 (Sn)goon = 2"52“

(b) (1) Las raices séptimas de 1 son

121977"; k:O71’29374’596
7

(1) El argumento de 1+ 12 es %. Es facil ver por qué si se interpreta la suma vectorialmente.
7

(1) Multipliquemos dos de los factores correspondientes a raices conjugadas::

2 2 2m
(z712l>(zfl_2l>:z 7Z<127r+1_277r>+122 —2zcos — +1
7 7 7 7

T

Hemos tenido en cuenta que la suma de un complejo mas su conjugado es igual a dos veces la parte real.

Los otros factores serdn z2 — 2z cos 477’ +1y 22 —2zcos 67” + 1.

ANAA

12. (4 puntos)

One root of the equation x2 4 ax +b = 0 is 2+ 3i where a,b € R. Find the value of a and the value

of b.

Solucion:

Sustituyendo obtenemos:

(2432 +a(2+3i))+b=0
—5+12i4+a(2+3i))+b=0

Igualando a cero la parte imaginaria y la parte real resulta a = —4 y b = 13.

ANAA

13. (7 puntos)
Considere los niimeros complejos u =2+ 3i y v = 3 + 2i.

(a) Sabiendo que
1.1 10

u v w

exprese w de la forma a + bi, a,b € R.

(b) Halle w* y expréselo de la forma re®.

Solucion:
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(a) despejamos w:

1 1 10 U+ v 10 10uv

— + -=— = — — w =

u v w uv w u—+v
Sustituyendo:

10uv  10-13¢ 267 264(1 —1)

u+v 5+ 51 1+1 2

=13i(1 — i) =13+ 13i

w* =13 —13i = 13v/2 - e 1!

LT

14. (20 puntos)
Considere z = r (cosf + isend), z € C

(a) Utilice la induccién matemdtica para demostrar que 2" = r™ (cosnf + isennf), n € Z*.
(b) Sabiendo que u=1++3iyv=1—1,
(1) exprese u y v en forma médulo-argumental;
(11) a partir de lo anterior, halle u3v?.
(1) Los ntimeros complejos u y v se representan en un diagrama de Argand mediante el punto
Ay el punto B, respectivamente. Sitie el punto A y el punto B en el diagrama de Argand.
(1v) El punto A se rota 7 en sentido contrario al de las agujas del reloj alrededor del origen
O, convirtiéndose en el punto A’. El punto B se rota en el sentido de las agujas del reloj
% alrededor de O, convirtiéndose en el punto B’. Halle el area del tridngulo OA’B’.
(V) Sabiendo que u y v son raices de la ecuacién z*+bz3+cz2+dz+e = 0, donde b, ¢, d,e € R
halle los valores de b, ¢, d y e.

Solucién:
(a) La férmula se cumple evidentemente para n = 1. Supongamos que se cumple para n = k
2P = 7% (cos kO + i sen k)
y veamos que, en ese caso, se cumple también para n =k + 1:

bl — 2k . 2 = 7P (cos kO + isen ko) - r (cos 0 + i sen 0)

z
= rF+1 (cos kO cos 0 — sen k6 sen 0 + i(sen k6 cos 0 + cos kO sen 6))
r*F1 (cos(kO + 0) + isen(kO + 0)

= rF+1 (cos(k 4 1)0 + isen(k + 1)0)

y, en consecuencia, la férmula se cumple para n = k + 1. Por el principio de induccién se cumple para todo
neZt.

() (1) u=2600 y v =(V2)_ys0.
(II) udvt = 81800 . 471800 = 3200 = 32.
(111)

)

(1v) Es fécil ver que AOB' = 75°. Entonces, el area del triangulo es:
S = %2\/55611 75° ~ 1,37
v)
15. (a) Halle tres rafces distintas de la ecuacién 823 + 27 = 0, 2 € C, en forma médulo-argumental.

(b) Las raices se representan mediante los vértices de un tridngulo en un diagrama de Argand.
Muestre que el area del tridngulo es igual a %.

Solucion:

(a) Puesto que:

2 2
z:f’/—i:ﬂ(i) :(§) K=0,1,2
8 8 / 1800 2/ 60041200FK

de modo que las tres raices son:

(B Dt G)
2 6007 2 1800, 2 300°
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(b) Representamos las raices:

El area del tridngulo la podemos calcular como suma de las areas de tres tridngulos isdsceles:

1 2 2 2

$=3.-. = 2ve
8 2 16

2

ANAA

16. (17 puntos)
(a) Resuelva la ecuacién z® = 8i, z € C y dé las respuestas en la forma z = r(cos +isenf) y en
la forma z = a + bi , donde a,b € R.
(b) Considere los niimeros complejos 21 = 14y 20 = 2 (cos & + isen %).
(1) Escriba z; en la forma r(cosf + isen6).

(1) Calcule 2129 y escriba el resultado en la forma z = a + bi, donde a,b € R.
(1) A partir de lo anterior, halle el valor de tg % en la forma ¢ + dv/3, donde ¢,d € Z.
)

(1v) Halle el menor valor p > 0 para el que (22)P es un nimero real positivo.

Solucién:
(a) Las raices cibicas de 8 = 8ggo tienen de médulo 2 y argumento w, k=0,1,2. Es decir

31
z1 = 2 (cos 30° + isen 30°) = 2 <\2[ +i2> =V34i

-3 1
22 = 2 (cos 150° 4 i sen 150°) = 2 <\2[ +z‘2> =—V3+i

z3 = 2 (cos 270° 4 isen270°) = —2i

(b)) () 21 = \/ﬁ(cos% +isen J).
5

() EI médulo del producto es 21/2 y el argumento Tt 5§ =15

V2V Va1l VB2

COSSI_COS(E+E) —_— = — =
12 4 6/ 2 2 22 4
51 T om V2v3 V21 VE+V2
sen—:sen(7+7>:—— —_— =
12 4 6 2 2 2 2 4
- V2 6 2
Zm?\/i(f f+if+f>
4 4
2v3-2  2V3+2.
= + 2
2 2
(1) Dividiendo seno entre coseno
5 2342 2v/3+2)2 16 +8v/3
T _2/3+2  (2V/3+2) _16+483 .

thZQ\/g—Q_(2\/§—2)(2\/§+2)_ 8
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(1v) Parap=12:
12
_ (912 _ 512
(25) = (2%),,=2"2>0
Para p = 6 también resulta un nimero real pero es negativo.

ANAA

17. (23 puntos)

Sea w = cos%’r +z'sen27’r.

(a) Verifique que w es una rafz de la ecuacién 27 — 1 = 0.
(b) (1) Desarrolle (w — 1)(1 +w + w? + w® + w* + w® + w").
(11) A partir de lo anterior deduzca que 1+ w + w? + w3 + +w?* + w® + w8 = 0.
(¢) Escriba las rafces de la ecuacién 27 — 1 =0, z € C en funcién de w y sittie estas raices en un
diagrama de Argand.
Considere la ecuacién cusdrética z2 +bz+c¢ =0, donde b, ¢ € R, z € C. Las raices de esta ecuacién
son a y o donde a* es el nimero complejo conjugado de a.
(d) (1) Sabiendo que @ = w + w? + w*, muestre que a* = w8 + wd + w3,
(1) Halle el valor de b y el valor de c.

(e) Utilizando los valores de b y de ¢ que ha obtenido en el apartado (d)(II), halle la parte imagi-
naria de o en forma de radical irracional.

Solucion:
(a) En efecto

21 . 27\ 7 2 . 27 X
cos7+1sen7 :cos77+zsen77:cosZﬂ+zsen27r:1

(w—1)1+w+w?+w?+w* + v’ +0') =w+w?+wd+w* + 0w’ +uw’ +uw” —1
—w—w? —wd —w —wS —w
=w’ —1
(11) Puesto que w es una rafz séptima de 1:
w—1=0 =
(w=11+w+w?+wd 4w+’ +uwt)=0 =
14+w+w?+wd+w! +w’+w’=0 puesto que w — 1 # 0

(¢) Los afijos de las raices de la unidad se encuentran sobre la circunferencia de radio 1.
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En realidad estas propiedades que estamos demostrando en este problema son propiedades generales de las
raices enésimas de un nimero complejo:

— La suma de todas las raices complejas de cualquier nimero es igual a cero.

— Todas las raices de 1 pueden expresarse como potencias de una de ellas (en el caso de las raices de indice
primo de cualquiera de ellas). Se dice que forman un grupo ciclico.

— Si z es una rafz de 1 (o, en general, de cualquier polinomio con coeficientes reales) su conjugado también
es raiz.

2

(d) Esto es asf porque w es el conjugado de w®, w? es el conjugado de w® y w3 es elconjugado de w?.

(e) El coeficiente b es la suma de las raices del polinomio cambiada de signo:
b=—(a+a*)=—-(w+w?+w+uwl+w +w?)=—-(-1)=1
El coeficiente c es igual al producto de las raices:
c=a o = (w+w? +w)(ws +wd +wd)
:w7+w6+w4+w8+w7+w5+w10+w9+w7; w' =1,w" =w, w =w, w =w
=3+ w+w? +w +w* +w® +ub
=3-1=2

(f) La ecuacién es 22 + z + 2 = 0. Sus raices son:
—1+vT=8 1xv/=7 1+i/7
2 22
VT

La parte imaginaria de a es %*.

2
(LT




