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1. Problemas

1. (5 puntos) The diagram below shows a circle with centre O. The points A, B, C' lie on the circum-
ference of the circle and AC is a diameter.

Let OA =@ and OB = b.
(a) Write down expressions for AB and C'B in terms of the vectors @ and b.
(b) Hence prove that angle ABC is a right angle.
2. (19 puntos) The points A(1,2,1) , B(-3,1,4) , C(5,—1,2) and D(5,3,7) are the vertices of a
tetrahedron.

(a) Find the vectors AB and AC.
(b) Find the Cartesian equation of the plane 7 that contains the face ABC.

(¢) Find the vector equation of the line that passes through D and is perpendicular to 7. Hence,
or otherwise, calculate the shortest distance to D from .

(d) (1) Calculate the area of the triangle ABC.
(11) Calculate the volume of the tetrahedron ABCD.

(e) Determine which of the vertices B or D is closer to its opposite face.

3. (6 puntos) Solve the following system of equations.

{IOgar—i-l y=2

_1
log, ;2= 7

4. (7 puntos) Port A is defined to be the origin of a set of coordinate axes and port B is located at
the point (70, 30), where distances are measured in kilometres. A ship S; sails from port A at 10:00
in a straight line such that its position ¢ hours after 10:00 is given by

()
20
A speedboat S5 is capable of three times the speed of S7 and is to meet S; by travelling the shortest
possible distance. What is the latest time that So can leave port B?
5. (14 puntos) The equations of three planes, are given by
axr +2y+z2=3
—z+(a+1l)y+32z=1
—2r4+y+(a+2)z=k
where a € R.

(a) Given that a = 0, show that the three planes intersect at a point.
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(b) Find the value of a such that the three planes do not meet at a point.

(¢) Given a such that the three planes do not meet at a point, find the value of k such that the
planes meet in one line and find an equation of this line in the form

T o l
yl=1v|+A|m
z 20 n

6. (5 puntos) Consider the matrix A = <2 _21>

(a) Find the matrix A2.
(b) If det A% = 16, determine the possible values of a.

7. (5 puntos) In the diagram below, [AB] is a diameter of the circle with centre O. Point C is on the
circumference of the circle. Let OB = b and OC = ¢.

(a) Find an expression for CB and for AC' in terms of b and .
(b) Hence prove that ACB is a right angle.

cos20 sinf

8. (6 puntos) Consider the matrix A = ( G20 cosd

>,for0<9<277.

(a) Show that det A = cos 6
(b) Find the values of @ for which det A2 = sin .

9. (17 puntos) The points P(—1,2,-3), Q(—2,1,0), R(0,5,1) and S form a parallelogram, where S is
diagonally opposite Q.
(a) Find the coordinates of S.
(b) The vector product
—13
PQxPS=| 7
m
Find the value of m.
(¢) Hence calculate the area of parallelogram PQRS.
(d) Find the Cartesian equation of the plane, II;, containing the parallelogram PQRS.

(e) Write down the vector equation of the line through the origin (0, 0,0) that is perpendicular to
the plane II;.

(f) Hence find the point on the plane that is closest to the origin.

(9) A second plane, 73, has equation x — 2y + z = 3. Calculate the angle between the two planes.
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10. (17 puntos)

(a) A and U are square matrices, and X = U~'AU. Use mathematical induction to prove that
X" =U"1A"U, forn € Z*.

(b) Let A= G _3) and U = G’ })

(1) Find the matrix D such that AU = UD.
(11) Write down the matrix D?.

(111) Hence prove that A" = (1 O), forneZ™.

0 1
(1v) Using the result from part (iii), show that (A™)~' = A", for n € Z*.

)
)
)
)

11. (5 puntos) The planes 22+ 3y —z = 5 and « —y + 2z = k intersect in the line 5z +1 =9 -5y = -5z
. Find the value of k.

12. (24 puntos) The coordinates of points A, B and C' are given as (5, —2,5), (5,4, —1) and (-1, —2,—1)
respectively.
(a) Show that AB = AC and that BAC = 60°.
(b) Find the Cartesian equation of II, the plane passing through A, B, and C.

(¢) (1) Find the Cartesian equation of IIy, the plane perpendicular to (AB) passing through the
midpoint of [AB].
(11) Find the Cartesian equation of IIz, the plane perpendicular to (AC) passing through the
midpoint of [AC].
(d) Find the vector equation of L, the line of intersection of IIy and Iy, and show that it is
perpendicular to II.

A methane molecule consists of a carbon atom with four hydrogen atoms symmetrically placed
around it in three dimensions.

J

The positions of the centres of three of the hydrogen atoms are A, B and C' as given. The position
of the centre of the fourth hydrogen atom is D.

(e) Using the fact that AB = AD, show that the coordinates of one of the possible positions of
the fourth hydrogen atom is (—1,4,5).

(f) Letting D be (—1,4,5), show that the coordinates of G, the position of the centre of the carbon
atom, are (2,1,2). Hence calculate DG A, the bonding angle of carbon.

13. (6 puntos) Cuando se divide 223 + kz? + 62 + 32 y % — 622 — k22 + 9 entre o + 1, en ambos casos
se obtiene el mismo resto. Halle los posibles valores de k.

14. (5 puntos) Halle los valores de = para los cuales los vectores

1 -1
2cosx y 2senx
0 1

son perpendiculares, siendo 0 <z < 7.

15. (5 puntos)

Tres matrices de 2 x 2 no singulares, A, B y X, satisfacen la ecuacién 44 — 5BX = B.
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(a) Halle X en funcién de A y B.
(b) Sabiendo que A = 2B, halle X.

16. (24 puntos)

(a) Halle los valores de k para los cuales el siguiente sistema de ecuaciones no tiene solucién y el
valor de k para el cual el sistema tiene infinitas soluciones.

x—3y+z2=3
r+5y—2z=1
16y — 62 =k

(b) Sabiendo que el sistema de ecuaciones se puede resolver, halle las soluciones en forma de
ecuacion vectorial de una recta, ¥ = @+ Ab , donde las componentes de b son nimeros enteros.
(¢) El plano 7 es paralelo tanto a la recta del apartado (b) como a la recta

r—4 y—6 z-2
3. =2 0

Sabiendo que el punto (1,2,0) pertenece a m, compruebe que la ecuacién cartesiana de 7 es
16z 4+ 24y — 11z = 64.

(d) El eje z corta al plano 7 en el punto P. Halle las coordenadas de P.

(e) Halle el dngulo entre la recta

r—2 y+5 =z

3 4 2

y el plano .
17. (6 puntos) Consider the points A(1,2,3), B(1,0,5) and C(2,—1,4).

(a) Find AB x AC.
(b) Hence find the area of the triangle ABC.

18. (5 puntos) Given A = (} ?) and B = <le _13>, find the matrix X, such that AXA~! = B.

19. (6 puntos) The matrix A is such that A? = I, where I is the identity matrix. Use mathematical
induction to prove that (A + I)" = 2" (A + 1), for all n € Z*.

20. (5 puntos) Find the value of &k such that the following system of equations does not have a unique
solution.

kr4+y+22=4

—y+4z=5
3r+4y+2z2=1

21. (20 puntos) Consider the points P(—3,—1,2) and Q(5,5,6).
(a) Find a vector equation for the line, L;, which passes through the points P and Q.
(b) The line Lo has equation

—4 5
=10 | +s|2
4 0

Show that L; and Ly intersect at the point R(1,2,4).
(¢) Find the acute angle between Ly and Lo.

(d) Let S be a point on Ly such that |RP| = |RS|. Show that one of the possible positions for §
is S1(—4,0,4) and find the coordinates of the other possible position, Ss.
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(e) Find a vector equation of the line which passes through R and bisects PRS].

3 2 2 =3

(a) Find det A and hence write down the matrix A~
(b) Find the matrix A~'B

22. (5 puntos) Consider the matrices A = (5 3>’ B— <3 —5>'

23. (21 puntos) The vertices of a triangle ABC have coordinates given by A(—1,2,3), B(4,1,1) and
C(3,-2,2).
(a) (1) Find thel/e@hs of the sides of the triangle.
(1) Find cos BAC.
(b) (1) Show that BC x CA = —77— 37— 16F.
(11) Hence, show that the area of the triangle ABC' is %\/ﬁ’ﬂ
(¢) Find the Cartesian equation of the plane containing the triangle ABC.
(d) Find a vector equation of (AB).
The point D on (AB) is such that OD is perpendicular to BC' where O is the origin.

(e) (1) Find the coordinates of D.
(11) Show that D does not lie between A and B.

24. (5 puntos) Consider the system of equations

0,lx — 1,7y + 0,92 = —44
—2,4x 4+ 0,3y + 3,22 = 1,2
2,5x 4+ 0,6y — 3,72 = 0,8

(a) Express the system of equations in matrix form.
(b) Find the solution to the system of equations.

25. (5 puntos) When the polynomial 323 + az + b is divided by (z — 2), the remainder is 2, and when
divided by (x + 1), it is 5. Find the value of a and the value of b.

26. (6 puntos) The equation 523 + 4822 + 100z + 2 = a has roots r; , o and 3. Given that r + 7 +
r3 —riror3 = 0, find the value of a.

27. (22 puntos)
(a) Show that the points O(0,0,0), A(6,0,0), B(6, —v/24,/12), C(0, —v/24,/12) form a square.
(b) Find the coordinates of M, the mid-point of [OB].
(c) Show that an equation of the plane II, containing the square OABC, is y + v/2z = 0.
(d)
(e)

Find a vector equation of the line L, through M, perpendicular to the plane II.

Find the coordinates of D, the point of intersection of the line L with the plane whose equation
isy=0.

(f) Find the coordinates of E, the reflection of the point D in the plane II.

(9) (1) Find the angle ODA.
(11) State what this tells you about the solid OABCDE.

28. (6 puntos) A system of equations is given below.

r+2y—z=2
22 +y+z2=1
—r+4dy+az=4

(a) Find the value of a so that the system does not have a unique solution.
(b) Show that the system has a solution for any value of a.
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29. (5 puntos)

(a) Muestre que el siguiente sistema de ecuaciones tiene infinitas soluciones.

TH+y+2z=-2
3r —y+ 142 =6
r4+2y=-5

(b) Elsistema de ecuaciones representa tres planos en el espacio. Halle las ecuaciones paramétricas
de la recta de interseccion de los tres planos.

30. (6 puntos) Las raices de la ecuacién cuadrética 222 +4x —1 = 0 son a y 3. Sin resolver la ecuacién,
(a) Halle el valor de o + 3%
(b) Halle una ecuacién cuadratica cuyas raices sean a? y 32.
31. (6 puntos) PQRS es un rombo. Sabiendo que P_Q =ay Q_‘ = 5,
(a) Exprese los vectores PRy QS en funcién de @ y b;
(b) A partir de lo anterior, muestre que las diagonales de un rombo se cortan en dngulo recto.
32. (18 puntos) Dados los puntos A(1,0,4), B(2,3,—-1) y C(0,1,-2),
(a) Halle la ecuacién vectorial de la recta L; que pasa por los puntos A y B.

(b) La recta Lo tiene por ecuacién cartesiana

x—1 y+2 z-1
3 1 =2

Muestre que L1 y Lo son alabeadas.

(¢) Considere el plano II; paralelo a L; y también a Ly. El punto C pertenece al plano II;. Halle
la ecuacion cartesiana del plano II;.

(d) La recta Ls tiene por ecuacién vectorial

3 k
F=(0]+A| 1
1 -1

El plano II, tiene por ecuacién cartesiana x 4+ y = 12. El dngulo entre la recta L3 y el plano
[T es igual a 60°.

(1) Halle el valor de k.

(1) Halle el punto de interseccién P de la recta Ls y el plano IIs.

33. La ecuacion ctibica 2%+ px? +qz+c = 0, tiene por raices o, By 7. Desarrollando (z—a)(z— ) (x—7)
muestre que:

() (1) p=—(a+B+7).
(1) ¢ =af+ By +a.
(1) ¢ = —afy.
Ahora se sabe que p = —6 y ¢ = 18 para los apartados (b) y (c¢).

(b) (1) En el caso de que las tres raices formen una progresién aritmética, muestre que una de las
raices es 2.

(1) A partir de lo anterior, determine el valor de c.
(¢) En otro caso, las tres raices a, 8 y v forman una progresiéon geométrica. Determine el valor de
c.
34. Considere los vectores dados por & = 7'+ 27— 2k y ¥ = av’+ by donde a y b son constantes.
Se sabe que 4 X U = 47+ by + ck donde ¢ es una constante.

(a) Halle el valor de cada una de las constantes a, b y c.



1 PROBLEMAS 9

(b) A partir de lo anterior, halle la ecuacién cartesiana del plano que contiene a los vectores @ y
¥y pasa por el punto (0,0,0).

35. Considere el siguiente sistema de ecuaciones:

20 +y+62=0
dr + 3y + 14z =4
20 — 2y + (a+2)z = —12

(a) Halle las condiciones que han de cumplir o y 8 para que:
(1) El sistema no tenga solucién.
(1) El sistema tenga solo una solucién.
(1) El sistema tenga un ndmero infinito de soluciones.

(b) Para el caso en el que el nimero de soluciones es infinito, halle la solucién general del sistema
de ecuaciones en forma cartesiana.

36. Las ecuaciones de las rectas Ly y Lo son:

1 -1 1 2
Li:rm=(2]+X[ 1 ; Lo:7m3=12]+p|l
2 2 4 6

(a) Muestre que las rectas Ly y Lo son alabeadas.
(b) Halle el dngulo agudo que forman las rectas Ly y Lo.
(¢) (1) Halle un vector perpendicular a ambas rectas.
(1) A partir de lo anterior, determine una ecuacién de la recta L3 que es perpendicular a L

v Lo y que corta a ambas rectas.

37. (6 puntos) Una funcién polinémica viene dada por f(z) = ag + a1x + a2x? + ... + a,z". Las rafces
de la ecuacién polindmica f(x) = 0 son términos consecutivos de una progresién geométrica cuya
razoén comun es igual a % y cuyo primer término es 2. Sabiendo que a,_1 = —63 y a, = 16, halle

(a) El grado del polinomio.
(b) El valor de ao.

38. (23 puntos) Considere el tridngulo ABC. Los puntos P, Q y R son los puntos medios de los
segmentos de recta [AB], [BC] y [AC] respectivamente.

B

R

Sean OA=a, OB=by OC =G
(a) Halle BR en funcién de @, b y .

(b) (1) Halle una ecuacién vectorial de la recta que pasa por B y por R en funcién de @, b yCy
de un parametro A.

(1) Halle una ecuacién vectorial de la recta que pasa por A y por @ en funcién de d, gy Cy
de un pardmetro p.
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39.

40.

41.

42.

43.

(1) A partir de lo anterior, muestre que OG = % (6 +b+ (?), sabiendo que G es el punto en
el que se cortan [BR] y [AQ)].
(¢) Muestre que el segmento de recta [C'P] también incluye al punto G.
Las coordenadas de los puntos A, By C son (1,3,1) , (3,7,—5) ¥ (2,2,1) respectivamente. Un
punto X es tal que [GX] es perpendicular al plano ABC.

(d) Sabiendo que el tetraedro ABCX tiene un volumen de 12 unidades, halle posibles coordenadas
de X.

(4 puntos) Los tres planos cuyas ecuaciones cartesianas son 2z +3y —z =11 , 24+ 2y+2 =3y
5z —y — z = 10 se cortan en el punto P. Halle las coordenadas de P.

(8 puntos) Ed camina en linea recta desde el punto P(—1,4) hasta el punto Q(4, 16) con velocidad
constante. Ed sale del punto P en el instante ¢ = 0 y llega al punto @ en el instante ¢ = 3, donde
t se mide en horas. Sabiendo que en el instante ¢ el vector de posiciéon de Ed respecto al origen se
puede expresar en la forma ¥ = a + th

(a) Halle los vectores @ y b.

Roderick se encuentra en el punto C(11,9). Roderick quiere hacerle senas a Ed mientras este va
caminando de P a (). Roderick decide hacer senas cuando Ed pase por el punto méas cercano a C.

(b) Halle el instante en el que Roderick hace senas a Ed.

(6 puntos) El siguiente sistema de ecuaciones representa tres planos en el espacio:

r+3y+z=-1
r+2y—22=15
2r+y—2=26

Halle las coordenadas del punto de interseccién de los tres planos.
(18 puntos) Una recta L tiene por ecuacién

—92 _
=98 o1, pgeR
D 2

Un plano II tiene por ecuacion = +y + 3z = 9.
(a) Muestre que L no es perpendicular a II.
(b) Sabiendo que L estd contenida en el plano II, halle el valor de p y el valor de q.

Considere ahora un caso distinto, en el que L y II forman un dngulo agudo 6, donde § = arsen \/%

(¢) (1) Muestre que p = —2.
(1) Si Ly II se cortan en z = 1, halle el valor de g.

—

(8 puntos) OACB es un paralelogramo en el que OA =i y OB = 5, donde @ y b son vectores no
nulos.

(a) Muestre que
(1) |OC|2 = |@> +2a- b+ |b]2.
(1) |AB|? = |d@|? — 2d- b+ |b]%.
(b) Sabiendo que |OC| = |AB|, demuestre que OACB es un recténgulo.
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2. Soluciones

L (a) OA+AB=0B = AB=0B-OA=b-a
(b) Como en el apartado anterior puede verse que BC = @ + b. Entonces si 7 es el radio de la circunferencia:
AB.-BC=(@-b)(@+b=a-a—b-b=r>=r2=0

Puesto que el producto escalar es cero, los dos vectores son perpendiculares y el dngulo ABC es recto.

LY 1)
2. (a) . —4 . 4
AB=|(-1]; Av=|-3
3 1
(b) t—1 —4 4

y—2 -1 -3/=0 = 8x—-1)+16(y—2)+16(z—1)=0
z—1 3 1

Simplificando, la ecuacién del plano es z + 2y + 2z — 7 = 0.

(¢) = 5 1
OX=|[3]+X]2
7 2

La distancia del punto al plano es:

g 5t2342.7-7 18

~_—6
Vi4+4+4 3
(d) (1) Calculamos el producto vectorial
7 —4 4 8 1
ABx AC=|7 -1 =3|=[16]=8](2
k3 1 16 2

El area del tridngulo es la mitad del médulo del producto vectorial:
1
S = 5-8\/1—1—4—&-4:12

(11) El volume del tetraedro es la sexta parte del valor absoluto del producto mixto [AB, AC, AD]:

4
1| =144
6

[AB, AC, AD] = (AB x AC) - AD =8

NN =

El volumen es:

1
V=--144=24
6

(e) Ya hemos calculado la distancia de D al plano ABC. Calculemos ahora la distancia de B al plano ACD. La
ecuacion de este plano es:

r—1 4 4
y—2 -3 1|=0 = —-19(z—1)—20(y—2)+16(z—1)=0
z—1 1 6

o, en forma general —19z — 20y + 16z + 43 = 0.

La distancia del punto B a este plano es:

—19(=3) — 2014164443 _

6
V192 + 202 + 162
El vértice B estd mas préximo a la cara opuesta.

LTS

3. La primera ecuacién equivale a
y=(z+1)°
y la segunda

z=(y+1)% = y+1::v4; y=x471
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De aqui:
4 _ 2, 2 _ 2
¥ —1=(z+1)*; (z+1)(z—1)(z+1)=(z+1)
Puesto que z + 1 no puede ser 0, esta ecuacién es equivalente a:
@@ +Dz—-1)=z+1
que tiene como solucién z ~ 1,70, y ~ 7,27.

LT

4.

La trayectoria del barco S; es la recta 2z — y = 0. Para que el barco S2 recorra la menor distancia posible, debe
encontrarlo en el punto C. Este punto es la interseccién de 2z — y = 0 con la perpendicular por el punto (70, 30).
Esta perpendicular tiene por ecuacién

1
y—30=—§(z—70); x4 2y =130

Resolviendo el sistema obtenemos C(26,52). La distancia d es

d= /(70 - 26)2 + 830 — 52)2 = 225
La velocidad de S7 es
v1 = /100 + 400 = 10V5
La velocidad de Sz es entonces 30v/5 km h~!. El barco S5 tardard en llegar a C:

22 22
po 22V5 Zh~0,733h
30v/5 30

El barco S7 tarda en llegar 2,6 h, o sea que estd en C a las 12,6. El barco S debe partir 0,733 h antes o sea a las
11,87 o sea a las 11 h 52 min.

ANAA

5. (a) Para a =0, el rango de la matriz de coeficientes es:

0o 2 1 0 2 1
rango [ =1 1 3| =rango | —1 1 3 1=3
-2 1 2 0 -1 -4

Por tanto, el sistema es compatible determinado sea cual sea el valor de k. Los tres planos se cortan en un
punto.

(b) Para que el rango sea menor que 3, el determinante de la matriz de coeficientes debe ser cero:

a 2 1
-1 a+1 3 | =0
-2 1 a+2

Resolviendo la ecuaciéon resulta una tnica solucién a = 1.
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6.

.

8.

(¢) Si no hay una solucién tnica el rango de la matriz ampliada debe ser igual 2:

1 2 1 3 1 2 1 3
rango [ -1 2 3 1] =rango |0 4 4 4
-2 1 3 k 0 5 5 64k
Para que el rango de la matriz sea 2 debe ocurrir k = —1.

En este caso el sistema es compatible indeterminado, los tres planos se cortan en una recta. Para determinar

la ecuacién de esta recta consideramos el sistema formado por la ecuacién de dos de estos planos. La matriz
del sistema es:

1 2 1 3 N 1 2 1 3 . 1 2 1 3

-1 2 3 1 0 4 4 4 #mlo 101 1
Tomando como pardmetro z = A, obtenemos de la segunda ecuacién y = 1 — X\ y de la primera x = 1+ A. La
ecuacion vectorial de la recta es:

x 1 1
yl=(1]+x|-1
z 0 1

(LT

(a) Multiplicamos A por s{ misma:

2_ (0 2)(0 2\_(2a -2
“\a -1 a -1/ \—-a 2a+1

(b) Calculamos el determinante:

2a —2
—a 2a+1

a -1
0 2a

Como el determinante es igual a 16 los valores posibles de a son —2 y 2.

a —1

=2 —a 2a+1

= 4a°

-

ANAA

() CB=0B-0C=b—-¢

AC=0C—-0A=0C+0B=b+7¢

(b) Para ver que el dngulo es recto comprobemos que el producto escalar de los dos vectores es cero:

AﬂrCB:<E+®-Gﬁfj:357a€:r27ﬂ=o

(LT

(a) Calculamos el determinante:

cos 20 sin 6

Csin20 cosd| = cos 20 cos 0 + sen 20 sen 0

0

= (cos? —sen? 0) cos @ + 2 sen 6 cos O sen 0

(2cos? 0 — 1) cos 6 + 2 cos (1 — cos?)
= —cosf + 2cosf

= cos @

(b) Puesto que |A2| = |A|? resulta que |A2| = cos?6. Entonces:

cos? 0 = senf
1—sen?0 —senf =0
sen?0 +senf —1=0
-1++5

2
y de aqui obtenemos 6 ~ 38,2° y 6 ~ 141,8°,

senf =

ANAA
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9.

10.

(a)

(b)

()

Si es un paralelogramo debe ocurrir P_Q = SR. Sea S(z,y, z):

3 1—2
Se obtiene S(1,6, —2).

Calculamos el producto vectorial:

7T -1 2 —13
7 -1 4| = 7 _— m=_-2
k 3 1 —2

El area del paralelogramo es el médulo del producto vectorial

S =169+ 49 +4 = V222

14

Podemos tomar como vector normal el producto P_Q x PS que hemos calculado y como punto del plano el

punto P(—1,2,-3):

—13(x+1)+7(y—2)—2(z+3)=0; —13x+Ty—22—-33=0

La recta es:

T —13

yl =X 7

z —2
El punto que nos piden es el punto de interseccién del plano y la recta perpendicular:

Tz = —13X

y="7A

z=—2A

—13x+ Ty —22—-33=0
Resolviendo el sistema obtenemos A = % y el punto es (7143 Troz22

Es el angulo entre los vectores:

—13 1
11 = 7 v = -2
—2 1
Este dngulo es:
o |-131-7.2-2-1) 0 22 11
cose= V222/6 T Va6 V333

ANAA

(a)

(b)

— La igualdad se cumple para n = 1.

— Supongamos que se cumple para n = k, es decir, supongamos

Xk =uU-14AFU

y comprobemos que, en ese caso, también se cumple para n = k + 1:

Xkl = xkx
=UtAFUX
=vU—taAkyu—tau
=U—takAU
=U—taktiy

— Como consecuencia del principio de induccién, la igualdad se cumple para n € Zt.

(1) Calculamos U~! y multiplicamos las matrices:

Ceigag, L1 =1\ (2 -=3\/(3 1
b=t7Av=5{1 3)1 =)0 1

1

2

172 0

2\0 =2
1 0
0 -1

(L D0 e

74 0740 74 )

)
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(11) Multiplicando la matriz D por s{ misma:

=l )6 )6 )

(11) De acuerdo con el resultado obtenido anteriormente:

A=UDU™' = A =UD*U '=UIU'==U0U"'=1
(1v) Puesto que A?" =T:

ATAT =1 = (AM)T=4A"

(LTS

11. Escribimos la recta en forma paramétrica. Tomando z = A como parametro:

5z =—1—5\ r=-1-2x
5y = 9+ 5\ obien{y=2+2X
z=A z=A
Cualquier punto de esta recta, por ejemplo (—%, %, 0) debe estar contenido en los dos planos. Entonces
r—y+2z2=kFk — k:—l—g:—2
5 5
AAAL
12.  (a) Calculamos los vectores:
. 0 0 . (-6 1
AB=16 | =6| 1 ; AC| 0 | =-610
—6 -1 —6 1

La longitud de ambos vectores es igual a 6v/2.

(b) La ecuacién del plano que pasa por los tres puntos es

z+1 0 1
y+2 1 0/=0
z+1 -1 1

Desarrollando el determinante se obtiene la ecuaciéon ¢ — y.z — 2 = 0.

(¢) (1) El punto medio es M (5,1,2) y como vector normal podemos tomar el vector %Aﬁ:
0(z—5)+1y—1)—1(z—2)=0; y—z+1=0
(11) De la misma forma que el anterior, el plano debe pasar por N(2,—2,2) y su direccién es la de AC:
(z—2)+0(y+2)+1(z—2); z+2z—4=0

(d) La recta tiene por ecuaciones implicitas

y—2z+1=0
z+2z—4=0

Tomando z = A como pardmetro la ecuacién de la recta es

r=4—-\
y=—-1+2X
z=A

o en forma vectorial:
x 4 -1
yl=(-1]+X 1
z 0 1

(e) Por la simetria de la molécula, los otros tres 4tomos de hidrégeno deben estar a la misma distancia de A. Deben
estar sobre la superficie esférica de centro A y radio 6/2:

=52+ (y+2)7°+(z—5)° =72
También debe estar sobre la recta que hemos calculado. De ser una de las soluciones del sistema

(=5 +(y+2)>+ (2 —5)> =72

r=4—A
y=—-1+2X
z=A

Puede verse facilmente que el punto D(—1,4,5) es la solucién del sistema para A =5
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(f) Calculamos el plano bisector de AD:
(=57 +@y+2°+(=z-5°=(+1)’+({y -4+ (-5
—10x+25+4y+4=2x+1-8y+ 16
122 — 12y —12=0
r—y—1=0

El centro del 4tomo de carbono de ser el punto de interseccién de los tres planos bisectores. Debe ser la solucién
del sistema:

+1=0 r=4-A
y—z+1=
=—1+2A
r+2—4=0 o bien y +
1=0 z=A
rx—y—1=
Y r—y—1=0

Resolviendo el sistema se obtiene el punto G(2, 1, 2). También se podia haber calculado como la media aritmética
de las coordenadas de los cuatro puntos.

Para calcular el angulo DGA calculamos los vectores GA y GD:

3 1 -3 -1
GA=|-3|=3|-1]; GD=1|3 |=3|1
3 1 3 1

El dngulo que forman estos vectores cumple
GA-GD 1 -1

= = = ~ 109°
IGAIGD] ~ V3v3 3 v

cosp =

ANAA

13. De acuerdo con el teorema del resto, el valor numérico para = —1 es el mismo para ambos polinomios. Entonces
—2+k—6+32=1-6+k*+9 = Kk*—k—-20=0

Resolviendo la ecuacién de segundo grado se obtiene k = —4 y k = 5.

ANAA

14. Si los vectores son perpendiculares, su producto escalar debe ser igual a cero:
1
—1+4senzcost =0 — —1+2sen2xz =0 =— sen2z = 2
Las soluciones de esta ecuacién son:
2z = 30° + 360°k
2z = 150° £ 360°k (k=0,1,2,3,...)
o sea, ¢ = 15° £ 180°k o x = 75° &+ 180°k.

5w

. . . -
Las soluciones comprendidas entre 0 y 7 son 15° y 75°, o sea, {5 ¥ 13-

LT L)

15. (@) Puesto que las matrices son no singulares tienen inversa. Asf:
4 1
5BX =4A-B = BX= gAng
y multiplicando por la izquierda por B~1
4 1 4 1
X=-B'A--B7'B=_-B7'A—_I
5 5 5 5
(b) Si A=2B:

ANAA
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16.  (a)

(¢)

El determinante de la matriz de coeficientes es

1 -3 1 1 -3 1
1 5 =2/=0 8 =3=0
0 16 -6 0 16 -6

Entonces, el rango de la matriz no puede ser 3. Es facil ver que el rango es 2.

17

Veamos cuédnto vale el rango de la matriz ampliada segin los valores de k. Tomemos dos columnas indepen-

dientes de la matriz de coeficientes y anadamos una columna con los términos independientes:

1 -3 3 1 -3 1
1 5 1]=0 8 =2 =8k+32
0 16 k 0 16 k

El determinante se anula para k = —4. Entonces
— Para k # —4 el sistema es incompatible.
— Para k = —4 el sistema es compatible indeterminado.

Escojamos dos ecuaciones independientes, por ejemplo las dos primeras
r—3y+z=3
rz4+5y—2z=1

Tomamos = A como parametro y el sistema queda:

—3By+z=3-2X
5y —2z=1—-X

Resolviendo por cualquier método obtenemos

x 0 1
yl=|{-7T]14+X|3
z —18 8

La ecuacién del plano como determinante es

z—1 3 1
y—2 =2 3/=0
z 0 8
Desarrollando el determinante se obtiene 16z 4 24y — 11z — 64 = 0.

Hacemos x = y = 0 en la ecuacién del plano y obtenemos z = 763—4. El punto es P (0, 0, 7%).

) Los vectores directores de la recta y normal al plano son

3 16
u= (4] ; n= 1| 24
2 —11

El dngulo agudo que forman la recta y el plano estd dado por

|G- 7 122

(LT

17.  (a)

(b)

sen p = = — ~ 38,4°
YT @A T V29953 v
0 1 7 0 1 0
AB=(-2] ; AC=|-1]|; ABx AC=|7 -2 —-1|= |2
2 1 E o2 1 2

El drea es la mitad del mdédulo del producto vectorial:

S=%¢§=¢§

LT

18. Despejamos la matriz X:

ceamma= S (A0 )6 DG )6 -G

ANAA
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19. — La igualdad se cumple evidentemente para n = 1.
— Supongamos que se cumple para n = k:
(A+DF=2""1A+1)
y veamos que, en ese caso, también se cumple para n =k + 1:

(A+ D = A+ DFA+T)
=2"YA+D)(A+]T)
=2F"1(42 1 244 1)) puesto que A2 =1
=2k"1(24 421
=2.2YA+1)
=2RA+1)

— Como consecuencia del principio de induccién, la igualdad se cumple para n € Z%.

(LT

20. Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

k1 2
0 -1 4| =-18k+18
3 4 2

El determinante se anula para k = 1. Para k # 1 el determinante es distinto de cero. En consecuencia, el rango de la
matriz es 3 igual al rango de la matriz ampliada y al nimero de incégnitas. El sistema serd compatible determinado

y su solucién serd unica.

LTS

21.

(a) Tomando como vector director

B 8 4
PQ=|6]|=2(3
4 2

La ecuacién resulta:

x -3 4
y|l=1-1]+A(3
z 2 2

(b) El punto R(1,2,4) cumple ambas ecuaciones. La de L1 para A = 1y la de Lo también para A = 1.
(¢) Calculamos mediante el producto escalar de los vectores directores:

@7 5-4+2-3+0-2 26

@el - VavE 2
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(d) Vamos a calcular la ecuacién de la superficie esférica de centro R y radio RP. El vector RP es

—4
Rp=|-3 = RP=V16+9+4=+29
-2

La ecuacién de la superficie esférica es
(-1 +y—-22+(:=z-4)2=29
La interseccién de esta superficie con la recta Lo nos da los puntos que buscamos:

(z—12+(y—22+(z—-4)2%2=29

r=—4+5s
y =2s
z=4

Resolviendo este sistema obtenemos los puntos S1(—4,0,4) y S2(6,4,4).
7

19

(e) La recta pasa por Ry por T (—5, —%, 3) que es el punto medio de P y S;. Podemos tomar como vector de

direccién el vector RT:

9
. T2 1(?
RIT=|-3]=--15
2
_1 2
La recta bisectora es
x 1 9
y|l=12]+X|5
z 4 2
AAAA
22. (a)
15 3| 1 (2 -3
I e
®) 2 3 3 5 0 1
71 _ - - - -
=5 )6 2)=0 )
L LY

23. (a) (1) Tenemos los siguientes vectores:

B 5 B 4 B -1
AB=|(-1|; AC=|-4|; BC=|-3
—2 —1 1

Las longitudes de los lados son:
AB = |AB| = V30
AC = |AC| = V33
BC = |BC| = V11

(11) Aplicando el teorema del coseno:
30+33—11 26
2-4/30-v33 3v110

(b) (1) Calculamos el producto vectorial:

COSB/14\C' =

7 -1 —4 -7
BCxCA=|7 -3 4|=| -3 ]| =-T"-37—16k
k1 1 —16

(1) El érea del tridngulo es la mitad del médulo del producto vectorial:

1 1
S=5\/49+9+25 25\/314
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(¢) Tomamos AB y AC como vectores directores. La ecuacién es:

z+1 5 4
y—2 -1 —4|=0 = —T(z+1)—-3(y—2)—16(z—3)=0
z—3 -2 -1
Quitando los paréntesis resulta 7z + 3y + 16z — 47 = 0.
(d) La ecuacién vectorial de la recta AB es:

. -1 5
OX=|(2]+2|-1
3 —2

(e) (1) Sea D(—1+5X,2—A,3—2X).Si OD L BC:

—1+5X -1
2—A =31 =0 = 1-58A-64+3A4+3-22=0 — A=2
3—-2X 1

y tenemos que el punto es D(9,0,—1).

11) Su coordenada x no estd entre la de A y la de B. En la ecuacién de la recta que hemos escrito obtenemos
y
Apara A =0, BparaA=1y D para A = 2.

LT

24.  (a)
01 -17 09 T —4,4
24 03 32 |[y]l=]12
2,5 06 =37 z 0,8

(b) Resolviendo con la calculadora z =, y =, z =.

LT L)

25. Sea p(x) = 3x3 + ax + b. De acuerdo con el teorema del resto, p(2) = 2 y p(—1) = 5. Entonces:

{24+2a+b:2 o %= —2

-3—-a+b=5

ANAA

26. Escribamos la ecuacién:
522 4 4822 4100z 4+2 —a =0
De acuerdo con las relaciones de Cardano rirars = 727?“ yri+re+rz= 7%AEntonces:

48 2—a
5 5

ANAA

=0 E a = —46

27. (a) Basta ver que los vectores OﬂA, AP, BC y CO tienen la misma longitud. Ademés OA es perpendicular a oC.

(b) Las coordenadas son M (3, -6, \/g) que se obtienen sumando las coordenadas de ambos puntos y dividiendo
por 2.

(¢) Teniendo en cuenta que:

6 1 0 0
oAa=[o0]=6 (0] ; oc=|-v24)=v1i2 | —v2
0 0 V12 1
la ecuacién del plano es
r 1 0

y O —V2=0 = y+\@z:0
z 0 1
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(d) La ecuacién vectorial de la recta es:

3 0
oX=|(-v6]+r]1
V3 V2

(e) El punto D es la solucién del sistema
r=3

y=-v6+2x
s = D(&Q3%§.

y=0
(f) Sea E(zx,y, z). Puesto que M es el punto medio de D y E:
3 0 3V3
3= —gm; _\/6:7;?/; \/517\/;+z

Obtenemos el punto E <3, —2v6, —\/§)

(g) (1) Calculamos los vectores

-3 3
DO = 0 ; DA = 0
—3v3 -3V3
Entonces
— 18 1 _—
cosODA= — =- =— ODA=60°
6-6 2

(11) Por el modo de obtencién de los puntos y el dngulo calculado podemos decir que se trata de un octaedro.

(LTS

28.  (a) Para que el sistema no tenga solucién unica, el determinante de la matriz de coeficientes debe ser cero:

1 2 -1 1 2 —1
2 1 1|=0 = |0 -3 3 |=0 = -3(a—1)—18=0
-1 4 a 0 6 a-—1
El sistema no tiene solucién unica para a = —5.
(b) Para a = —5 el rango de la matriz ampliada es:

1 2 -1 2
rango 2 1 1 1] =2
-1 4 -5 4
El rango de la matriz ampliada es igual al rango de la matriz de coeficientes porque la cuarta columna es

igual que la segunda. El sistema en este caso es compatible indeterminado. Por tanto, el sistema siempre tiene
solucién.

(LTS

29. (a) Calculamos los rangos de las matrices por el método de Gauss:

1 1 2 -2 1 1 2 -2 11 2 2
rango (3 —-1 14 6 | =rango [0 —4 8 12 | =rango (0 1 _9 _3>
1 2 0 -5 o 1 -2 -3

La matriz de coeficientes y la matriz ampliada tienen rango 2 y, por tanto, es compatible indeterminado.
(b) Hay dos ecuaciones independientes. Tomemos la primera y la tercera:

T+y+2z=-2
T +2y=-5

Eligiendo y = A\ como parametro:

T =-5-2\
y=2A
z:%—&—%)\

ANAA
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30. (a) Por las relaciones de Cardano, las dos raices @ y # cumplen que a + 3 = -2y aff = f%. Entonces:
2+ =(a+B)?-2a08=4+1=5

(b) Puesto que o® + 2 =5y a?p% = i, la ecuacién que tiene como raices a? y 32 es:

1
x2—5m+2:0 o bien 422 —202+1=0

LTS

31.
(a) PR=d+b, QS=b—a.
(b) Veamos que el producto escalar PR. Q_'S es cero:
PR-QS=@+b)-(b—a=b-b—a-a=b>—|a>=0
y, en consecuencia, las diagonales son perpendiculares.

LTS

32. (a) Tomando AB como vector director:

. 1 1
OX=(0]+X[ 3
4 -5

(b) Estd claro que las dos rectas no son paralelas. Para ver si se cortan o se cruzan calculamos el producto mixto
[PQ, @, 7] donde P y Q son puntos pertenecientes a cada una de las rectas y @ y ¥ son los vectores directores:

B o 1 3
[PQ,d,5]=12 3 1|=-50#0
3 -5 -2

Como el producto mixto es distinto de cero, las dos rectas se cruzan.
(¢) La ecuacién del plano es:
T 1 3
y—1 3 1|=0 = —-3z—-13(y—1)—-8(2z+2)=0
z+2 =5 =2
El plano es 3z + 13y + 82+ 3 = 0.
(d) (1) El dngulo cumple que
V3 @) k+1
senp = — = —— =
2 @)l VE2+2V2
Esta ecuacidén tiene como tnica solucién k = 2.
(11) El punto de interseccién es la solucién del sistema:

6(k% +2) = 4(k + 1)2

z+y=12
r=3+2\
y=2A

z=1-2A
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Resolviendo el sistema se obtiene el punto (9, 3, —2).

LTS

33. (a) Desarrollando:
2+ pa® + gz +c=(z - a)(z - B)(z —7)
= 2% — (a4 B+7)a” + (aB + By + ya)z — afy
e igualando coeficientes resulta:
p=—(a+p+7)
q=af+ By +rya
c=—afy

(b) (1) Puesto que las raices estdn en progresién aritmética, las podemos representar mediante a — d, a y a + d.
Entonces:

a—d+a+a+d=6 — 3a=6 — a=2

El segundo término de la progresién es igual a 2.
(11) Por otra parte puesto que = 2 es una raiz de 23 — 622 4+ 18z + ¢

22-6.22418-24¢=0 =— c¢=-20

(¢) Sean las raices %, a y ar. Debe cumplirse que:

a 1
7+a+ar:a(7+1+r):6
r T

—~.a+
T

e
e

1
~a'r+a~a'r:a2 (7—&—1—4—7‘) =18
r

Dividiendo miembro a miembro se obtiene a = 3. Entonces:

a
c=—--a-ar=—a’=-27
T

ANAA

34. (a) Calculamos el producto vectorial e igualamos:

71 a 2b 4
j 2 b| = —2a =15 — b=2; a=-—1; c=4
E -2 0 b—2a c

(b) El vector normal al plano es 4 X ¥. Por tanto la ecuacién es:

dr+2y+42=0 6 20 +y+22=0

ANAA

35.  (a) Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

2 1 6 2 1 6
4 3 14 |=0 1 2 |=2(a-10)
2 2 a-2/ [0 1 a-38

y ya podemos decir que:
— Si a # 10 el sistema es compatible determinado y tiene una sola solucién.
— Sia =10 el rango de la matriz de coeficientes es 2. El de la matriz ampliada es:

2 1 6 0 2 1 0 2 1 0
rango (4 3 14 4 =rango |4 3 4 =rango |0 1 4
2 2 8 p-12 2 2 p-12 0 1 pBg-—12

El determinante de esta matriz es 2(8 — 16) de forma que, si 8 # 16 el rango de la matriz ampliada es
3 y el sistema es incompatible. Si f = 16 el rango de la matriz ampliada es 2 y el sistema es compatible

indeterminado, tiene infinitas soluciones.
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(b) Para o =10, 8 = 16 el sistema es equivalente a:

20 4+y+62=0
dr+3y+ 14z =4

Esta es la ecuaciéon de una recta como interseccién de planos. Para pasarla a forma continua buscamos una
solucién particular, por ejemplo P(—2,4,0) y un vector director:

7T 2 4 —4 2
7 1 3|=-4|=-2[2
k 6 14 2 —1

y la ecuaciéon queda:

z+2 y—4 z

2 2 -1

ANAA

36. (a) La posicién relativa de las rectas depende del producto mixto [1@, i, )

0 -1 2
0 1 1/#£0
2 2 6

y, por consiguiente, se cruzan (son alabeadas).
(b) Calculamos el dngulo:
|@-9]  —2+1+12
i GNVZ)

(¢) (1) Un vector perpendicular a ambos es su producto vectorial:

a ~ 45,5°

7 -1 2 4
ixv=17 1 1/ =110
k 2 6 -3

(11) El plano que contiene a L1 y a la perpendicular comin es:
r—1 4 -1

y—2 10 1|=0 = 23z—5y+14z—41=0
z—2 -3 2

El plano que contiene a Lo y a la perpendicular comin es:
r—1 4 2

y—2 10 1|=0 = 2lz—-10y+82—-33=0
z—4 -3 6

La perpendicular comin es la interseccién de ambos planos:

L 23z —5y+ 142 —41 =0
¥ )21z — 10y +82—33=0

LT L)

An—1

37.  (a) De acuerdo con las relaciones de Cardano, la suma de las raices de un polinomio es — . Entonces:
1
an_1 2(1-5%) 63 1 63 1 1
1+ x24Ty = — ; = — 1——=—3 —_— =
L " an 1-1 16 27 64 27 64

y por tanto, n = 6. Hay 6 raices del polinomio y, por consiguiente, es de sexto grado.

(b) Si el polinomio es de grado par

ag
T1T2X3X4T5L6 — — — ap=16-2-1+- — - — . — . =
et = 0 2'4'8° 16 32

ANAA
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38. (a) Puesto que AB + BR = AR:

AC — AB = 3(57 @) —(b—a) = %(mcx 25)

BR=AR- AB = 5

N | =

(b) (1) Tomamos como punto de la recta B y como vector director 2BR:
F=b+ \ad+ & — 2b)
(11) De la misma forma, la recta que pasa por A y por Q es
F=a+ pb+7—2a)
(1) En el punto de interseccién se cumple
b+ A@+¢c—2b) =a+ ub+c—24d)
(I—x—2wd—(1—A—2wb+ (u—Ne=0
(A=A—2uw)(@—b)+ (p—Ae=0
Esta igualdad debe verificarse para cualquier tridngulo. Entonces los coeficientes de los vectores deben ser
cero, A = pu = % En este caso
Lo 2 0
3 (a + b+ c)
(¢) La ecuacién de CP es:
F=C+~(@+0b—20)
Para v = % se obtiene el punto G.

(d) El punto G es (2,4, —1). Un vector perpendicular al plano ABC' es

72 1 —6 1
T=ABxAC=|] 4 -1]=|-6]=-6[1
E -6 0 —6 1

El punto X estd entonces sobre la recta

=2+ A
y=4+A
z=—-1+X
El volumen del tetraedro es un sexto del médulo del producto mixto [A_B, AC, A_X] Sea X(24+ X, 4+ X, -1+
Entonces
1 2 1 1+ X
-1 4 -1 1+X | =412

66 0 —2421

0, como ya conocemos el producto vectorial de las dos primeras columnas

—6 14+ A
-6 14+X | =472 —6—6A—6—6A4+12 -6 ==+72; —18\ = £72
—6 -2+

que nos da A = 4 y A = —4. Sustituyendo tenemos los puntos X;(6,8,3) y X2 (—2,0,—5). Obsérvese que el
punto G es el punto medio entre los dos.

LTS

39. Basta resolver el sistema,

204+ 3y —z =11
c+2y+2z=3
br—y—2=10

La solucién es z = %7, y =

LT L)

wlot

yz=-—%.
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40. (a) La velocidad es:

. PQ 1[5
VT3 T3z

La posicién de Ed es entonces

e (1 1(5
7 OP+tv—(4)+t-§(12)

Es decir

. (-1\ - 1[5
=) 5(0)

(b) La distancia al cuadrado entre los dos estda dada por la siguiente funcién:

5\ 2 5\ 2
ﬂwz(n+1750 +wf4fuf:<mfgo 4 (5 4t)
El minimo lo podemos obtener derivando e igualando a cero la derivada:

— 2
2(u-§04£+2@—uﬂ—®:0; C§+1®t—m:o

Aproximadamente t = 2,13 s, o, exactamente % S.

El problema se podia haber resuelto también calculando la interseccién de la recta PQ con la perpendicular
a esta misma recta por C. Este es el punto en que los dos personajes se encuentran més préximos. Luego se
calcularia t a partir de las ecuaciones paramétricas de la recta PQ.

ANAA

41. Se resuelve el sistema y resulta el punto (—1,2, —6).

(LT

42. (a) Sifuesen perpendiculares, el vector normal al plano y el vector director de la recta tendrfan la misma direccién
y, en consecuencia, sus coordenadas srian proporcionales. Es evidente que no es asi.

(b) Si L estd contenida en II los vectores director de la recta y normal al plano son perpendiculares:
1'p+1-243-1=0 = p=-5
Por otra parte, el punto A(2, ¢, 1) de la recta debe estar contenido en el plano. Por tanto
24q9g+3=9 = gqg=4

(¢) (1) El édngulo entre recta y plano estd dado por

senf = ‘7?‘ 1_%'
|73 4]
Sustituyendo:
lp+2+3 lp + 5| 2_ 2
sen arsen —— = ; =1; (p+5)“=p“+5
V11 \/p2 +5/11 Vp?+5
Resolviendo esta ecuacién resulta p = —2.

(11) La ecuacién de la recta en paramétricas es

r=2-=2)\
y=q+2\
z=14+A

Siz=1,A=0y el punto de la recta es B(2,¢,1). Si este punto estd en el plano:

24+q+3=9 — qg=4

(LTS



2 SOLUCIONES

43.

ST

(a) |OC2=0C-0C=(@+b)-(@+b)=a-a+b-b+2a-b=|d?+|b>+2a-b.

|AB? = AB-AB=(b—-a)-(b—a@) =b-b+a-a—2a-b=a’>+b>—2a-b

(c) |OC|=|AB| = |OC]?—|AB2=0 = 4d@-b=0 = alb
Los lados son perpendiculares y el paralelogramo es rectangulo.

LTS
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