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Tema 1

Raices y logaritmos

1.1. Potencias.

Una potencia a”, en donde n es un entero positivo es un producto de factores iguales:

a*=a-a-a-...-a
—_———

n factores
El factor que se repite a se llama base de la potencia y el niimero de veces que se repite, n, es el exponente.
Asi definidas, las potencias tienen las cinco propiedades siguientes:

o Producto de potencias de la misma base:

Para multiplicar potencias de la misma base, se suman los exponentes.

o Cociente de potencias de la misma base:

Para dividir potencias de la misma base, se restan los exponentes.
¢ Potencia de una potencia:
(@m)" = "
Para elevar una potencia a otro exponente, se multiplican ambos exponentes.
¢ Potencia de un producto:
(MN)" = M"N"
La potencia de un producto es igual al producto de las potencias.

¢ Potencia de un cociente:

MA\" _M"
N) ~N¢

La potencia de un cociente es igual al cociente de las potencias.
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4 TEMA 1. RAICES Y LOGARITMOS

Estas propiedades son sencillas de justificar a partir de la definicién de potencia como un producto de
factores iguales. Por ejemplo, la primera propiedad se demuestra de la siguiente manera:

a"-a"=a-a-a-...-ara-a-a-...-a

m factores n factores
=a-a-a-...-a
—_—
m + n factores

— am+n

El concepto de potencia puede extenderse a exponentes enteros no positivos de forma que se sigan
cumpliendo las propiedades anteriores:

¢ Si dividimos dos nimeros iguales sabemos que el resultado es 1. Dividamos dos potencias iguales:
l=—=a""=d" = =1

Asi pues, sea cual sea la base, si el exponente es cero, la potencia vale 1.

¢ Sea ahora una potencia de exponente negativo. Para que se cumpla la primera propiedad debe
ocurrir que:

a " ad"=a""=¢"=1 = o "=_—

El namero a™" es el inverso de a™.

Asi definidas, las potencias de exponente negativo o cero, cumplen las propiedades enumeradas anterior-
mente. Pero ya no se pueden definir como productos de factores iguales (un nimero no puede multiplicarse
por si mismo un namero negativo de veces).

1.2. Raices.

La raiz cuadrada de un nimero N es otro ntimero que elevado al cuadrado es igual a N. Este ntimero se
representa por v N. Es decir, este nimero cumple que:

(\/N)2:N

Los ntimeros positivos tienen dos raices cuadradas. Por ejemplo hay dos raices cuadradas de 9 que son
+3 y —3 pues cualquiera de estos numeros elevados al cuadrado dan 9. Cuando queramos distinguir entre
la raiz cuadrada positiva y negativa de un nimero pondremos el signo delante. Asi, la raiz positiva de 3
se indica mediante +v/3 y la negativa mediante —/3.

No existe raiz cuadrada de los ntimeros negativos puesto que cualquier ntimero al cuadrado es positivo.
Por ejemplo, la raiz cuadrada de —4 no puede ser ni +2 ni —2 puesto que 22 = (—2)? = 4.

De forma similar se definen las raices cubicas, cuartas, etc. La raiz cubica de IV es un nimero que elevado
al cubo es igual a N. La raiz cuarta de /N es un nimero que elevado a la cuarta es igual a N. Por ejemplo:

V8 =2 porque 23 = 8
V-8=-2 porque (—2)% = —8
V81 =3 porque 3* = 81
V8l = -3 porque (—3)* = 81

Todos los niumeros, positivos y negativos, tienen una unica raiz ctbica. Sin embargo, como en el caso
de la raiz cuadrada, los niimeros positivos tienen dos raices cuartas y los nimeros negativos no tienen
ninguna.
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En general, la raiz enésima de un namero N es un nimero /N que elevado al exponente n es igual a N:
(VN) =n

Esta definicién, la podemos expresar también de la siguiente forma:
"=N < z=7%VN

en donde se aprecia que la raiz permite despejar una incégnita que esté elevada a un exponente. En la
expresion VN, N es el radicando y n es el indice de la raiz.

En general, existe una tnica raiz de indice impar para todos los niimeros. Los ntimeros positivos tienen
dos raices de indice par y los ntimeros negativos no tienen ninguna.

Las raices tienen las propiedades siguientes:
¢ Raiz de un producto:
La raiz de un producto es igual al producto de las raices.

¢ Raiz de un cociente:

La raiz de un cociente es igual al cociente de las raices.

¢ Raiz de una potencia. Siempre que existan las raices se verifica que:
n n m
YNm = (\/N)
La raiz de una potencia es igual a la potencia de la raiz.

¢ Raiz de una raiz:

La raiz de una raiz es una raiz cuyo indice es el producto de los indices.
¢ Propiedad de simplificacién:
W/ Nmp = {/Nm

El indice de la raiz y el exponente del radicando pueden multiplicarse o dividirse por el mismo
nimero.

1.3. Las raices como potencias de exponente fraccionario.

Podemos pensar ahora qué sentido podemos darle a una potencia de exponente fraccionario como, por
. 1 . .

ejemplo 52. Como en el caso de los exponentes negativos no puede considerarse como un producto de

factores iguales pues no tiene sentido multiplicar 5 por si mismo media vez.

Se trata entonces, de definir este niimero de tal forma que se cumplan las propiedades de las potencias que
hemos visto. Elevando este niimero al cuadrado y aplicando la propiedad de la potencia de otra potencia
resulta:
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1 4 . .
Vemos que 52 es un namero que, elevado al cuadrado, es igual 5. Pero el nimero que elevado al cuadrado
es 5 es /5. Por consiguiente:

52 =5
En general:
1 1\" 1., 1
ar = a puesto que (an) =an" =a =a
y si el numerador es distinto de 1:

ar = Vam puesto que an = (a%>m = ( a)m = Yam

Es decir, el denominador del exponente es el indice de la raiz y el numerador es el exponente del radicando.

1.4. Operaciones con radicales.

Vamos a ver algunos ejemplos de las operaciones mas usuales con radicales.

o Extraer factores de la raiz:
V128 = V642 =8v2
V24=18-3=2V3
V2725 = V9rt - 32 = 32%V3a

¢ Introducir factores en la raiz:
5V6 = v25 -6 = V150
3V/10 = V2710 = V270
2235z = V425 - 5z = V207
o Multiplicar o dividir radicales. Si las raices tienen el mismo indice, se multiplican o dividen los

radicandos. Si tienen distinto indice, aprovechando la propiedad de simplificacion, se reducen a
indice comun y después se multiplican o dividen los radicandos:

V18 V6 = V186 = V108
V5 V10 = V53 V102 = V55 - 102 = V12500
V2z V532 V323 = V2626 N/548 N/3329 = /108000022
© Suma de radicales. Solamente puede encontrarse una expresion més sencilla en el caso de que los

radicales sean semejantes, esto es, radicales en los que después de extraer factores queden raices
iguales. Si no sucede asi, la suma se deja indicada.

5v6 +3v6 = (5 + 3)V6 = 8V6
2v50 +3v32 =2v25 -2+ 3V16-2 = 2-5v2 + 3-4V/2 = 10V2 + 12v2 = 2212
V2 -3 esta suma debe dejarse indicada

o Racionalizar denominadores. Se trata de obtener fracciones equivalentes sin raices en el denomi-
nador. La técnica es diferente segin aparezca o no en el denominador una suma o diferencia de
raices:

5  5/3  5/3 5V3
2v3 2v/3vV3 23 6

3 3VB2 325 3V25
V5 OVBUE U B
2 2(v3+1) 2(v3+1)  2(V/3+1)

VBl (VB-n(WB+1)  3-1 T2
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1.5. Logaritmos.

Sea a un ntmero positivo. Se llama logaritmo en base a del nimero N y se representa mediante log, N
a la solucién de la ecuacién a® = N:

a* =N = 2z =log, N
Ejemplos:
3* =81 =z =1logz81 =4
2" =8 = x=1logy,8=3
57 =1 :>33:10g5%:—1
37 =+/3 zleoggx/g:%

También puede definirse de la siguiente forma. Sea a un nimero positivo, se llama logaritmo en base a
del nimero N y se representa mediante log, N al exponente que hay que poner a a para obtener N.

Ejemplos:
log, 49 = 2 ya que 72 =49
log; 125 = 3 ya que 5% =125
log, 2 = % ya que 4z =2

Primeras propiedades:

o Puesto que para a > 0 las potencias de a son positivas, la ecuacién a® = N no tiene solucién en
el caso de que NN sea negativo o cero. En consecuencia, solamente existen los logaritmos de los
nimeros positivos.

o Puesto que a” = 1, el logaritmo de 1 es igual a 0 en cualquier base:
a’=1<+=log,1=0

1

¢ Puesto que a™ = a, el logaritmo de la base es igual a 1:

a' =a<+=log,a=1

1.6. Propiedades de las logaritmos.

¢ Logaritmo de un producto. El logaritmo del producto de dos nimeros es igual a la suma de
los logaritmos de los factores:

loga(MN) = loga M+ loga N

Demostracion:

log, M =2 = a"=M

= Ta¥) = Tty _ —
log, N=y —a’=N }:>10ga(MN) log, (a”a¥) =log, a x+y=1log, M +log, N

¢ Logaritmo de un cociente. El logaritmo del cociente de dos niimeros es igual a la diferencia de
los logaritmos de los factores:

M
log, N = log, M —log, N

Demostracién:

log, M =2 = a"=M

M a®
— — T=Y g — _
log, N — y ol — N } = log, N = log,, i log, a =z —y=Ilog, M —log, N



TEMA 1. RAICES Y LOGARITMOS

¢ Logaritmo de una potencia. El logaritmo de una potencia es igual al exponente por el logaritmo
de la base:

log, M™ = nlog, M

Demostracion:

n factores

—
log, M™ =log, (M - M -...- M)

n sumandos

=log, M +log, M + ...+ log, M

=nlog, M

¢ Logaritmo de una raiz. El logaritmo de una raiz es igual al logaritmo del radicando dividido
por el indice de la raiz:

1
log, VM = - log, M

Demostracién:

1
log, /M =log, M= = - log, M

1.7. Cambio de base.

Si conocemos los logaritmos en la base a, pueden calcularse los logaritmos en otra base b mediante:

Demostracion:

Supongamos que queremos calcular log, N. Si llamamos z a este nimero:
logg N=2=10"=N

Aplicando el logaritmo base a en esta ultima igualdad:

log, b* =log, N = zlog, b =log, N
log, N
log, b

==z =log, N =
Veamos ahora algunas aplicaciones de la férmula del cambio de base:

o Calcular con una aprozimacion a las milésimas logs 60.

Puesto que la calculadora nos da los logaritmos neperianos:

In 60
log: 60 = 2 ~ 2 544
085 5 2

o Obtener sin calculadora logs, 16.

Puesto que los dos ntimeros son potencias de 2, pasando a esta base:

log, 16 4

log,32 5

logs, 16 =

o Demostrar que log% N = —log, N.
Cambiando a la base a:

log, N log, N

log,, % T

log:1 N = = —log, N



Tema 2

Progresiones

2.1. Progresiones aritméticas

Una progresién aritmética es una sucesion de numeros en la que cada término es igual al anterior més
un nimero constante que se llama diferencia de la progresion:

ap = Qp_1 +d
De la definicién se deduce que:

ay =a; +d

a3 =as+d=a; +2d
ag =a3z+d=a1+3d
as = aq4 +d=aq1 +4d

En general se cumple que:

an:al—i—(n—l)-d‘

Aplicando la féormula anterior a dos términos de la progresion se obtiene:

am =a1+d-(m—1)
anp=a1+d-(n—1)

Restando las dos igualdades resulta:

am:a7,,—|—d~(m—n)‘

férmula que permite obtener cualquier término de la sucesion a partir de otro término y de la diferencia.
La suma de los n primeros términos de una progresién aritmética es:

S, =a1+as+az+---+ay,
Agrupando los sumandos el primero con el dltimo, el segundo con el pentltimo, etc:

S = (a1 +an)+ (a2 +ap_1)+---

Todos los paréntesis son iguales y hay 4 paréntesis. Por consiguiente:

(a1 +an)-n

S, = :
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2.2. Progresiones geométricas
Una progresion geométrica es una sucesién de ntimeros en que cada uno de ellos es igual al anterior
multiplicado por un nimero constante llamado razén de la progresion:

Gnp4+1 = Qp * T
Razonando de forma similar a como se hizo con las progresiones aritméticas resulta:

anp =aq -r"t

Aplicando esta formula a dos términos:

am =ay - ™!

an =ay -t

Dividiendo miembro a miembro se obtiene:

A = Qp -7

Si en la expresion:
Sp=a1+az+az+-+ay

multiplicamos por r y restamos, resulta:

Sy, =a1+ay +az3 +--- +ay,
Spr = arr 4 agr + -+ apar + anr
S, — Spr = a; ~ ayr

De aqui se obtiene la formula para la suma:

a; — anpT

Sp =

1—r

Si la razoén de la progresion estéd comprendida entre —1 y 1, el término a,, tiende a cero cuando n tiende
a infinito. En este caso existe el limite de S,:

alp — anpT ay

S = lim S, = lim

n—o00 n—oo 1 —1r _1—r

Por consiguiente, para estas progresiones podemos escribir:

Soo = —1l<r<l1

2.3. Problemas

1. Escribir los cinco primeros términos de una progresiéon aritmética en la que el cuarto término es 5 y la diferencia —3.

2. Calcular el término 30 de una progresion aritmética en que al primer término es 5 y la diferencia %

3. Sabiendo que el sexto término de una progresion aritmética es 4 y su diferencia %, calcular el término 20 y la suma
de los 14 primeros términos.

4. Interpolar 5 medios aritméticos entre 3 y 27.
5. En una progresion aritmética Aso = 59 y a27 = 33. calcular la suma de los 50 primeros términos.

6. ;Cuantos términos de la progresiéon aritmética 3, 1, —1, —3, —5, ... se deben tomar para que la suma sea —374.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Demostrar que en toda progresion aritmética cada término es igual a la semisuma del que le precede y el que le sigue.

Los angulos de un hexagono regular forman una progresion aritmética y el menor de ellos mide 80. Calcular los
demés.

Calcular cuatro nimeros en progresiéon aritmética sabiendo que su suma es 22 y la suma de sus cuadrados es 166.

En una progresiéon aritmética limitada de un nimero impar de términos, la suma de los que ocupan lugar impar es
75 y la suma de los que ocupan lugar par es 60. Calcular el término central y el nimero de términos.

Las longitudes de los lados de un tridngulo rectangulo estan en progresiéon aritmética. Si la hipotenusa mide 20 cm,
calcular el perimetro y el area de dicho tridngulo.

;, Cuantos nimeros impares consecutivos a partir de 1 suman 77447

Escribir el término general de las siguientes sucesiones:

1 2 4 8 16 TT T 7 3 3 3 3
(@) 0 50 20 2 = s () 7y 2 oy ooy oo (0) 3, -5, %, -5, =

5 5 5 5 5 379 27 81 2 4 8 16

1 3 9 27
g L3927 €) 4, —4, 4, —4, 4, —4... 3,3,3,3,3,3,3, ...
@ 5 -5 3 —3 () 6

Escribir los cinco primeros términos de la progresion geométrica en el que el cuarto término es 27 y la razéon 3.

sabiendo que el cuarto término de una progresiéon geométrica es 27 y que | primero vale 1, calcular su razoén, el quinto
término y el producto de los nueve primeros términos.

En una progresion geomeétrica el primer término vale 7, la razén 2 y un cierto término 28672. ;Qué lugar ocupa dicho
término?

Interpola cuatro medios proporcionales o geométricos entre 3 y 96.

Si en una progresidon geométrica conocemos que el primer término vale 7 y el término 15 vale 1575, calcula el producto
de los 15 primeros términos.

Halla el producto de los 11 primeros términos de una progresién geométrica si el término central vale 2.

Hallar la suma de los 10 primeros términos de la sucesion 3, 6, 12, 24, .... Lo mismo para la sucesion %, %, %, e

2

Hallar la suma de los términos de una progresion geométrica ilimitada de razon % cuyo primer término vale 6.

Calcular el valor de la siguiente expresion:
1,1 1 1
5totortart o

1 1 1 1
5Tt teast

La suma de los 8 primeros términos de una progresiéon geométrica es 17 veces la suma de los 4 primeros. Calcula la
razon de dicha progresion.

Hallar tres ntimeros en progresion geométrica sabiendo que su producto es 328509 y que el mayor de ellos excede en
115 a la suma de los otros dos.

Hallar la fraccion generatriz de las siguientes expresiones (a) 0,737373... (b) 3,27818181...
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Tema 3

Polinomios

3.1. Polinomios. Valor numérico.

Un polinomio es una expresién en la que aparecen operaciones indicadas de sumas y productos entre
nameros y una variable z (indeterminada):

P(I) = a,n,]jn + an—lxn71 +--taxr+ao

Los ntimeros ag, a1, ..., se llaman coeficientes del polinomio y cada uno de los sumandos es un monomio.
El exponente de x en cada sumando es el grado del monomio y el mayor de todos ellos es el grado del
polinomio. El coeficiente del monomio de mayor grado es el coeficiente principal del polinomio.
El coeficiente del término de grado cero, esto es, el nimero que no multiplica a x se llama término
independiente del polinomio. Es decir:

n: grado del polinomio
an: coeficiente principal
ap: término independiente

Por ejemplo 223 — 422 + 7z — 1 es un polinomio de grado 3, su coeficiente principal es 2 y el término
independiente es —1. El polinomio 22 — x es de grado 2, su coeficiente principal es 1 y el término
independiente es 0.

El valor numérico (o simplemente valor) de un polinomio para z = a es el namero que se obtiene
sustituyendo en el polinomio la indeterminada z por a. El valor del polinomio P(z) para = a se
representa por P(a).

Sea, por ejemplo, el polinomio:
P(z) = 22" — 52% 4+ 42 — 2
Calculemos su valor numérico para r = —3:
P(-3)=2-(-3)*~5-(-3)2+4-(-3) -2
=2-81-5-94+4-(-3)—2

=162—-45—-12 -2
=103

El valor numérico de un polinomio se calcula facilmente mediante la Regla de Ruffini. Supongamos que
queremos calcular el valor numeérico para x = a. Escribimos los coeficientes del polinomio en orden
descendente (completando con ceros cuando falte algun término). Multiplicamos el primer coeficiente por
a y sumamos este producto al segundo coeficiente. El nimero asi obtenido lo volvemos a multiplicar por

13



14 TEMA 3. POLINOMIOS
a 'y se lo sumamos al tercer coeficiente. Repitiendo el proceso, el tltimo namero que obtenemos es el valor
numérico del polinomio.

Veamos un ejemplo. Sea de nuevo el polinomio:

P(x) = 22 — 52 4 4z — 2

Calculemos su valor numérico para x = —3:
2 0 -5 4 -2
-3 —6 18 -39 105
2 6 13 -3 103

Mas adelante veremos otra forma de interpretar los niimeros que se obtienen mediante la regla de Ruffini.

3.2. Raices de un polinomio.

Un nimero 7 es raiz de un polinomio si el valor numérico del polinomio para z = r es cero.
r raiz. de P(z) <= P(r) =0

Para calcular las raices del polinomio P(z) se resuelve la ecuacion P(z) = 0. De esta manera, resulta
sencillo calcular las raices de los polinomios de primer y segundo grado.

Recordemos que para polinomios de segundo grado, la existencia y el numero de las raices depende del
valor del discriminante.

Sea el polinomio de segundo grado P(x) = ax? + bx + c. Las raices de este polinomios son:
—b + Vb2 — dac —b — /b2 — dac
= — y ’,’2 =
2a 2a

El niimero A = b?—4ac se llama discriminante del polinomio. Segiin los valores del discriminante tenemos:

T1

o A > 0: el polinomio tiene dos raices diferentes ry y 7o.

o A = 0: las dos raices coinciden. El polinomio tiene por consiguiente una sola raiz que podemos
llamar r12.

o A < 0: el polinomio no tiene raices.

Para calcular las raices de polinomios de grado superior, resulta util la siguiente propiedad: las raices
enteras de un polinomio con coeficientes enteros son divisores del término independiente:
. 2 3
r raiz de ag + a1x + asx” + azx” + - - -
ao + a1+ asr® +azr® +--- =0
apg = —air — CI,Q’I“2 - a37‘3 —

ag = —7r(ay + aor + azr? +---)

L

r es divisor de ag

Por ejemplo, las raices enteras del polinomio 23 — 622 + x — 4 han de ser divisores de 4. Por tanto sélo
pueden ser —1, 1, =2, 2 —4 y 4.

3.3. Teoremas del factor y del resto.

Teorema del factor. Si r es raiz de un polinomio, éste es divisible por z — r

r raiz de P(z) <= P(z) = (z — r)Q(x)
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Demostracion:
o Sea r raiz del polinomio P(z), es decir, P(r) = 0.
o Si se divide P(z) por & — r se obtiene un cociente Q(z) y un resto R que cumplen:
P(r) = (z—7r)Qx) + R
o Parax =1
Pir)y=(r—-r)Q(r)y+R = R=P(r)=0
y por consiguiente P(z) = (x — r)Q(z).

De acuerdo con el teorema del factor, si  es una raiz de un polinomio, en su descomposiciéon factorial
aparece un factor x —r. Si este factor aparece repetido dos veces, esto es, si en la descomposicién factorial
aparece el factor (x — r)?, entonces la raiz 7 se llama doble. Si apareciese el factor (x — ) la raiz serfa
triple, si apareciese (z — 7)* seria cuadruple, etc.

Teorema del resto. El valor numérico del polinomio para x = a es igual al resto de dividir ese polinomio
por z — a.

Demostracion:

Supongamos que al dividir P(z) por  — a da un cociente C(z) y un resto R. Estos polinomios cumplen
que:

P(z)=(x—a)Q(x)+ R
y para x = a:

Pla)=(a—a)Q(a)+R=R

3.4. Descomposiciéon factorial de un polinomio de segundo grado.

Segtn el valor del discriminante A = b% — 4ac, el polinomio de ax? + bz + ¢ puede tener cero, una o dos
raices. Si aplicamos el teorema del factor, en cada uno de estos casos, el polinomio se descompone de la
siguiente forma:

o A > 0. En este caso, el polinomio tiene dos raices 1 y r2. De acuerdo con el teorema del factor, en
su descomposicion factorial deben aparecer los factores  — r1 y  — 2. Puesto que el coeficiente
de 22 es a la descomposicién en factores debe ser:

az? +bx +c=alz —r)(z —1ry)

o A = 0. El polinomio tiene una sola raiz ri2. Este caso es igual que el anterior suponiendo que las
dos raices son iguales. La descomposicién es:

az® + bx + ¢ = a(z — r12)*

o A < 0. El polinomio no tiene raices. No puede descomponerse en factores.

Ejercicio 1. Descomponer en factores los polinomios (a) 1822 — 9z — 2 (b) 422 — 4z + 1 (¢) 22+ z + 1
J

(a) Calculamos las raices del polinomio 18z2 — 9z — 2:

9+ BT 144 9415 o=
v 36 =36

| ol
=

ro =

La descomposiciéon factorial es:

18m2—9$—2:18~(93—§) (z-l—%) = (32 —2) (6z +1)
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(b) Como en el caso anterior:

4416 —16 1
r= - =

8 2

TEMA 3. POLINOMIOS

Puesto que el discriminante es cero, el polinomio tiene una raiz doble. Su descomposicion factorial es:

1 2
42 —dz+1=4- (175) =(2z—1)?

(¢) El discriminante de este polinomio es menor que cero. El polinomio no puede descomponerse en factores.

ANAA

Se llaman polinomios primos o irreducibles aquéllos que no pueden descomponerse en factores de
grado inferior. Los polinomios de primer grado son primos puesto que multiplicando polinomios de grado
inferior (polinomios de grado cero,es decir, nimeros) no puede obtenerse un polinomio de primer grado.

Acabamos de ver que los polinomios de segundo grado con discriminante menor que cero también son
primos. Puede demostrarse que no existen polinomios primos distintos de estos. En consecuencia, todo
polinomio puede descomponerse como producto de polinomios de primer grado y de polinomios primos

de segundo grado.

3.5. Regla de Ruffini.

La regla de Ruffini:

2 0 -5 4 -2
—3 —6 18 -39 105
2 —6 13 —35 103

puede interpretarse como una divisiéon en la que:

Dividendo: 2zt — 5% +4x — 2
Divisor: z+3

Cociente: 223 — 62% + 132 — 35
Resto: 103

La regla de Ruffini facilita la busqueda de las raices enteras de un polinomio y su descomposicién factorial.

Veamos un ejemplo.

Ejercicio 2. Descomponer en factores el polinomio 6z* — 1723 — 722 + 402 — 12.

Buscamos raices enteras. Estas deben ser divisores del término independiente 12. Las posibles raices enteras son +1, 42,

43, £4, £6 y £12. Probemos con —1 y +1:

6 —17 -7 40 —12 6 —17 -7 40 —12
-1 —6 23 —16 —24 6 —11 —18 22
6 —23 16 24 —36 ‘ 6 —11 —18 22 10
Vemos que ni —1 ni +1 son raices del polinomio. Probemos con —2 y +2:
6 —17 -7 40 —12 6 —17 -7 40 —12
-2 —12 58 —102 124 12 —-10 —34 12
6 —-29 51 —62 112 ‘ 6 -5 17 6 0

El nimero 2 es una raiz del polinomio, por consiguiente x — 2 es un factor y podemos escribir:

62t — 1723 — 72?2 4 402 — 12 = (z — 2)(62> — 52 — 17z + 6)
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3.5. REGLA DE RUFFINI.

Busquemos ahora factorizar 62 — 522 — 17z + 6. Ya hemos visto que —1, 1 y —2 no son rafces. Probemos de nuevo con 2:

6 -5 —17 6
2 12 14 —6
6 7 -3 0

Tenemos de nuevo la raiz 2. Podemos escribir que:
6zt — 1722 — 7o + 402 — 12 = (z — 2)(62> — 522 — 17z + 6)
= (z —2)(z — 2)(62% + Tz — 3)

= (x —2)%(62% + Tz — 3)

TLas raices del polinomio 6x2 + 7z — 3 las obtenemos resolviendo la ecuacién de segundo grado

-7+ /49472 —-7+11 =
=3 xr = * = == ™1
12 12 ro =

| ol
wlw

6z2+7z—3=0

con lo que el polinomio factorizado queda finalmente:

6ot — 1723 — 722 + 40z — 12 = (x — 2)%(62% + Tz — 3)
1 3

=(x—2)2-6(m—§) <x+5)
=(x—-2)2-3z—-1)(2z+3)

ANAA
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TEMA 3. POLINOMIOS



Tema 4

Ecuaciones e inecuaciones

4.1. Ecuaciones de primer grado.

El procedimiento general para resolver una ecuacién de primer grado es el siguiente:

¢ Quitar denominadores multiplicando todos los términos de la ecuaciéon por el minimo comun
multiplo de todos ellos.

¢ Quitar paréntesis.
¢ Agrupar términos.
¢ Despejar la incognita.

Veamoslo con un ejemplo:

Ejercicio 3. Resolver la ecuacion:

4 4z +2 5z +6
”C —4(—2x+1)—f70+:2(x—3)+ x;

¢ Multiplicamos ambos miembros por 10 y simplificamos:

10(2:5— 4) 10(—4z +2) _ 2 —3)+ 10(5z + 6)

—10-4(=22 +1) —
(~2e +1) 10 2

2(x —4) —40(—2z + 1) — (—4z + 2) = 20(x — 3) + 5(5x + 6)
¢ Quitamos paréntesis:

2x — 8 4+ 80x — 40 + 4z — 2 = 20x — 60 + 25z + 30

¢ Reducimos y agrupamos términos:
86x — 50 = 45x — 30
86x — 452 = 50 — 30
41z = 20
¢ Finalmente despejamos y obtenemos la solucion:
20
T=—
41
LI T

Si después de agrupar términos se encontrase una ecuacion del tipo 0 -z = b con b # 0 querria decir que
la ecuacion no tiene solucion, pues ningtn nimero multiplicado por 0 da un producto distinto de cero. Si
se encontrase una ecuacion 0 - x = 0 querria decir que todo ntimero es solucién, pues cualquier nimero
multiplicado por cero da cero.

19
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4.2. Ecuaciones de segundo grado.

En la ecuacién de segundo grado az? 4 bx + ¢ = 0 se despeja la incognita = mediante la férmula conocida:
—b+ Vb? — 4dac
r= ——
2a

El ntimero de soluciones depende del signo del discriminante A = b? — 4ac. Si éste es positivo, la suma
de las dos soluciones vale:

—l)—l-\/l)2—4ac+ —b— Vb —4dac  —-2b b

xr1+ o =

2a 2a 2a a

y su producto:

—b+ Vb —dac —b— Vb —4dac b — (b* —4ac)  4dac

c
2a 2a 4a? T 442 a

T1T2 =
Si el coeficiente principal vale 1 la suma y el producto de las soluciones son:

.’E1+$2:7b; T1Xg = C (ail)

Ejercicio 4. Obtener una ecuacién de segundo grado cuyas soluciones sean r1 = —3,y z2 = 7.

Si a = 1 tenemos queda:

] +x2=-34+7=4=—-b; rixe = —3-7T=-21=¢
y la ecuacioén es:

22 -4z —-21=0
A la misma ecuacién se llega escribiéndola en forma factorizada:

(x+3) (z—T7)=0

ANAA

Ejercicio 5. Resolver la ecuacion:
2¢(3—x) Bz -2
3 6
Empezamos quitando denominadores multiplicando todos los términos por 6:

6-2z(3—z) 6-(5z2 —2) 6-59
3 h 6 6

59
—4x? 4 =2
x+6

62 — 1+

6-62°2—6-1+ — 6422 +

36z2 — 6 + 12z — 422 = 522 — 2 — 2422 4+ 59
Quitamos paréntesis y agrupamos términos en el primer miembro:
3222 + 122 — 6 = —1922 4 57
5122 + 122 — 63 =0
1722 + 42 —21=0

—44++/41+4-17-21 21
T = = z1=1; T2 = ——
217 17
ANANA

La formula de la ecuacién de segundo grado permite calcular = en ecuaciones del tipo az* + bx? + ¢ =0
(ecuaciones bicuadradas). Llamando t = x2 estas ecuaciones se escriben:

o —b++Vb? —dac
B 2a

—b 4+ Vb% — dac
2a

at’ +bt+c=0 = t==x r ==+

y de forma parecida se resuelven ecuaciones del tipo ax® + bz + ¢ = 0 y similares.
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Ejercicio 6. Resolver la ecuacién z* — 1322 4 36 = 0.

Despejando:
22 13++132-4-36  13+5
N 2 2
que nos da las soluciones:
?=9 = -3 =4 = r=-2
3 =2
LY T

4.3. Ecuaciones irracionales.

Se llaman asi las ecuaciones en que la incégnita aparece bajo el signo de raiz. Para resolver estas ecuaciones
seguiremos los siguientes pasos:

¢ Despejar la raiz.

¢ Elevar ambos miembros de la igualdad al cuadrado.
¢ Resolver la ecuacién resultante.

o Comprobar las soluciones.

El dltimo paso es necesario porque, al elevar al cuadrado, la ecuacién que resulta es de grado superior y
puede tener mas soluciones que la ecuacién original, aparte de que puede tener soluciones para las que la
raiz cuadrada no tenga sentido. Por ejemplo, la ecuacion

r—1=3

tiene una sola soluciéon x = 4, pero la ecuaciéon
(r —1)% = 32

tiene dos soluciones r =4y z = —2.

Ejercicio 7. Resolver la ecuaciéon v40 — 22 +4 ==z
¢ Despejamos la raiz:
V40 —z2 =2 —4
¢ Elevamos al cuadrado:
2 2 2 2
(\/40—:172) —(x—4)? — 40—22=22_8z+16
¢ Resolvemos

-6
0=242 82 -24 — a%—4dp—12=0 =— {m )
T =—

¢ Si comprobamos las soluciones vemos que z = 6 es valida pero x = —2 no lo es, porque para este valor el primer
miembro es igual a 10 y el segundo a —2.

ANAA

4.4. Ecuaciones de grado superior al segundo.

Estas ecuaciones deben resolverse factorizando el polinomio con los métodos aprendidos en el tema ante-
rior.
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Ejercicio 8. Resolver la ecuaciéon 23 — 622 + 3z + 10 = 0.

Buscamos una raiz entera entre los divisores de 10:

1 —6 3 10 1 —6 3 10
1 1 —5 —2 —1 -1 7 —10
1 -5 -2 8 1 -7 10 0

Vemos que —1 es una raiz del polinomio y que, por consiguiente, x +1 es un factor. Descomponemos el polinomio en factores
y la ecuacion queda:

(z4+1)(2? =7z +10) =0

No es preciso seguir descomponiendo el polinomio pues una vez que lo tenemos factorizado en polinomios de primer y
segundo grado ya podemos resolver la ecuacion. Igualando a cero cada uno de los factores resulta:

r+1=0 > $1:—1
1277x+10:0 — x2=2; x3=25

AdAA

4.5. Ecuaciones exponenciales y logaritmicas.

Hay que tener en cuenta que de la definiciéon de logaritmo
log, N=2 <= a*=N

se desprende que en igualdades de este tipo, un exponente se despeja como logaritmo de la misma base,
y que el argumento de la funcién logaritmo se despeja como una exponencial de la misma base.

Para transformar las ecuaciones hasta obtener igualdades de este tipo deben aplicarse las propiedades de
las potencias y logaritmos.

Ejercicio 9. Resolver la ecuacion Inz3 — Inz = In(2z + 15)

Aplicando la propiedad del logaritmo del cociente:

3

In — = In(2z + 15)
X

Inz? = In(2z + 15)

z2=2c+15

22 -2z —-15=0

Las soluciones de esta tiltima ecuacién son = 5y © = —3. Esta ultima no puede ser solucién de la ecuacioén original porque
no existen logaritmos de niimeros negativos.

ANAA

Ejercicio 10. Resolver la ecuaciéon 5713 — 52~1 — 3120 = 0

Aplicando las propiedades de las potencias de la misma base:
xT

5
535 — 5 —3120=0

Quitando denominadores y despejando:

625 - 5% — 5% — 15600 = 0
(625 — 1)5% = 15600
1
so _ 18600
624

y, por consiguiente, x = 2.

ANAA
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4.6. Inecuaciones.

Una inecuaciéon es una desigualdad que se satisface solamente para algunos valores de las incognitas que
son las soluciones de la inecuacién. Ejemplos de inecuaciones son:

r—4
<5
r+2 =

3r+5>x; 322 50 +6<0;

Una inecuacién puede transformarse en otra equivalente casi con las mismas reglas que una ecuaciéon. Es
decir, pueden cambiarse sumandos de uno a otro miembro cambidndoles el signo y pueden multiplicarse
ambos miembros de la desigualdad por el mismo nimero positivo.

Unicamente hay que tener en cuenta que si se multiplican o dividen los dos miembros por el mismo
niimero negativo, hay que cambiar el sentido de la desigualdad. Por ejemplo:

10

Sr <10 = a:<€ = <2 sin embargo
10

-5 <10 = :c>—5 = > -2

Asi, una inecuacién de primer grado puede resolverse de forma précticamente igual que una ecuacion.
Veamos un ejemplo.

Ejercicio 11. Resolver la inecuacion:

2(x -3 -2

Aw=3) 3z 3a-2)
2 10

Aplicamos el mismo procedimiento que para resolver una ecuacién de primer grado. Si debemos multiplicar o dividir por
un namero negativo, cambiaremos el sentido de la desigualdad:

10 - 2(z — 3) 10-2z  10-3(x —2)

—=—10-z < +

5 -2 10

4(z — 3) — 10z < bz + 3(x — 2)
4dr —12—-10z < b5x + 3x — 6
—6xr—12<8x—6

— 6z — 8z < —6+12

— 14z <6

6 3
x> — o bien r> —=
—14 7

La soluciéon puede expresarse también como el intervalo [—%, oo)

AdAA

De forma general, para resolver una inecuacion de cualquiera de las formas
P(z)<0; P(z)<0; P(x)>0; P(x) >0
se procede de la forma siguiente:
o Se calculan las raices del polinomio P(z).

¢ Las raices obtenidas en el apartado anterior dividen la recta real en varios intervalos. Se calcula
el signo del polinomio en cada uno de los intervalos.

¢ La solucion esta formada por los intervalos que cumplen la inecuacion.

Para ver si el polinomio toma valores positivos o negativos en un intervalo basta probar con un ntimero
del intervalo. Ademéas debe tenerse en cuenta que en las raices simples (o de multiplicidad impar) el
polinomio cambia de signo y en las raices dobles (o de multiplicidad par) el polinomio no cambia de
signo. Veamos un ejemplo.
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Ejercicio 12. Resolver la inecuaciéon z? — 2z —3 > 0

¢ Las raices del polinomio son 1 = 3 y z2 = —1. Son raices simples.
¢ Estudiamos el signo del polinomio. Tenemos el siguiente esquema de signos:

0 0
+

|
N
-1 3
¢ Como buscamos los intervalos en los que la funcién es positiva, la solucion es:
(_007 _1) U (37 OO)
LY L}
Ejercicio 13. Resolver la inecuaciéon 23 — 22 — 8z + 12 < 0

¢ Para calcular las raices, descomponemos en factores el polinomio buscando sus raices enteras:

y tenemos una primera factorizacion z3 — 2 — 8z + 12 = (z — 2)(22 + = — 6).
Las raices de 2 +x — 6 son 2 y —3. Por consiguiente, tenemos que:
22— 2?2 -8z +12=(z —2)%(z +3)
Las raices del polinomio son x1 = 2 (doble) y z2 = —3.
¢ El signo del polinomio responde al siguiente esquema:

0 0

- | + | +
N
2

-3

Obsérvese que en z = 2 que es una raiz doble, el polinomio no cambia de signo.

¢ La solucion de la inecuacion propuesta es (—oo, —3] U {2}

AdAA

Otro tipo de inecuaciones importantes son las de la forma:

Pla) . P@)_qg P@) o P@)
Q(x) Q(x) Q(x) Q(x)
donde P(z) y Q(z) son polinomios. Este problema se reduce al caso anterior si tenemos en cuenta que

y
el signo de ggg es igual que el de P(2)Q(x). Unicamente hay que tener en cuenta que en las raices del
denominador no existe la fracciéon y, por consiguiente, no pueden ser soluciones. Vedmoslo con un ejemplo.

Ejercicio 14. Resolver la inecuacion:
4 — 22
z+4+1
Consideremos la inecuacion
(4—-2)(z+1)>0
Las raices de este polinomio son 2, —2 y —1. Calculemos el signo del polinomio y tengamos en cuenta que la raiz del
denominador (z = —1), no puede ser solucion:

>0

0 ? 0
+ | - | + | -
W W W
-2 -1 2
Hemos indicado con el simbolo # (no existe) la raiz del denominador = —1. Del diagrama de signos se desprende que la

solucion de la inecuacion es (—oo, —2] U (—1,2].

ANAA
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Ejercicio 15. Resolver la inecuacion:

2 _
T x+2<

2
T

La inecuacién es equivalente a:

2 _ 2 2 _ 2
i_ggo — w<0
x T

Resolvamos
(2 =3z +2)x <0

eliminando la raiz del denominador (z = 0) como posible soluciéon. Las raices del polinomio producto son ¢ =1, z =2y
x = 0:

La solucion es (—o0,0) U[1,2].

AlAA
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TEMA 4. ECUACIONES E INECUACIONES



Tema 5

(Geometria

Angulos

Un angulo es la region del plano limitada por
dos semirrectas con el origen comun.

—

Lados

-4

Vértice
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TEMA 5. GEOMETRIA

Clasificacion de los angulos

CONVEXO
CONCAVO
Agudo Recto
Obtuso Llano

Complementarios y
suplementarios

Dos angulos son complementarios si

su suma es un angulo recto (90°).
90° —x

Dos angulos son suplementarios si

su suma es un angulo llano (180°).
180°—x
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Lados paralelos

Dos angulos (convexos) de lados paralelos
son iguales o suplementarios.

Lados perpendiculares

Dos angulos (convexos) de lados perpendiculares
son iguales o suplementarios.
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Circunferencia

Arco
— Radio
La longitud de la circunferencia
(|
es igual al didmetro multiplicado
por T
l=2mr
‘ La longitud de un arco es proporcional
a su amplitud:
Cuerda Centro  Diametro 1 = 2mra
arco 360

Angulos inscritos

Un angulo inscrito en una circunferencia
mide la mitad que el angulo central
correspondiente (es la mitad del arco).



PE— sl - .
Angulos inscritos

Sl

Todas los dangulos inscritos en el Los angulos inscritos en una

mismo arco son iguales. semicircunferencia son rectos.
Poligonos

Un poligono es una linea cerrada
formada por varios segmentos.

Lado

Los elementos de un poligono son angulos,
Vertice 2an
lados y vértices.

31
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TEMA 5. GEOMETRIA

Clasificacion de los poligonos

4 p ¢

Triangulo Cuadrilatero Pentigono
Hexagono Heptagono Octogono

Segun el numero de angulos y lados, los poligonos se clasifican
en triangulos, cuadrilateros, pentagonos, hexagonos, heptagonos,
octogonas, etc.

Poligonos regulares

Se llaman regulares los poligonos que tienen todos sus lados y
angulos iguales.




Tridangulos: clasificacion

A A

Equilatero Isasceles Escaleno
Acutiangulo Rectangulo Obtusidngulo

Cuadrilateros: clasificacion

Paralelogramo Trapecio Trapezoide

Paralelogramos

O &

Cuadrado Rectangulo Rombo Romboide

33
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Mediatrices. Circuncentro

Las mediatrices son las
perpendiculares a los lados por
su punto medio.

Las tres mediatrices se cortan en un punto que se llama circuncentro. El
circuncentro es el centro de la circunferencia circunscrita.

L e—— e S
e e— 00 ST ™
Bisectrices. Incentro

Las bisectrices son las rectas que
dividen los angulos en dos partes
iguales.

Las tres bisectrices se cortan en un punto que se llama incentro. El incentro
es el centro de la circunferencia inscrita.



J—"._ AT o
Medianas. Baricentro

Las medianas son los segmentos
que unen un vértice con el punto
medio del lado opuesto.

Las tres medianas se cortan en un punto que se llama baricentre. I.a distancia
del baricentro sobre la mediana es doble al vértice que al lado.

P ——— . ol Al e |
PS———__ A _ o |
Alturas. Ortocentro

% Las alturas son los segmentos
~ a . s
Sl perpendiculares desde un vértice
.
/ g al lado opuesto.
) /‘/ \\\\
/ \\\
// \\\\\\
- 4 \“\ |
- '\\

Las tres alturas se cortan en un punto que se llama ortocentro.

35
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L ———— 00 T RS
Suma de los angulos de un

triangulo

La suma de los angulos de un triangulo es 180°.

e — R Y
o e—— 0 B 0 ™
Suma de los angulos de un
cuadrilatero y un pentagono

La suma de los angulos de un cuadrilatero es 360°.
Los angulos de un pentdgono suman 540°.



Suma de los angulos de un
poligono cualquiera

Trazando diagonales desde un
vértice cualquiera en un poligono
de n lados, éste se descompone
en n - 2 triangulos.

" La suma de los angulos de un poligono de n lados es:
S,=180°(n-2)

Propiedad del angulo exterior

En un tridngulo se llama angulo exterior el

formado por un lado y la prolongacién de otro.

Un angulo exterior a un triangulo es igual a la suma
de los dos interiores no adyacentes a él.

37
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Poligonos semejantes

A

o]
o)

Dos poligonos son semejantes si tienen sus angulos iguales
y sus lados proporcionales. Para que dos tridngulos sean
semejantes basta que tengan sus tres angulos iguales.

l

Area del paralelogramo

El area de un rectangulo o, en general, de cualquier paralelogramo
es igual a la base por la altura:

\
»
I
o
=



Area del triangulo y el trapecio

s b |
_ (B+b)h
. B . b :I
| | |

Areas y diagonales

Si las diagonales de un cuadrilatero son
perpendiculares, su area es igual al

producto de las diagonales dividido por dos:

39
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PEESSS——__ o _aEE |
Area de un poligono regular

Un poligono regular de n lados,
puede descomponerse en

n triangulos isosceles.

La altura de estos triangulos es
la apotema del poligono.

El area del poligono se obtiene sumando
las areas de estos triangulos:

S=n-lia=ﬂ
2 2

Donde p es el perimetro.

e — e ey
PERESS—_ .« R e |
Teorema de Pitagoras

En un triangulo rectangulo la hipotenusa al cuadrado
es igual a la suma de los cuadrados de los catetos:

a’=b*+ ¢’




La escuadra

La escuadra es un triangulo rectangulo
isosceles. Los angulos agudos miden 45°.
Puede considerarse como una de las

\/E dos mitades en que una diagonal

divide un cuadrado.

Sus lados estan en la proporcion:

1:1:\/5

1
P —————— . .« R,
ES——__ .« sl |
El cartabdn

5 El cartabon es un triangulo rectangulo
) cuyos angulos agudos miden 30° y 60°.
\ Puede considerarse como una de las
9 5, dos mitades en que una altura divide
\/5 s un triangulo equilatero.
K Sus lados estan en la proporcion:

\ 1:V3:2

5,
1\

41
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Area de un triangulo equilatero y
de un hexagono regular

_—
A |~
w]

B | —

Los triangulos ABC y AHC son semejantes. Por tanto:

%:% = b2=am
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ESS———_. .« sl |
Teorema de la altura

Demostracion del teorema
de Pitagoras

a’ = b2+c?

Del teorema del cateto se deduce que:

b?=am

= b’+c?=am+an=a{m+n)=a
¢t =a-n
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| ————— 0 ST Y
El circulo

El area del circulo se calcula

mediante:
S=mr?

Segmento circular Sector circular

El sector y la corona

El area del sector es proporcional El area de la corona es la diferencia
al angulo: de las dreas de los dos circulos:
_ T r ot S = R? e
360 =TT — I
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Poliedros

Cara

Un poliedro es un cuerpo de
volumen finito limitado por
caras planas cuyo contorno
es un poligono.

Los elementos de un poliedro
cumplen la relacion de Euler:

caras + vertices = aristas + 2

Vértice Arista

Poliedros regulares

Vo¢6

Los poliedros regulares son aquéllos cuyas caras
son poligonos regulares iguales.

Hay cinco poliedros regulares: tetraedro, hexaedro
o cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro.
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Prismas

Los prismas son poliedros que tienen dos caras paralelas iguales que se
llaman bases y caras laterales que son paralelogramos. Si las caras laterales
son rectangulos el prisma es recto. Si son romboides el prisma es oblicuo.

Prismas

=
=

Segun que las bases sean triangulos, cuadrilateros, pentagonos,
hexagonos, etc, los prismas se clasifican en triangulares,cuadrangulares,
pentagonales, hexagonales, etc.
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(e e s R
Prismas

El area lateral de un prisma recto
es igual al perimetro de la base por la
altura del prisma.

Fl area total es igual al area lateral
mas el area de las bases.

El volumen del prisma es igual al area
de la base por la altura.

Piramides

Una piramide esta formada por una
base y unas caras laterales que son
triangulos con un vértice comun.

Una piramide es regular si la base
es un poligono regular y las caras
laterales son triangulos isosceles

iguales.

En una piramide regular, la apotema es la perpendicular desde el vértice

a los lados de la base.




48

TEMA 5. GEOMETRIA

Piramides

El volumen de una piramide es igual
a un tercio del area de la base por
la altura:

1
V =—Bh
3

En una piramide regular la altura

forma un triangulo rectangulo con
la apotema de la base y la apotema

de la piramide.

La altura también forma un triangulo rectangulo con la arista lateral y
el radio de la circunferencia circunscrita a la base.

Piramides

El area lateral de una piramide regular
es igual a la mitad del perimetro de
la base por la apotema:

s, =-E°

2

El area total es igual al drea lateral
mas el drea de la base

A
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Cilindro

h=g 4
D
V=mr’h S =2arg S, =2arg+2nr’
Cono
g
g
h
2mr
r
V=—tnrh S, = S, = :
—?Trr [ =Trg ,=Tmrg tTr
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PE—— TS, |
Esfera




Tema 6

Trigonometria

6.1. Medida de angulos.

Como es sabido, los angulos pueden medirse en grados sexagesimales. Un 4dngulo de un grado resulta de
dividir una vuelta en 360 partes. Los grados sexagesimales se dividen en 60 minutos y estos a su vez, se
subdividen en 60 segundos.

Otra unidad comun de medida de dngulos es el radian. El radian se define como el dngulo al que corres-
ponde un arco de longitud igual al radio (ver figura ?7).

//
// / Y
/ \ / / \
f | f / |
- ‘ ‘ /o |l
{ <~ | T ‘ |
\ S | \ i
\ \\ / “\ /
\ PNl \ /
\ \
\ \\// \ r //
\
\\ / \
~ S -

Figura 6.1: ANGULO DE UN RADIAN Y MEDIDA DE UN ANGULO EN RADIANES

En general, la medida de un angulo en radianes se define como la razon entre la longitud del arco y el
radio (figura 6.1):
, l
p(radianes) = —
r

Puesto que una vuelta se corresponde con un arco de longitud 277, la medida de una vuelta en radianes
es:

2
1 vuelta = o 2w
T

Una vuelta son 27 radianes y media vuelta, esto es 180 son 7 radianes. Esta equivalencia permite pasar
de grados a radianes (multiplicando por 7 y dividiendo por 180) o de radianes a grados (multiplicando
por 180 y dividiendo por 7).

Ejercicio 16. Calcular la medida del angulo de un radian en grados, minutos y segundos.

180
1 radian = — ~ 57,2958 ~ 5717'45"
i

51
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ANAA

Las formulas de algunas areas se escriben de una forma mas simple cuando el angulo se expresa en
radianes. Por ejemplo, para la longitud del arco y la superficie del sector circular tenemos:

1
l(arco) = ry S(sector) = 51"24,0 (¢ en radianes)

6.2. Razones trigonométricas de angulos agudos.
Consideremos un triangulo rectangulo como el de la figura 6.2. En este tridngulo es conocida una relaciéon

,,// C

Figura 6.2: TRIANGULO RECTANGULO

entre los dngulos:

A+B+C =180 0 B+C=90
y una relacién entre los lados:

a2 =02 +¢2

Vamos a definir unas funciones que relacionan angulos y lados. Estas funciones se llaman trigonométricas
o circulares (pues como se vera se definen también sobre la circunferencia) y son las siguientes:

_ cateto opuesto b

sen B - - funcién seno
hipotenusa a
cateto contiguo c
cos B = —g& = — funcién coseno
hipotenusa a
cateto opuesto b
tg B = —p = - funcién tangente
cateto contiguo c

Como vemos, el seno y el coseno relacionan los catetos con la hipotenusa y la tangente relaciona los
catetos entre si.

También se definen las funciones cosecante, secante y cotangente como las fracciones inversa de las
anteriores:

1 .
sen A’

cosec A = sec A = cotg A =

cosA’ tg A

Con ayuda de estas funciones pueden calcularse los d&ngulos de un tridngulo rectangulo cuando se conocen
los lados. Vamos a verlo con un ejemplo.

Ejercicio 17. Calcular los angulos de un triangulo rectangulo en el que b = 56 cm y a = 74 cm.

Calcularemos en primer lugar el seno del angulo B:

b 56
senB=—- = —
a 74
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Conocido el seno del angulo, puede calcularse el 4ngulo mediante la funcién inversa del seno. Esta funcién se llama arcoseno.
En las calculadora aparece como sin~!. Entonces:

b 56 56
senB=-=— = DB= arsen — = 4910'45"
a T4 74
De forma similar calculariamos el angulo C' mediante la funcién coseno y su funcién inversa arcocoseno:
b 56 56
cosC=—-=— = (= arcos — = 4049’'15"
a T4 74

Desde luego que el angulo C podria haberse calculado como el complementario de B.

AMAA

Si se quieren calcular lados conviene recordar las férmulas de la siguiente manera:

. seno del angulo opuesto
un cateto = hipotenusa X i )
coseno del angulo comprendido

. seno del angulo opuesto
hipotenusa = un cateto + ) .
coseno del angulo comprendido

tangente del angulo opuesto al primero
un cateto = otro cateto X i . .
cotangente del angulo comprendido por el primero

Ejercicio 18. Calcular a y b sabiendo que ¢ = 45 cm y B = 36.

La hipotenusa la calculamos por el coseno:
c 45
cos B cos36

~ 55,6 cm

Como conocemos un cateto, el otro lo calculamos mediante la tangente:

b=c-tgB =45 tg36 ~ 32,7 cm

ANAA

30°

Figura 6.3: LA ESCUADRA Y EL CARTABON

Los valores de las razones trigonométricas de los dangulos de 30, 45 y 60 pueden calcularse facilmente a
partir de las proporciones de los elementos del cuadrado y el tridngulo equilatero.

En el cuadrado, si el lado mide 1, del teorema de Pitagoras se desprende que la hipotenusa mide v/2. En
el tridAngulo equilatero, si el lado mide 2, la mitad del lado mide 1 y, de nuevo por el teorema de Pitagoras,
la altura mide /3. De aqui, se obtienen para el seno, coseno y tangente de 30, 45 y 60 los valores que
aparecen en la siguiente tabla:
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30 45 60
1 1 V3
seno 5 7 3
V3 1 1
coseno 5 7 3
1
tangente — 1 \/3
© V3
El area de un tridngulo es igual a la mitad del producto de dos de sus lados por el seno del &ngulo
comprendido:
1
S = ibc sen A

Figura 6.4: AREA DEL TRIANGULO

En efecto, de la figura 6.4 se deduce que h = csen A. Por consiguiente:

1 1
S = §bh = §bcsenA

6.3.

_— T
E@y) | N E(z,y)
/ N\
N\
/ '
/ KT
[ 1809 — ; \
[ T ! |
} |
| r J’
\\ ’!
\
\ /
\\ /
\

Razones trigonométricas de angulos cualesquiera.

Figura 6.5: RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS CUALESQUIERA
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Representaremos los dngulos sobre una circunferencia centrada en el origen de coordenadas y tomaremos
el eje de abscisas como origen de angulos. A cada angulo « le corresponde un punto de la circunferencia
E(z,y). En funcién de las coordenadas de este punto se definen las razones trigonométricas del dngulo o

Ordenada de £y

e = Radio T
o8 o — Abscisa de E x
- Radio Rt

too Ordenada de £ Y

8T TAbscisade Bz

De esta definicién se desprende:
o Para angulos agudos, esta definiciéon coincide con la anterior basada en los tridngulos rectangulos.

¢ Las funciones seno, coseno y tangente pueden tomar valores positivos y negativos puesto que
dependen de las coordenadas de un punto.

¢ Para angulos obtusos, el seno es positivo pero el coseno y la tangente son negativos. Esto es
consecuencia de que la abscisa de los puntos correspondientes a estos angulos es negativa y la
ordenada positiva.

¢ Los angulos suplementarios tienen el mismo seno. El coseno y tangente son iguales pero de signo
contrario (ver figura 6.5).

¢ Para los dngulos de 0, 90 y 180, las funciones toman los siguientes valores:

0 90 180
seno 0 1 0
coseno 1 0 —1
tangente 0 no existe 0

6.4. Teoremas del seno y el coseno.

Teorema 1 (Teorema del seno). Las longitudes de los lados de un tridngulo cualquiera son proporcionales
a los senos de los angulos opuestos:

a b c

senA senB senC

C

Figura 6.6: TEOREMA DEL SENO
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Demostracién: En el tridngulo ABH de la figura 6.6 se verifica que:
h=c-senA

y en el tridngulo CBH:
h=a-senC

Por consiguiente:

a C

c-senA=a-senC — ——=——
senA  senC

B
e A
A /A . - \ N
S
) / \ \ \\ / y \ \
| \ / / \
/e / \ \ / / \ \\
/ : // \\\ \\\ / ¢/ \ \
| £ \ \ / // \ \
| ; / oR \“ \ f / \\a |
‘ : / \ | \ 4
: / \ J ‘ / \ |
3 / \\ f"‘ \ /
\ i/ 4 :
L/ \ / AN T
\\ L/ o ) // \\ T -
. . \ -
i Y N b
B c ~C AN

Figura 6.7: ANGULOS INSCRITOS Y TEOREMA DEL SENO

También puede demostrarse el teorema del seno a partir de la siguiente propiedad de los &ngulos inscritos:

el seno de un dngulo inscrito en una circunferencia es igual a la longitud de la cuerda dividida por el
didmetro.

En efecto, al angulo inscrito en el punto A (ver figura 6.7) le corresponde una cuerda BC' de longitud .
Por un extremo de esa cuerda trazamos el didmetro BA’ y el segmento A’C. El angulo A’ es igual que A
por estar inscritos en el mismo arco. Ademaés el tridngulo A’ BC' es rectangulo. De aqui:

seny = o

Consideremos ahora un tridngulo cualquiera ABC' (ver la misma figura 6.7). Dibujemos la circunferencia
circunscrita al tridngulo y supongamos que R es el radio de esa circunferencia. Por la propiedad anterior:

a
A = 2
sen 5B

b a b c

_ v — 2R = — —

sen B 2R R sen4A senB senC
c
sen C =5R

De esta forma hemos demostrado no solo la proporcionalidad entre los lados y los dngulos opuestos, sino
también que la constante de proporcionalidad es el diametro de la circunferencia circunscrita al tridngulo.

Para poder aplicar el teorema del seno se necesita conocer al menos un angulo y el lado opuesto. Si se
conocen dos lados y el angulo comprendido o tres lados se puede aplicar el siguiente teorema:

Teorema 2 (Teorema del coseno). En un tridngulo cualquiera el cuadrado de un lado es igual a la suma

de los cuadrados de los otros dos menos el doble del producto de estos dos lados por el coseno del dngulo
comprendido.
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A

Figura 6.8: TEOREMA DEL COSENO

Demostracion:

De la figura 6.8 resulta:

A =h?+n? puesto que n = b — m:
=h*+ (b—m)?
=h?24+b* +m?—2bm y como h? +m? = a*:
=a®+b? — 2bm puesto que m = a cos C":

=a? +b> — 2abcos C

Para los lados a y b obtendriamos férmulas similares:
a? =b% + ¢? — 2bccos A; b2 =a® +¢® — 2accos B

Mediante estas formulas podemos calcular un lado cuando se conocen los otros dos y el angulo compren-
dido entre ellos. También se pueden calcular los dngulos cuando se conocen los tres lados. En este cso es
conveniente expresar el teorema de coseno de la siguiente forma:

b2—|—62—a2. 0,2—1—62—[)2' a2+ b2 -2

A - B - =
cos e ; cos ; cosC 50D

2ac
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Tema 7

(Geometria analitica

7.1. Distancia. Punto medio de un segmento.

Sean dos puntos A(x1,y1)y B(xs2,ys2) (ver figura 7.1). De acuerdo con el teorema de Pitagoras, la distancia
d entre los dos puntos estd dada por:

d=/(z2 —21)>+ (y2 — 11)?

Si queremos calcular las coordenadas del punto medio del segmento AB, por la semejanza de los tridngulos
tenemos que

ro—11=2r—11) = m:ml—g@
Y1t Y2
Y2y =2y—y1) = y="—7

Es decir, las coordenadas del punto medio de un segmento son la media de las coordenadas de los extremos.
En general, si queremos calcular un punto P del segmento AB tal que las distancias del punto a Ay B

B(@2,2) B2, 1)

Figura 7.1: DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS Y PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO

estén en la proporcion p : ¢ haremos una media ponderada tomando como pesos p y ¢ (figura 7.2):

= qr1 + px2 _ a1 +py2
p+q p+q

59
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B($2> Z/Q)

Figura 7.2: PUNTO QUE DIVIDE A UN SEGMENTO EN UNA RAZON DADA

Ejercicio 19. Dados los puntos A(—4,5) y B(5,—1) calcular: (¢) Distancia entre los dos puntos, (¢) Punto medio del
segmento AB, (¢) Puntos que dividen el segmento AB en tres partes iguales.

¢ La distancia entre los puntos es:
d=1/(5— (~4))2 + (-1 5) = VBT 7 36 = VII7 = 3VI3

¢ Las coordenadas del punto medio son:

_—445 1

T2 T2

:75"'(_1):2
2

Por consiguiente, el punto medio del segmento AB es el punto M(%7 2).
¢ Los puntos que dividen al segmento AB en tres partes iguales son tales que sus longitudes estan en la proporcion
1:2y 2:1. Entonces, el primer punto es:
2 () +1-5
= =
_2:541-(-1)
i e—
y el segundo punto:
1-(—4)+2-5
—
_1-542-(-1)
N 3

Los puntos que dividen AB en tres partes iguales son P(—1,3) y Q(2,1). Puede comprobarse que las coordenadas
de los cuatro puntos A, P, Q, B, estan en progresion aritmética.

-1

=3

2

=1

ANAA

7.2. Ecuacién punto-pendiente y explicita de la recta.

En Geometria Analitica las rectas se representan mediante ecuaciones de primer grado con dos incognitas.
Los puntos de la recta son las soluciones de la ecuacién. Por ejemplo, la ecuaciéon

3z +4y =5

representa a una recta. Si queremos obtener puntos de esta recta, basta calcular soluciones de la ecuacion.
Dando un valor a una de las incognitas y calculando el valor correspondiente de la otra obtenemos un
punto. Por ejemplo, en la ecuacién anterior, dando a z el valor —1 se obtiene para y:

r=-1 = 3(-1)+4y=5; 4y =8 ; y=2
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de modo que el punto (—1,2) es un punto de la recta dada.

Una ecuacion de primer grado puede escribirse de muchas formas diferentes, con paréntesis, sin paréntesis,
con denominadores, sin denominadores, etc. Dependiendo como se escriba la ecuacién, sus coeficientes
tienen un significado u otro como caracteristicas de la recta. Seguidamente, veremos las formas més
convenientes de escribir la ecuacién de una recta.

Supongamos que una recta esta definida por un punto P(zg,yo) y el angulo que forma con la direccion
positiva del eje de abscisas, es decir, por el angulo « en la figura 7.3. La tangente de este angulo se
representa por la letra m y se llama pendiente de la recta.

Figura 7.3: ECUACIONES DE LA RECTA PUNTO-PENDIENTE Y EXPLICITA

Para que el punto X (x,y) se encuentre sobre la recta debe cumplir que:

Y—Yo
r — X

tga=m =

= y—yo=m(z—x0)
Esta forma de escribir la ecuacion

y—yozm(a:—xo)

se llama forma punto-pendiente de la ecuaciéon de la recta. El significado de los coeficientes en este
caso esta claro: representan las coordenadas (zg,yo) de un punto de la recta y la pendiente m.

Si se toma como punto para definir la recta, el punto de corte con el eje de ordenada B(0,b), la ecuacion
queda:

y—b=m(z—0)
o bien
y=mx—+b

que se llama ecuacion explicita de la recta. En esta ecuacion, el coeficiente de = es la pendiente, y el
término independiente b representa la ordenada del punto de corte de la recta con el eje de ordenadas
que recibe el nombre de ordenada en el origen.

Ejercicio 20. Calcular en las formas punto-pendiente y explicita la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(—2, 5)
y B(3,1).

Podemos calcular la pendiente de la recta como el cociente de las variaciones de y y de x entre los dos puntos conocidos de
la recta (figura 7.4):
Ay _y—y1 . 1-5 —4

Ax xg—x1_3—(—2)_?

Como punto para definir la recta podemos tomar cualquiera de los dos, por ejemplo el punto A. La ecuacién punto-pendiente
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PAy =y — un

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

(@] X

Figura 7.4: ECUACION DE LA RECTA QUE PASA POR DOS PUNTOS

es:
4
y—5:—g (z+2)

La ecuaciéon explicita la obtenemos despejando y:

7.3. Ecuacién candnica o segmentaria.

Vamos a suponer ahora que la recta estd dada por los puntos A(a,0) y B(0,b) en que la recta corta a los
ejes de coordenadas (figura 7.5).

B(0,b)

@) A(a,0) X

Figura 7.5: ECUACION SEGMENTARIA DE LA RECTA

La pendiente de la recta es:

b-0

m 0—a

b
a
Puesto que la ordenada en el origen de la recta es b, su ecuacion explicita es:

b
y=-—_u +b = (quitando denominadores) br 4+ ay = ab
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y dividiendo por ab los dos miembros resulta:

r y

I A |

a b
Esta es la ecuacion segmentaria o candnica de la recta. Los coeficientes a y b de la ecuacion son,
respectivamente, la abscisa y la ordenada en el origen, es decir, la abscisa y la ordenada de los

puntos de corte con los ejes (ver figura 7.5).

Ejercicio 21. Calcular la ecuacién segmentaria de la recta 3z + 4y = 24.
Resolveremos el problema por dos procedimientos:

¢ Calculamos las intersecciones e la recta con los ejes de coordenadas. Para calcular la interseccién con el eje de
abscisas hacemos y = 0 y para calcular la interseccion con el eje de ordenadas hacemos x = 0:

{3z+4y24 {3x+4y24

= A(8,0)
y:O x=0

= B(0,6)

Hemos hallado la abscisa en el origen (a = 8) y la ordenada en el origen (b = 6). La ecuacion de la recta en forma
segmentaria es:

€z Y
g + E =1
¢ Dividiendo los dos miembros de la ecuacién por 24:
3z 4y 24
24 24 24
Pasando dividiendo al denominador los coeficientes que aparecen en el numerador multiplicando:
%34 + % =1 = f+i=1

ANAA

7.4. Ecuacién general o implicita.

No todas las rectas tienen una ecuacion que se pueda escribir en una de las formas vistas hasta ahora.
Por ejemplo, la pendiente es la tangente del angulo que forma la recta con el eje de abscisas. Las rectas
paralelas al eje de ordenadas forman un angulo de 90 con el eje de abscisas y, por consiguiente, no tienen
pendiente, puesto que la tangente de 90 no existe. A veces se dice que estas rectas tienen tangente infinita.

Para que la ecuacién de una recta pueda escribirse en forma segmentaria, es preciso que la recta corte a
los dos ejes en puntos distintos del origen. Por tanto, no podran escribirse en forma segmentaria ni las
rectas paralelas a cualquiera de los dos ejes ni las rectas que pasan por el origen.

Todas las rectas pueden expresarse mediante ecuaciones del tipo:
Az +By+C=0

Esta forma de escribir la ecuacién de primer grado se llama general o implicita y todas las rectas
tienen una ecuacion que se puede escribir de esta manera. El problema es que es mas dificil encontrar un
significado par sus coeficientes A, By C.

Cuando alguno de los coeficientes de la ecuacién es cero, nos encontramos con los siguientes casos parti-
culares:

¢ Si A =0 en la ecuacion falta la incognita x. La ecuacion se suele escribir en la forma y = yp y se
trata de rectas paralelas al eje de abscisas. En particular, la ecuacién del eje X es y = 0.

© Si B = 0 en la ecuacion falta la incognita y. En este caso se trata de rectas paralelas al eje de
ordenadas que se suelen escribir en la forma z = xy. La ecuacién del eje de ordenadas es = = 0.

¢ Si C = 0 larecta correspondiente pasa por el origen puesto que (0, 0) es una solucién de la ecuacion.
En particular, la recta y = x se llama bisectriz del primer cuadrante y y = —x bisectriz del segundo
cuadrante.
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Y //_y:l‘
o //

P(0, y0) y=%
NI =2 /
\

Figura 7.6: CASOS PARTICULARES DE LA ECUACION DE LA RECTA

Ejercicio 22. Calcular las ecuaciones de las paralelas a los ejes por el punto P(1,3)

La paralela al eje OX tiene de ecuacion y = 3. La paralela al eje OY tiene de ecuacion =z = 1.

AMAA

Ejercicio 23. Calcular el punto de intersecciéon de la recta 2z + 5y — 7 = 0 con la bisectriz del primer cuadrante.

Para calcular la interseccion de dos rectas hay que hallar la solucion del sistema formado por sus ecuaciones. En este caso,
el sistema es:

2 +5y—7=0
y=x

sistema, que tiene por solucién el punto P(1,1).

AdAA

7.5. Posicién relativa de dos rectas.

Dos rectas o bien se cortan o son paralelas. Cuando dos rectas son paralelas forman el mismo angulo
con el eje de abscisas y, por consiguiente, tienen la misma pendiente (ver figura 7.7).

y=mz+ b

y=mzx + by

Figura 7.7: RECTAS PARALELAS

Si las ecuaciones de las dos rectas estan escritas en forma explicita o punto-pendiente podemos saber si
son paralelas, simplemente comprobando si tienen o no la misma pendiente.
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En el caso de que una recta esté escrita en forma implicita Az + By + C = 0, podemos obtener su
pendiente despejando la incognita y:

A c A

Por tanto, si las rectas A1z + B1y + C; =0y Asx + Boy + Cy = 0 son paralelas, deben tener la misma
pendiente y, por consiguiente:

A
A A A B
B By Ay By

Esta es la condicién de paralelismo de dos rectas cuando sus ecuaciones estén escritas en forma implicita.
Si ademés sucede queda

Ay By (4

Az By (o
las dos ecuaciones tienen las mismas soluciones (una de ellas es igual a la otra multiplicada por un
namero). Las dos rectas tienen los mismos puntos y son, por tanto, coincidentes.

Ejercicio 24. Calcular la ecuacion de la paralela a la recta y = 2x — 5 que pasa por el punto P(3, —7).

Si es paralela, debe tener la misma pendiente m = 2. Como ademés pasa por el punto P(3,—7), su ecuacion es:

y+7=2(z—3)

ANAA

Ejercicio 25. Calcular la ecuacién de la paralela a la recta 3z — 5y + 8 = 0 por el punto A(1,7).

Si la ecuacion esta dada en forma implicita podemos utilizar otro procedimiento (aunque podriamos calcular la pendiente
de la recta dada y proceder como en el problema anterior). Puesto que los coeficientes A y B de la recta y su paralela son
proporcionales, podemos suponer que son los mismos y las dos ecuaciones difieren simplemente en el coeficiente C'. La recta
que buscamos es:

3r—5y+C=0
Como la recta pasa por A(1,7) estos nimeros son soluciéon de la ecuacion. Por tanto:
3:1-5-7T+C=0 = (C=35-3=232

La ecuacién de la paralela es 3x — 5y + 32 = 0.

AdAA

7.6. Perpendicularidad de rectas

Sea la recta r de pendiente m y su perpendicular s con pendiente m’ (ver figura 7.8). Vamos a ver qué
relacién hay entre las dos pendientes m y m’.

La pendiente m es la tangente del angulo que forma la recta r con la horizontal en sentido positivo, es
decir, en la figura 7.8:

m = tgy
Por otra parte, el &ngulo o cumple:
1 1
a=180—90—-¢p=90—-¢ = tga=1tg(9%0 —¢p)=cotgy=—=—
tgp m

Pero el dngulo que forma la recta s con la direccion positiva del eje de abscisas no es « sino su suplemen-
tario 180 — . Entonces, la pendiente m’ es:

, 1
m' =tg(180 —a) = —tga = ——
m
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Figura 7.8: RECTAS PERPENDICULARES

Ejercicio 26. Calcular la ecuacion de la recta perpendicular a 3z — 5y 4+ 2 = 0 por el punto P(—2,1).

La recta que nos dan tiene pendiente m =
por P(—2,1) la ecuacion de la perpendicular es:

5
y—l=-—2(@+2)

AMAA

La pendiente de la perpendicular sera entonces m’ = —%. Puesto que pasa

Ejercicio 27. Calcular la mediatriz del segmento AB siendo A(—1,3) y B(4,1).

— Primer método:

El punto medio del segmento AB tiene como coordenadas P (%, 2). La recta AB tiene pendiente

Ay 1-3 2

T Az 441 5

La mediatriz tiene pendiente m’ = % y su ecuacién es:

5 3
_9== T
Y 2("” 2)

2y —4 =5 — —
Y 2

10z —4y —7=0

Figura 7.9: ECUACION DE LA MEDIATRIZ

— Segundo método:
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Sea X (z,y) un punto de la mediatriz. Su distancia a A es igual que su distancia a B:

(+1)°+@y-3°=(x—4>+ @y —1)°

242z +1+y> —6y+9=a?>—8x+16+y2 —2y+1
20 4+1—-6y+9=—-8x+16—-2y+1

10z —4y —7=0

AMAA
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Tema 8

Funciones

8.1. Definiciones.

Una funcién f es una correspondencia que asocia a cada numero real x (variable independiente) un
unico namero real f(z) (variable dependiente). La representacion gréfica de la funcién f es la curva
de ecuacion y = f(x) formada por los puntos de coordenadas (x, f(x)).

El dominio o dominio de definicion de una funcién es el conjunto de valores que puede tomar la variable
independiente z. El recorrido es el conjunto de valores que puede tomar la variable dependiente f(x).

Una funcién como cos? z puede considerarse como la aplicacién sucesiva a la variable independiente x de
la funcién f(z) = cosx y de la funcién g(x) = z%. Esta operacién consistente en aplicar sucesivamente
dos funciones se llama composiciéon de funciones y se representa por g o f:

go f(z) = g[f(z)]
En general, la composicién de funciones no es conmutativa. Por ejemplo, es diferente cos? x que cos(x?).

Dos funciones f y f~! son inversas una de la otra si
f@)=y = a=f"'(y) obien fofl(z)=2

Son funciones inversas el cuadrado y la raiz cuadrada, el logaritmo y la exponencial o el arcoseno y el
seno puesto queda

Va2 = (Va)? = Ine® = e =gz ; sen( arsenx) = arsen (senz) = x

La funcién inversa sirve para despejar el argumento de una funcién. Por ejemplo:

$2:y = T=./y
he=y = xz=¢€Y

=y = z=Iny
cosr=Yy =—> T = arcosy

La funcién f(z) es creciente en un intervalo si para puntos xi, zo en ese intervalo:
T >3 = f(z1) > f(22)

De forma similar, f(x) es decreciente en un intervalo si para puntos z1, x2 en ese intervalo:
1 >x9 = f(x1) < f(x2)
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maximo

creciente

decreciente

creciente

minimo

Figura 8.1: INTERVALOS DE CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO

La funcién f(z) tiene un maximo relativo en el punto z si en ese punto toma un valor mayor que en
los puntos préximos situados tanto a su izquierda como a su derecha.

Una funcion f(x) tiene un minimo relativo en el punto ¢ si en ese punto toma un valor menor que en
los puntos proximos situados tanto a su izquierda como a su derecha.

También podemos clasificar los puntos de la gréafica de una funcién segin que la tangente quede por
encima o por debajo de la curva. Si la tangente en un punto queda por encima de la curva, diremos que
la funcién es convexa en ese punto y si queda por debajo diremos que la funcién es concava. Los puntos
en que la funcién cambia de céncava a convexa o de convexa a concava se llaman puntos de inflexiéon
de la curva. En estos puntos, la tangente atraviesa la curva.

convexa

punto de inflexién

céncava

Figura 8.2: INTERVALOS DE CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD

Si la tangente en un punto queda por encima de la curva, diremos que la funcién es convexa en ese
punto y si queda por debajo diremos que la funcién es concava. Los puntos en que la funcion cambia de
concava a convexa o de convexa a concava se llaman puntos de inflexién de la curva. En estos puntos, la
tangente atraviesa la curva.

Una funcién es par o simétrica respecto al eje de ordenadas si cumple que f(—z) = f(z). Las
funciones polinémicas que tienen solamente potencias pares son simétricas respecto al eje de ordenadas.
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Una funcién es impar o simétrica respecto al origen si cumple que f(—z) = —f(x). Las funciones
polinémicas que tienen solamente potencias impares son simétricas respecto al origen.

Una funcidén periddica de periodo T es aquella cuyos valores se repiten a intervalos de longitud 7', es
decir que:

fle+T) = f(z)

Figura 8.3: FUNCION PERIODICA

8.2. Funciones de primer y segundo grado.

Como vimos anteriormente, la representacién grafica de las funciones polinémicas de primer grado
flz)=mx+Dd

es una linea recta de pendiente m y cuya ordenada en el origen es b.

La representacion grafica de la funcién polindémica de segundo grado o funcién cuadratica
f(z) =ax® +bx+c

es una parabola. La parabola presenta un minimo o un maximo segin que el coeficiente de 2 sea positivo
o negativo. El maximo o minimo de la funcion es el vértice de la parabola.

Las intersecciones de la parabola con los ejes se obtienen resolviendo el sistema formado por la ecuacién
de la pardbola y la ecuaciéon de los ejes.

OX - y:ax2-|—bx-|—c:0 oy : y:am2+bx—|—c:0

Las coordenadas del vértice se calculan de la siguiente forma: la abscisa del vértice es el punto medio
de las intersecciones (si existen) con el eje OX. Una vez calculada la abscisa, se obtiene la ordenada
sustituyendo en la ecuacién de la parabola:

b

o= ——,;
2a "’

Yo = airg + bl'() +c

Ejercicio 28. Representar graficamente la funcion y = 22 — 5z — 14.

El punto de interseccién con el eje de ordenadas es la solucién del sistema:

2 _
{y =at—br— 14 — A0, —14)
x=0
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y=ar’+br+c ‘
y=a(x—z0)’+ % \ /
\ /

y=—a? — 55— 2
\ /

2%

/ \
// \ o2
/ /
/
/ \ | |
/ | \ /
/ Lo \
4 2 Vlo 2 4 G 8 C
/ | zo
/ \ / b
\ \ To=5—-
A / 2a
/
Yo = aw[z, + bxy+ ¢

‘f
NS y=a?—Te+10

5]

/ |
Figura 8.4: FUNCION CUADRATICA

Los (posibles) puntos de interseccion con el eje de abscisas se obtienen del sistema:

_ 5++25+56 5+9
o T2

{y:3525zl4
- x 3

y=0
Hay dos puntos de interseccién de abscisas —2 y 7. Los puntos son entonces B1(—2,0) y B2(7,0)

El vértice tiene como coordenadas

i

5
0 = —;
Y75

Con estos datos, la representacion grafica serfa:

-2 10) 7 X
2
y=a"—bxr—14
14 |\
\‘\\ ///
\
s
2" 4
LY Y]
2

Ejercicio 29. Representar graficamente la funcion y = 4z — =
Procediendo de forma similar al problema anterior resulta que la interseccion con el eje OY es el punto (0,0), las intersec-

ciones con el eje OX estan en (0,0) y (4,0) y el vértice en (2,4).

La representacion grafica es:
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Y
(2,4)
/N
O |/ \\
4 X

y = da — 2

Obsérvese que, puesto que el coeficiente de =2 es negativo, la funcién presenta un maximo al contrario de lo que ocurria en
el ejemplo anterior.

AAAA

8.3. Funcién de proporcionalidad inversa.

Dos magnitudes son inversamente proporcionales si su producto es constante. Las funciones definidas
mediante ecuaciones del tipo:
k ar+b

y:cx—i—d © y:cx—i—d

se llaman funciones de proporcionalidad inversa y la curva correspondiente es una hipérbola. Esta
curva puede dibujarse calculando sus intersecciones con los ejes:

_ar+b _ar+b
y_cx—i—d y_cx—i—d

y sus asintotas. Mas adelante se vera cémo se pueden obtener las asintotas de cualquier curva. Para la
funciéon de proporcionalidad inversa la asintota vertical se obtiene igualando a cero el denominador y la
asintota horizontal dividiendo los coeficientes de x:

a _
asintota horizontal: y = — asintota vertical: x = —
c c
Conocidas las asintotas x = zg € y = 9o, la ecuacién de la hipérbola puede escribirse en la forma:
(z—z0)(y—yo) =k
donde se pone de manifiesto que las magnitudes inversamente proporcionales son z — zg e y — yo.

Ejercicio 30. Representar graficamente la, funcion:
2z —5
T z—3

La asintota vertical es x — 3 = 0, es decir, z = 3.

La asintota horizontal es y = 2 (y igual al cociente de los coeficientes de x).

Calculamos las intersecciones con los ejes. El punto de interseccion con el eje de abscisas es:
2x — 5 5
y =
r—3 = A (7, 0)
2
y=0
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_2z+1
N
y=2

r=—1

Figura 8.5: FUNCION DE PROPORCIONALIDAD INVERSA
y el punto de interseccién con el eje de ordenadas:

721—5 5
{y =5 = (o)

z=0

Con estos datos, la grafica de la funcion es la siguiente:

AAAA

8.4. Funciones exponenciales y logaritmicas.

Las funciones definidas por y = a” donde a es un numero positivo cualquiera se llaman funciones
exponenciales. Sea cual sea el valor de a, la funcién puede escribirse en la base e, es decir como
y = €*® con k = Ina positivo o negativo segiin que a sea mayor o menor que 1. Como caracteristicas mas
importantes de estas funciones destaquemos las siguientes:

kx

¢ Sea cual sea el valor de x, e** es positivo.

o El eje de abscisas, esto es la recta y = 0 es una asintota horizontal de y = e**
sea k positivo o negativo.

en —oo 0 +00 segin

k

¢ La curva y = €"® no corta al eje de abscisas. Corta al eje de ordenadas en el punto (0,1).

Se llaman funciones logaritmicas las definidas por f(x) = log, . Con ayuda de la formula del cambio de
base de los logaritmos, cualquier funcién logaritmica puede expresarse como y = k - Ilnx, donde Inz es el
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\ /
A\ /
y=e " \ Y // y=e" Y

Figura 8.6: FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

logaritmo neperiano o sea el logaritmo en la base e. Como propiedades fundamentales de estas funciones

citaremos:
¢ Las funciones logaritmicas solo existen para x positivo.

o La recta z = 0 (el eje de ordenadas) es asintota vertical de y = k- Inz.

¢ La curva y = k - Inz no corta al eje de ordenadas. Corta al eje de abscisas en (1,0).

8.5. Funciones circulares.

Las funciones y = senz, y = cosx e y = tgx asi como sus reciprocas cosecante, secante y cotangente,

tienen la particularidad de que son periédicas, es decir toman valores iguales cada 27 radianes.
Como se ve (figura 8.7), las graficas de las funciones seno y coseno son iguales pero desfasadas en 7. La

funcion tangente tiene asintotas x = £(2k 4+ 1)3 para k=0, 1, 2, ...

|
e t 1’\‘ [
i
Yy = senx Y= 8% | |
Y = COST ‘ 3 f
1
// \ 7 e
' - £l / 3n
/ / 2 \ / / / 3 / 7 o
0 ™\ 2 /lo Ly /
N N/
L “

Figura 8.7: FUNCIONES CIRCULARES

Las inversas de estas funciones se llaman arcoseno, arcocoseno y arcotangente. Estas funciones se definen

de la siguiente manera:
Z y Z cuyo seno vale .

o arsen x es el dngulo (en radianes) comprendido entre —5 y 3

o arcos x es el angulo comprendido entre 0 y ™ cuyo coseno vale z.

¢ artg z es el angulo comprendido entre —3 y 5 cuya tangente vale .
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Tema 9

Estadistica

9.1. Introduccién

La Estadistica trata de describir colectividades formadas por un gran nimero de objetos. El conjunto
de los objetos que se estudian se denomina poblacién. En ocasiones, el estudio se hace a partir de una
muestra, esto es, cierto nimero de objetos tomados aleatoriamente de la poblacién. El nimero de objetos
de la poblaciéon o de la muestra es su tamano.

Sobre la poblacién o sobre una muestra se mide una magnitud. Los valores que toma esta magnitud forman
la variable estadistica. Si la variable estadistica toma valores numéricos se dice que es cuantitativa.
Si no es asi (por ejemplo si se estudia la raza de una poblacién de gatos) la variable es cualitativa.

Una variable estadistica cuantitativa puede tomar un numero finito de valores o los infinitos valores
comprendidos en un cierto intervalo. En el primer caso hablaremos de variable estadistica discreta y en
el segundo de variable continua. En realidad la variable nunca es estrictamente continua en el sentido
explicado pues la precisién de los instrumentos de medida no permite apreciar infinitos valores. En la
practica, la variable serd continua cuando pueda tomar un niimero muy elevado de valores; en este caso,
los valores de la variable estadistica se agrupan en intervalos.

9.2. Frecuencias

La frecuencia o frecuencia absoluta de un valor = de la variable estadistica es el numero de objetos de la
poblacion que presentan ese valor. Representaremos esta frecuencia por f. La frecuencia de un determi-
nado valor dividido por el nimero de elementos de la poblacién, esto es, la proporcién de elementos de la
poblacion que presenta este valor es la frecuencia relativa que representaremos por h. Evidentemente
se cumple que:

h:N

donde N es el nimero de objetos de la poblacién.

La frecuencia acumulada F de un resultado x es el nimero de elementos de la poblacién en los que la
variable toma valores menores o iguales que z. Dividiendo por el niimero de elementos de la poblacién se
obtiene la frecuencia acumulada relativa H.

Los valores de la variable estadistica y las correspondientes frecuencias se representan en las llamadas
tablas de frecuencias, que tienen siguiente forma (se presentan dos tablas, una para variable discreta y

7
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otra para variable continua):

|l n |l F | H . fln P H
1 fi hi Iy H,y [0, 1) fi hi Fy H,y
Z2 P hao F, | Hs [71,22) P ha F, | H
z3 f3 hs3 F; | H3 [72,23) /3 h3 F3; | H3

De las definiciones se deducen algunas condiciones que deben cumplir estos valores:
¢ La suma de todas las frecuencias debe ser igual al tamano de la poblacién o de la muestra.
¢ La ultima frecuencia acumulada también debe ser igual al tamano de la poblacién o de la muestra.
¢ La suma de las frecuencias relativas debe ser 1 y también la ultima frecuencia relativa acumulada.

También debe cumplirse que, por ejemplo:

Fy=fH+fot+fz+fa

es decir a la suma de las frecuencias absolutas anteriores. O también:
Fy=fs+F3

o sea, la frecuencia correspondiente mas la frecuencia acumulada anterior. Relaciones similares deben
cumplirse para las frecuencias relativas.

9.3. Graficos estadisticos

Los valores de la variable estadistica y sus frecuencias pueden representarse graficamente de muchas
maneras. Consideraremos solamente los mas comunes.

Para variable discreta se utilizan los diagramas de barras. Los valores de la variable se indican sobre el eje
de abscisas y sobre ellos se dibuja una barra de altura proporcional a la frecuencia. Pueden representarse
de esta forma tanto las frecuencias absolutas como las frecuencias relativas o las frecuencias acumuladas:

Si la variable estadistica es continua se utilizan los histogramas y los poligonos de frecuencias
acumuladas. Un histograma consiste en representar los intervalos en que hemos dividido la variable sobre
el eje de abscisas y, sobre él, se dibuja un rectangulo de area proporcional a la frecuencia correspondiente:

Los poligonos de frecuencias acumuladas (absolutas o relativas) se obtiene tomando como ordenada
sobre el extremo derecho del intervalo la frecuencia acumulada correspondiente y uniendo los puntos asi
obtenidos mediante segmentos:

9.4. Mediana y cuartiles

Supongamos que todos los valores obtenidos de la variable estadistica se ordenan de menor a mayor. La
mediana sera entonces el valor central, esto es, el valor que deja el mismo nimero de términos a su
izquierda y a su derecha. Si el nimero de términos es par entonces se tomara como mediana la media de
los valores centrales.
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fi)

Figura 9.1: DIAGRAMA DE BARRAS

80

Figura 9.2: HISTOGRAMA

604

F=15%

40

F=50%

204

F=25%

A Q Qs x;

Figura 9.3: POLIGONO DE FRECUENCIAS ACUMULADAS

79
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La mediana se puede obtener facilmente a partir de la tabla de frecuencias relativas acumuladas. Si en la
tabla aparece la frecuencia acumulada 0, 50 (o sea el 50 %) entonces la mediana es la media entre el valor
de la variable correspondiente a ese 0,50 y el siguiente. Si no aparece en la tabla el valor 0,50, entonces
es el valor de la variable correspondiente al primer valor de la frecuencia acumulada relativa superior a
0, 50.

Si la variable es continua, esto es, si aparece dividida en intervalos, se puede localizar el intervalo mediano
tal como se ha expuesto en el parrafo anterior. Una vez conocido este intervalo se tomard como mediana
el valor de la variable correspondiente al 50 % en el poligono de frecuencias acumuladas relativas.

Si el intervalo mediano es (z1,%2) y a los extremos del intervalo les corresponden unas frecuencias acu-
muladas relativas H; y Ho, el valor de la mediana estd dado por:

0,50 — Hy

Mediana = 1 + H, — 1,

(w2 — 21)

De forma similar, se llaman primero, segundo y tercer cuartil, los valores de la variable correspondientes
a frecuencias acumuladas de 0,25, 0,50 y 0,75, es decir, aquellos que dividen al conjunto de valores
obtenidos en cuatro partes con el mismo ntimero de términos. Se representan por 1, Q2 v @3. El
segundo cuartil coincide con la mediana. Pueden obtenerse por férmulas similares a la mediana:

0,25 — H,

Q1 =21+ ﬂ(ﬂh — 1)
0,50 — Hy

Q2 =21 + m(l'z —x1)
0,75 — H

Q3 =21+ ﬁ@Q — 1)

donde (x1,x2) representa el intervalo en que se encuentra el cuartil y H; y Hs las frecuencias relativas
acumuladas en los extremos del intervalo.

9.5. Maedia y desviacidn tipica

La media o media aritmética de una variable estadistica se define como la suma de todos los valores de

la variable dividido por el nimero de elementos de la poblacién:
Y
N

xr =

La suma de todos los valores de la variable estadistica se puede expresar mediante la suma de cada uno
de los valores que toma por sus correspondientes frecuencias. Asi:

S s
T = 'A];\l[ L= Yh;x;
donde se ha hecho uso de la relacion fﬁ = h;. En caso de que los datos aparezcan agrupados en intervalos,

tomaremos como valor de la variable la marca de clase, es decir, el punto medio del intervalo.

La media es, como hemos visto, un niimero que cumple que Xx = NZ, es decir, si todos los valores
de la variable fuesen iguales a la media, su suma seria la misma. La media nos permite comparar dos
poblaciones sobre las que se ha medido la misma magnitud pero no nos permite saber si los valores de
la variable estdn préximos a la media o no. Por ejemplo, una media de cinco se puede obtener con dos
cincos o con un diez y un cero.

Para saber como estan distribuidos los valores en torno a la media son precisos otros pardmetros. Estos
son la varianza y la desviacidén tipica. La varianza se define por:

2 Sfi(wi —3)°

N = Ehl(l‘z — i‘)Q

g
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y su raiz cuadrada o desviacién tipica:

Uzﬂwz Yhi(z; — )2

Desarrollando el cuadrado de la diferencia, podemos encontrar otra expresion para la varianza:

2 Zfl(ml — .77)2
N
Zflm? + Zfii‘Z — Y2f;x;T
N
Sfia? n *Lf; 22X fix
N N N
> fiz?
= —J;Vxl + 7% — 277
> fiz?
fxz _ j‘Q

Esta expresion puede recordarse diciendo que la varianza es igual a la media de los cuadrados menos el
cuadrado de la media.

La media y la desviacién tipica tienen las siguientes propiedades:

¢ Si se suma el mismo nimero a todos los valores de la variable, la media queda incrementada en
esa cantidad pero la desviacion tipica no varia.

¢ Si todos los valores de la variable se multiplican por el mismo nimero, la media y la desviaciéon
tipica quedan multiplicados por ese nimero. La multiplicaciéon de todos los valores por un niimero
puede interpretarse como un cambio de unidades. Esta propiedad dice que la media y la desviacion
tipica se expresan en las nuevas unidades.

El cociente de la desviacion tipica y la media se llama coeficiente de variacion:

CV =

ISTRES]

Para comparar un valor de la variable estadistica con el resto de los valores obtenidos en una determinada
poblacion se utilizan las puntuaciones tipicas. En estas se toma como valor cero el de la media y como
unidad la desviacion tipica. El paso de la variable = al valor tipico z se hace mediante la formula:

z =

g

0, despejando z = T + zo.

9.6. Ejemplo

Ejercicio. En una encuesta sobre trafico se ha preguntado a 1000 conductores sobre el niumero de multas
recibidas. Se dispone de la siguiente informacion:

N? de conductores 180 280 150 200 110 80
N2 de multas 0 1 2 3 4 5

Hacer la tabla de frecuencias con los datos necesarios para calcular:

o La mediana.
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o Los cuartiles y el rango intercuartilico.
© La moda.
© La media.

o La desviacion tipica.

Solucion:

Construimos la tabla con las frecuencias, frecuencias acumuladas, productos de las frecuencias por los
datos y productos de las frecuencias por los cuadrados de los datos.

0 180 | 180 | o0 0
1 280 | 460 | 280 | 280
2 150 | 610 | 300 | 600
3 200 | 810 | 600 | 1800
4 110 | 920 | 440 | 1760
5 80 | 1000 | 400 | 2000

| Total || 1000 | | 2020 | 6440 |

Con estos datos tenemos:

¢ La mediana seria el valor medio de los datos que, ordenados, ocupasen los lugares 500 y 501. A la
vista de la tabls de frecuancias acumuladas, la mediana es Q3 = 2.

¢ De forma similar calculamos el primer cuartil (media entre los datos que ocupan el lugar 250 y
251) @1 = 1y el tercer cuartil Q3 = 3. El rango intercuartilico es Q3 — Q1 = 2.

¢ La moda es el dato con mayor frecuancia. En este caso 1.
¢ La media es la suma de los f;x; dividido por el namero de datos que es la suma de las f;:

2020
F= 2 — 9020
Y= 000 ©

¢ La varianza es la media de los cuadrados menos el cuadrado de la media:

6440
2= " _ 72 =2 3596
7 T 000 T T

y la desviacién tipica es la raiz de la varianza:

o =+/2,3596 =1, 5361
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Combinatoria

10.1. Combinatoria.

La combinatoria es la parte de las Mateméticas que trata de las distintas agrupaciones que pueden formar
colecciones finitas de objetos y, en particular, de obtener el nimero de las configuraciones posibles.

Problemas tipicos de combinatoria serian calcular el nimero de diagonales de un poligono de n lados, o
de cuintas maneras diferentes se pueden repartir cinco cartas de una baraja, etc.

Ejercicio 31. A una reunién asisten 20 personas. Antes de empezar la reunion se saludan todos dédndose la mano.
{Cuantos saludos han intercambiado?

Resolveremos este problema de dos formas diferentes.

Modo 1. Un asistente podria pensar que como él ha tenido que saludar a 19 personas (a todos menos a si mismo), y dado que
hay 20 personas, el nimero saludos es 20-19 = 380. Sin embargo, este resultado no es correcto. La razén es que procediendo
de esta manera, cada saludo se ha contado dos veces: el saludo que han intercambiado A y B se ha contado entre los que
hizo A y entre los que hizo B. Por consiguiente, el nimero de saludos es exactamente la mitad:

20-19
= 190.

Modo 2. Una forma de no contar los saludos repetidos seria la siguiente. Un asistente saluda a los 19 restantes y se retira.
Se han completado asi 19 saludos y quedan 19 personas. El siguiente asistente saluda a los 18 restantes y se retira. Ha
efectuado 18 saludos y quedan 18 personas. Este proceso continta hasta que solamente quede una persona, en ese momento
se habran saludado todas y el nimero de saludos ha sido:

194184+ 17+ ...+ 241 =190.
En general, si se retinen n personas y se saludan todas entre si, el ntimero total de saludos esta dado por:
_n(n—1)
= 5 .

Esta formula, ademés de resolver el problema, proporciona un método para sumar determinada cantidad de nimeros
consecutivos.

14243+4+...+(n—2)+(n—1)

AdAA

Para contar el numero de agrupaciones en que se pueden disponer los elementos de una coleccion de
objetos, se deben distinguir varias situaciones posibles:

¢ Que el orden en que aparecen los elementos sea relevante para decidir si las agrupaciones son
iguales o no. Por ejemplo, el orden es importante para distinguir entre los posibles resultados de
una carrera, sin embargo, en muchos juegos de cartas, no es importante el orden en que te van
llegando las cartas al hacer el reparto.

¢ Que en una misma agrupacion puedan aparecer elementos repetidos o no. Por ejemplo, si se van
extrayendo cartas de una baraja con reemplazamiento (devolviendo la carta extraida al mazo
después de la extraccion), la misma carta puede aparecer varias veces. Si las extracciones sucesivas
se hacen sin reemplazamiento, no pueden aparecer cartas repetidas.
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10.2. Variaciones y permutaciones.

Vamos a considerar en primer lugar agrupaciones ordenadas de objetos en las que, ademas, los objetos
no pueden aparecer repetidos. Lo que caracteriza a este tipo de agrupaciones es que aunque tengan
los mismos elementos se consideran diferentes si los elementos estan en distinto orden. Por ejemplo las
palabras cesto y coste tienen las mismas letras, pero son diferentes.

El principio basico que se aplica para contar disposiciones de este tipo es el siguiente.

Regla del producto Supongamos que un objeto consta de dos partes diferentes, que la primera se puede
elegir de p maneras y la segunda de ¢ maneras distintas. Entonces, el nimero de objetos diferentes que
pueden formarse es igual a pq. La regla del producto se extiende sin dificultad a objetos que constan de
mas de dos partes.

Ejercicio 32. ;Cuantos menus diferentes se pueden hacer con 5 primeros platos, 6 segundos y 4 postres?

El nimero de menus es 5-6 -4 = 120. La razén es que con 5 primeros y 6 segundos se pueden formar 30 menus. Ahora,
combinando cada uno de estos 30 con cada uno de los 4 postres se obtienen un total de 120 menfs.

ANAA

Ejercicio 33. Se lanza un dado 3 veces y se van anotando las puntuaciones del primer, del segundo y del tercer
lanzamiento. ;Cuantos resultados diferente pueden obtenerse?

En el primer lanzamiento pueden obtenerse 6 resultados diferentes. Para cada uno de los resultados del primer lanzamiento
pueden obtenerse 6 resultados para el segundo. Asi, los resultados de los dos primeros lanzamientos se pueden producir de
6 - 6 = 36 maneras diferentes. Para cada uno de ellas, el resultado del tercer lanzamiento puede darse de 6 maneras. Por
consiguiente, para los tres lanzamientos se tienen 36 - 6 = 216 resultados posibles.

AdAA

Aunque en muchos problemas de disposiciones ordenadas de objetos puede aplicarse la regla del producto,
hay casos en que no sucede asi. Veamos un ejemplo.

Ejercicio 34. En una urna hay cuatro bolas: una roja, una verde y dos azules. Se extraen las cuatro bolas sucesivamente.
{ Cuantos resultados diferentes pueden obtenerse?

Para la primera extraccion se pueden obtener tres resultados diferentes, bola roja, verde o azul. Sin embargo, para la segunda
extraccion no se puede decir cuantos resultados diferentes se pueden dar. En efecto, si en la primera extraccion ha salido
bola roja, en la segunda puede darse verde o azul, es decir 2 resultados. Pero si en la primera extracciéon ha salido azul, en
la segunda pueden darse 3 resultados, roja, verde y azul. Asi pues, en este caso no se puede aplicar la regla del producto.

Miés adelante se vera como puede tratarse este tipo de problemas. De momento, escribiremos las 12 disposiciones diferentes
que pueden obtenerse:

rvaa, rava, raav, vraa, Vara, Vaar, arva, aUra, arav, avar, aarv, aavr.

A continuacién veremos algunos tipos de disposiciones de objetos que, por aparecer habitualmente en la
resolucién de muchos problemas, tienen una denominaciéon especial.

De llaman permutaciones de n elementos distintos, a las distintas maneras en que se pueden ordenar
estos n elementos. El nimero de permutaciones de elementos distintos puede deducirse de la regla del
producto: el primer elemento puede elegirse de n formas diferentes, para cada una de ellas el segundo se
puede elegir de n — 1 formas, etc. El nimero de permutaciones de n elementos se representa por P, y es
igual a:

P,=n-(n—-1)-(n—2)---2-1.

Al producto de todos los enteros comprendidos entre 1 y n se le llama factorial de n y se representa con
el simbolo n!. Asi pues, el nimero de permutaciones de n elementos distintos es n!.
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Ejercicio 35. Calcular el niimero de maneras diferentes en que se puede ordenar un alfabeto de 26 letras.
Pog =26! =26-25-24---2-1=403291461126605635584000000.

AMAA

Si a partir de m elementos se forman disposiciones ordenadas de n elementos, se habla de variaciones.
Si los elementos no pueden aparecer repetidos, las variaciones se llaman ordinarias; en caso contrario,
es decir, si pueden repetirse, se llaman variaciones con repeticion. Las variaciones con repeticion se
tratan en otro apartado.

Ejercicio 36. Formar las variaciones ordinarias y con repeticion de tres elementos que pueden formarse con las letras
del conjunto A = {a,b,c,d}.

Las variaciones ordinarias son:
abce, abd, acb, acd, adb, adc, bac, bad, bca, bed, bda, bdc,
cab, cad, c¢ba, cbd, cda, cdb, dab, dac, dba, dbc, dca, dcb.

Las variaciones con repeticiéon son:

aaa, aab, aac, aad, aba, abb, abc, abd, aca, acb, acc, acd, ada, adb, adc, add,
baa, bab, bac, bad, bba, bbb, bbc, bbd, bca, bcb, bce, bed, bda, bdb, bdec, bdd,
caa, cab, cac, cad, cba, cbb, cbc, cbd, cca, ccb, ccc, ccd, cda, cdb, cdec, cdd,
daa, dab, dac, dad, dba, dbb, dbc, dbd, dca, dcb, dcc, dcd, dda, ddb, ddc, ddd.

AdAA

El nimero de variaciones ordinarias puede obtenerse a partir de la regla del producto. El primer elemento
se puede elegir de m modos distintos, para cada uno de ellos, el segundo de m — 1 modos, el tercero de
m — 2, etc. Llamando V, ,, al nimero de variaciones de m elementos tomados de n en n, este nimero es
igual a:

Vion =m(m—1)(m —2)---(m—n+1),
es decir, al producto de n factores enteros decrecientes a partir del nimero m.
Si en la formula anterior se multiplica y divide por (m — n)(m —n — 1) --- 1, resulta:
Vi = mm—1)(m—2)---(m—n+1)

mm—-1)(m—-2)---(m—n+1)(m—-—n)(m—-—n—-1)---1
(m=—n)(m—-n-1)...1

10.3. Combinaciones.

En muchos casos, el orden en que aparecen los distintos elementos no tiene importancia para la resolucién
de problema. Por ejemplo, cuando se mezclan 3 colores, el orden en que se haga la mezcla carece de
relevancia para el resultado final. En el juego de la loteria primitiva, el orden en que se escogen los 6
nimeros tampoco tiene importancia.

Sean m objetos distintos. Se llaman combinaciones de estos m elementos tomados de n en n, a los
distintos conjuntos de n elementos que pueden formarse con los m elementos de partida, de tal forma
que los conjuntos se distingan por tener elementos distintos, siendo irrelevante el orden en que estén
colocados.

Por ejemplo con los 5 elementos del conjunto {a, b, ¢,d, e}, pueden formarse las siguientes combinaciones
de 3 elementos:

{a,b,c}, {a,b,d}, {a,be}, {a,c¢,d}, {a,c,e},
{a,d,e}, {b,c,d}, {b,c,e}, {b,d,e}, {c,d,e}.
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Para calcular el nimero de combinaciones, de nuevo es inaplicable la regla del producto. En este caso,
por cada combinacion de n elementos, pueden formarse n! variaciones permutando los n objetos. Por
ejemplo, con la primera combinacion {a, b, c} se pueden formar las siguientes 6 variaciones:

abc, acb, bac, bca, cab, cba.

Por consiguiente, el nimero de variaciones de m elementos tomados de n en n es n! veces mayor que el
nimero de combinaciones. Llamando C,, ,, al nimero de combinaciones de los m elementos tomados de
n en n, se tiene

Vinn m!
Cmn = n!l nl(m—n)

Ejercicio 37. ;De cuantas maneras diferentes se pueden repartir 5 cartas de una baraja de 40 cartas sin que importe el
orden? ;En cuantas de ellas no esta presente el as de oros? ;En cuantas esta presente el as de oros?

El nimero de maneras es el numero de combinaciones de 40 elementos tomados de 5 en 5:
Vio,5 40-39-38-37-36

Cuos — - — 658008.
40,5 = 7 5.4-3-2-1

Si el as de oros no estd presente hay que formar grupos de 5 cartas con las 39 que quedan. El nimero de modos de elegir 5
cartas de 39 es:
V39,5 39-38-37-36-35

C. = = = 575757.
39,5 = ) 5.4-3-2-1

Si el as de oros ha de estar presente deben elegirse 4 cartas entre las 39 restantes para completar el grupo de 5. El nimero
de modos de elegir 4 de 39 cartas es:
V3g,a 39-38-37-36

Cho s — - — 82951.
39.4 = Ty 4-3-2-1

Obsérvese que, como cabria esperar, la suma de los dos tltimos resultados es igual al primero.

AANAA

10.4. NGameros combinatorios. Binomio de Newton.

En ocasiones se utiliza otra notacién para el nimero de combinaciones. Los ntimeros combinatorios (ZL)
(se lee m sobre n), se definen de la siguiente forma:

(m) Crmpm sin#0
n 1 sin=0

Los nimeros combinatorios tienen dos propiedades importantes:

m m
o = .
n m—n
Esta propiedad se entiende facilmente con el siguiente ejemplo. Un examen consta de 10 preguntas
de las que hay que contestar solamente 8. El nimero de maneras de escoger las preguntas es
Crs = (180). Ahora bien, es evidente que es lo mismo escoger las 8 preguntas que se van a

contestar, que las 2 preguntas que no se van a contestar. Estas 2 preguntas se pueden escoger de
Cs o= (g) maneras. Entonces debe ocurrir que

10 (10
8) \2)°
Esta propiedad se puede interpretar como que el nimero de maneras de elegir los elementos que

forman parte de una combinaciéon es igual al nimero de manera de elegir los que quedan fuera de
dicha combinacién.



10.5. VARIACIONES Y PERMUTACIONES CON REPETICION. 87

ke = + .
n n n—1
Esta propiedad permite obtener las combinaciones formadas con determinado ntimero de elementos
a partir de las combinaciones formadas con un elemento menos. El Ejemplo 37 puede ayudar a
comprender esta propiedad. El nimero de combinaciones que se pueden formar con las 40 cartas

de la baraja son (1). Este niimero se puede considerar como suma de las (%) en las que no est4

presente el as de oros y las (349) en las que si estd presente. Resulta entonces:

40\ (39 n 39

5) \5 4 )
Aprovechando esta segunda propiedad, los numeros combinatorios pueden disponerse de la siguiente
manera:

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

que se conoce como tridngulo de Tartaglia o de Pascal. En la primera fila aparecen los ntimeros combi-
natorios para m = 1, es decir (é) y G), en la segunda fila estéan los nimeros combinatorios para m = 2,

(g), (f) y (3), etc. Los nimeros que aparecen en los extremos de cada fila son iguales a 1 y los demas se

obtienen sumando los dos niimeros que tiene encima (aqui es donde se aplica la segunda propiedad de los
nimeros combinatorios).
Las férmulas del cuadrado del binomio:
(a+b)* = a® + 2ab + b
y del cubo:
(a +b)* = a® + 3a%b + 3ab® + b°

se generalizan con ayuda de los nimeros combinatorios a la formula de Newton:

n o __ n n n n—1 n n—=2p2 n n—1 n n
(a+D) —<0>a +(1>a b+<2>a b° + +(n_1>ab +<n)b

Si en lugar de una suma queremos hallar la potencia de una diferencia, basta cambiar en la férmula de
Newton el signo més por menos en los términos en los que el exponente de b es impar.

10.5. Variaciones y permutaciones con repeticién.

Vamos a considerar ahora agrupaciones ordenadas de objetos en las que estos pueden aparecer repetidos.
El caso mas sencillo es el de las variaciones con repeticion. Estas son iguales que las variaciones
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ordinarias salvo que los elementos pueden aparecer repetidos. De forma maés precisa, supongamos que
tenemos m objetos diferentes, se llaman variaciones con repeticiéon de estos m elementos tomados de n
en n a las distintas disposiciones de n elementos distintos o no, que pueden formarse a partir de los m
elementos de partida, de forma que se diferencien por tener elementos distintos o por estar dispuestos en
distinto orden.

Por ejemplo, las variaciones de los elementos {a, b} tomados de 3 en 3, son:
aaa, aab, aba, baa, abb, bab, bba, bbb

Para calcular las variaciones con repeticién puede aplicarse la regla del producto, el primer elemento
puede elegirse de m formas distintas. Puesto que los elementos pueden repetirse, lo mismo ocurre con el
segundo, el tercero, etc. Todos pueden elegirse de m formas. Por consiguiente:

VRyn=m-m-m-...-m=m"

Ejercicio 38. A partir de los elementos del conjunto {1,z,2}, ;cuantas variaciones de 14 elementos pueden formarse?

Se trata de variaciones con repeticion de 3 elementos tomados de 14 en 14. El numero de estas variaciones es:

V Rs,14 = 314 = 4782969
LYY Y

Nos planteamos ahora el siguiente problema: con las letras de la palabra parada, ;cudntas ordenaciones
distintas podemos formar?. Si en la palabra no apareciesen letras repetidas, se trataria de permutaciones
ordinarias. Puesto que la a se repite 3 veces se trata de permutaciones con repeticion. El numero de
permutaciones en este caso lo indicaremos como Fg 3. Esto quiere decir que tenemos 6 elementos y uno
de ellos se repite 3 veces.

En general, el numero de permutaciones con repeticién se expresa de la siguiente forma:
PR’IZ,Tl,’I‘z,.A.

y asi indicamos que tenemos n elementos de los cuales uno se repite r; veces, otro ro veces, etc. Podemos
calcular el nimero de permutaciones con repeticion de forma similar a como calculamos las combinaciones.
Suponiendo que todos los elementos fuesen diferentes, el nimero de permutaciones seria n!. Si un elemento
se repite r veces, por cada permutaciéon con repeticion hay r! permutaciones ordinarias. de aqui que:

n!

PR”»T17T2,~- = | |
r1iTrol ...

Por ejemplo, con las letras de la palabra parada pueden formarse las siguientes permutaciones:

6!
PRg3 = o =120

3

Ejercicio 39. Calcular el nimero de maneras de ordenar las 16 fichas del parchis.
Se trata de permutaciones con repeticion de 16 elementos entre los que se repiten 4 veces las fichas rojas, 4 veces las fichas
verdes, 4 veces las fichas amarillas y 4 veces las fichas azules. Por tanto, el nimero de permutaciones es:

16!

PRig4,4,4,4 = 1044 = 63063000

AMAA
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Probabilidad

11.1. Experimentos aleatorios. Probabilidad.

Los experimentos aleatorios tienen dos caracteristicas:

o Si el experimento se realiza una vez, no puede predecirse el resultado.

o Si el experimento se repite muchas veces, pueden hacerse predicciones sobre las frecuencias de los
distintos resultados

Por ejemplo, si se lanza un dado equilibrado, no puede predecirse si se va a obtener un cuatro o no. Sin
embargo, si el dado se lanza muchas veces podemos decir que aproximadamente en una sexta parte de
los lanzamientos se obtendra cuatro.

Cuando decimos que en un experimento aleatorio un determinado resultado tiene probabilidad p, que-
remos decir que si el experimento se repite un nimero muy grande de veces, la frecuencia relativa de ese
resultado es p.

En principio, hay dos formas de obtener la probabilidad de un resultado. La primera es repetir el ex-
perimento un nimero de veces muy grande y calcular la frecuencia relativa del resultado. Asi se puede
obtener por ejemplo, la probabilidad de que una chincheta caiga con la punta hacia arriba.

El segundo método consiste en atender a la simetria del experimento. Por ejemplo, en el experimento
consistente en lanzar un dado, si el dado es un cubo perfecto, la probabilidad de todos los resultados ha
de ser la misma. Puesto que la suma de todas las frecuencias relativas debe ser 1, también la suma de
las probabilidades de todos los resultados seré igual a 1. De aqui deducimos que la probabilidad de un
resultado particular debe ser igual a é.

11.2. Espacio muestral. Sucesos.

Definiremos ahora algunos conceptos que nos ayudarén a describir los experimentos aleatorios.

Se llama espacio muestral al conjunto de todos los resultados de un experimento aleatorio. Se suele
representar mediante E o S. En el experimento de lanzar un dado, el espacio muestral es:

E=1{1,2,3,4,5,6}
Si lanzamos dos monedas y miramos la cara superior (C cara o X cruz), el espacio muestral es:
E={CC,CX,XC, XX}

89
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y si se lanzan tres monedas:
E={CCC,CCX,CXC,XCC,CXX,XCX,XXC, XXX}

En otros experimentos el espacio muestral es muy complicado y resulta dificil escribirlo. Sin embargo,
podemos aplicar las técnicas estudiadas en el tema anterior para contar sus elementos. Por ejemplo, sea el
experimento consistente en extraer sin reemplazamiento cinco cartas de una baraja espanola. El numero
de elementos de este espacio muestral es:

(40) ~40-39-38-37-36

5 51.3.2.1 = 658008

Veremos mas adelante que contar el nimero de elementos del espacio muestral es importante para calcular
probabilidades.

Se llama suceso a un subconjunto del espacio muestral. Un suceso se suele representar mediante una letra
mayuscula, mediante una descripcion entrecomillada o enumerando sus elementos. Por ejemplo, el suceso
consistente en obtener un nimero primo al lanzar un dado lo podemos indicar de la siguiente forma:

A = «Obtener un namero primo» = {2,3,5}

El suceso que no contiene ningtun resultado posible, se llama suceso imposible y se representa por
&. El suceso imposible tiene probabilidad cero. El suceso que contiene todos los resultados, es decir F
considerado como subconjunto de si mismo, se llama suceso seguro y su probabilidad es igual a 1.

Ny

Figura 11.1: SUCESO CONTRARIO

El suceso contrario de A esta formado por los resultados que no estdn en A. Se representa por A. En
el ejemplo anterior:

A={1,4,6}

El suceso AU B esta formado por los resultados que estan contenidos en A o en B (o en los dos). Por
ejemplo:

A={1,4,6}, B=1{2,4,6} = AUB={1,2,4,6}
El suceso AU B se llama «A 6 By o «A unién B».

El suceso AN B se llama «A y By o «A interseccién B» y esta formado por los resultados que estan
contenidos en A y en B. En el ejemplo anterior:

A={1,46}, B={246 = ANB={4,6}

Si dos sucesos no tienen ningun resultado comun, es decir, cumplen que AN B = &, se llaman incom-
patibles.

Los sucesos AU By AN B cumplen las leyes de Morgan:
AUB=ANB; ANB=AUB

Los diagramas anteriores permiten visualizar las operaciones con sucesos. Conviene identificar la proba-
bilidad del suceso con el area correspondiente para recordar las reglas de probabilidad que veremos en el
siguiente apartado.
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Figura 11.2: UNION E INTERSECCION DE SUCESOS
11.3. Calculo de probabilidades. Regla de la suma y del producto.

Consideraremos seguidamente algunos procedimientos para el calculo de probabilidades. En primer lugar
consideraremos el caso especial de los espacios equiprobables y, a continuacién, algunas reglas de caracter
general.

o Espacios equiprobables. Un espacio muestral se llama equiprobable si todos sus resultados
tienen la misma probabilidad. Puesto que la suma de las probabilidades debe ser igual a 1 se
cumple que:

. 1
E ={a1,az2,as, - ,a,} equiprobable = p(a1) = p(az) = plas) =--- =pla,) = -

La probabilidad de un suceso que consta de m resultados es igual a *. Esta propiedad de los
espacios equiprobables puede enunciarse de la siguiente forma (regla de Laplace):

n? de resultados favorables
n? de resultados posibles

p(A) =

Ejercicio 40. Calcular la probabilidad de que al repartir 4 cartas de una baraja de 40 cartas no haya ninguna
figura.

El nimero de elementos del espacio muestral es (%40) y la cantidad de resultados favorables es el nimero de maneras
de repartir de cuatro en cuatro las 28 cartas que no son figuras, es decir, (248). La probabilidad que nos piden es:
(%) _28.27.26-25

— 4 _ 202 T ),224
(”;f) 40-39-38-37 0,2240

AMAA

¢ Probabilidad del suceso contrario. De la interpretacion de la probabilidad como frecuencia
relativa se desprende que la suma de la probabilidad de un suceso y la de su contrario debe ser
igual a 1:

p(A)+p(4) =1 = p(4) =1-p(4)

En muchos casos de célculo de probabilidades el procedimiento més facil es calcular la probabilidad
del suceso contrario y después aplicar la féormula anterior:

Ejercicio 41. Calcular la probabilidad de que al repartir 4 cartas de una baraja de 40 se encuentre algtn oro
entre ellas.

Una forma de resolver este problema seria calcular la probabilidad de que haya un oro, de que haya dos, de que
haya tres y de que haya cuatro y sumarlas. Un método mas facil es calcular la probabilidad de no encontrar ningtn
oro:

30

30-29-28.-27
p(«no hay ningtin oro») = % = —— =0, 299868695

(4) 40-39-38-37

La probabilidad de que haya algtin oro se obtiene por la regla del suceso contrario:

p(«hay algin oros) = 1 — 0,299868695 = 0,700131305

AMAA
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¢ Regla de la suma. Podemos calcular la probabilidad del suceso AU B por la regla de la suma:
p(AUB) = p(A) +p(B) —p(AN B)
Si los sucesos A y B son incompatibles (no pueden ocurrir a la vez en un experimento), entonces:

A, B incompatibles = p(AUB)=p(A)+ p(B)

Ejercicio 42. Calcular la probabilidad de obtener uno o dos oros al extraer cuatro cartas de una baraja de 40
cartas.

Sea A el suceso consistente en sacar un oro y B el suceso consistente en sacar dos oros entre las cuatro cartas que
se extraen. Por la regla de Laplace, sus probabilidades son:

30 10-30-29-28
_ 10- ( 3 )

p(A) = () = masasgr = 0,44425
4 1321
(19) . (39 10-9-30-29
p(B) = =2 10 2= 40-33:1238»37 =0,21419
(4) 1321

Puesto que los sucesos A y B son incompatibles (no pueden repartirse a la vez un oro y dos oros), la probabilidad
de AU B se obtiene sumando:

p(AU B) = p(A) + p(B) = 0,44425 + 0, 21419 = 0, 65844
ANAA

¢ Regla del producto. Vamos a ver que la probabilidad de ANB puede calcularse como el producto
de dos probabilidades. En efecto, multiplicando y dividiendo por p(A) tenemos que:

p(ANB)
p(A)

El segundo factor se llama probabilidad de B condicionada a A y se representa mediante
p(B[A):

p(AN B) = p(4)

p(AN B)
p(A)
Esta probabilidad puede interpretarse como la probabilidad de B una vez que sabemos que ha

sucedido A. Si ha sucedido A, el espacio muestral se ha reducido a los resultados de A y el suceso
B a los resultados que tiene en comin con A, es decir, a AU B.

p(B|A) =

La regla del producto la podemos escribir entonces como:
p(AN B) = p(A)p(B|A)

Si la probabilidad de A N B es igual al producto de las probabilidades de A y B, se dice que los
dos sucesos son independientes:

A, B independientes = p(AN B) = p(A)p(B)

Esto equivale a decir que p(B|A) = p(B) es decir que la probabilidad de B no se ve influida por
el hecho de que A haya sucedido o no.

Laregla del producto resulta muy ttil en experimentos compuestos como, por ejemplo, extracciones
consecutivas de cartas de una baraja como vemos en el siguiente ejemplo.

Ejercicio 43. Calcular la probabilidad de que al repartir 4 cartas de una baraja de 40 cartas no haya ninguna
figura.

Este es un ejemplo que hemos resuelto anteriormente. Ahora encontraremos la misma solucién por otro procedi-
miento.

Supongamos que las cartas se van sacando de la baraja una tras otra y sean A1, A2, A3y A4 los sucesos «la primera
carta no es figuray, «la segunda carta no es figura», etc. La probabilidad de que ala primera carta no sea figura es
%; si la primera carta no era figura, la probabilidad de que tampoco lo sea la segunda es 27 etc. Aplicando la
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regla del producto tenemos que:
28 27 26 25
A1NAsNAsNAy) =220 222 = 0,2240
PALAA2 N AN AD) = 367 557 35 57
ALAA



