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Tema 1

Funciones

1.1. Definiciones.

Una funcién f es una correspondencia que asocia a cada nimero real = (variable independiente) un
tinico nimero real f(z) (variable dependiente). La representacién gréfica de la funcién f es la curva
de ecuacién y = f(x) formada por los puntos de coordenadas (x, f(x)).

El dominio o dominio de definicién de una funcién es el conjunto de valores que puede tomar la variable
independiente x. El recorrido es el conjunto de valores que puede tomar la variable dependiente f(x).

Una funcién como cos? 2 puede considerarse como la aplicacién sucesiva a la variable independiente z de
la funcién f(z) = cosz y de la funcién g(z) = x2. Esta operacién consistente en aplicar sucesivamente
dos funciones se llama composicién de funciones y se representa por g o f:

go f(z) = glf(x)]
En general, la composicién de funciones no es conmutativa. Por ejemplo, es diferente cos? z que cos(z?).

Dos funciones f y f~! son inversas una de la otra si

fr)=y = J:zf_l(y) o bien fOf_l(;L'):gj

Son funciones inversas el cuadrado y la raiz cuadrada, el logaritmo y la exponencial o el arcoseno y el
seno puesto que:

V2 = (Vz)? =z Ine® =% =z ; sen( arsenx) = arsen (senz) = x
La funcién inversa sirve para despejar el argumento de una funcién. Por ejemplo:

Inx =y x=eY

=
=y = z=Iny
—

cosT =y T = arcosy

La funcién f(z) es creciente en un intervalo si para puntos x1, z2 en ese intervalo:
1 >xy = f(z1) > f(z2)
De forma similar, f(x) es decreciente en un intervalo si para puntos x1, x2 en ese intervalo:

Ty >x0 = f(r1) < f(x2)
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creciente

decreciente

creciente

minimo

Figura 1.1: Intervalos de crecimiento y decrecimiento

La funcién f(z) tiene un méximo relativo en el punto z si en ese punto toma un valor mayor que en
los puntos préximos situados tanto a su izquierda como a su derecha.

Una funcién f(x) tiene un minimo relativo en el punto xq si en ese punto toma un valor menor que en
los puntos préximos situados tanto a su izquierda como a su derecha.

También podemos clasificar los puntos de la gréifica de una funcién segin que la tangente quede por
encima o por debajo de la curva. Si la tangente en un punto queda por encima de la curva, diremos que
la funcién es convexa en ese punto y si queda por debajo diremos que la funcién es céncava. Los puntos
en que la funcién cambia de céncava a convexa o de convexa a céncava se llaman puntos de inflexion
de la curva. En estos puntos, la tangente atraviesa la curva.

convexa

punto de inflexién

céncava

Figura 1.2: Intervalos de concavidad y convexidad

Si la tangente en un punto queda por encima de la curva, diremos que la funcién es convexa en ese
punto y si queda por debajo diremos que la funcién es cédncava. Los puntos en que la funcién cambia de
concava a convexa o de convexa a concava se llaman puntos de inflexion de la curva. En estos puntos,
la tangente atraviesa la curva.

Una funcién es par o simétrica respecto al eje de ordenadas si cumple que f(—z) = f(z). Las
funciones polinémicas que tienen solamente potencias pares son simétricas respecto al eje de ordenadas.
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Una funcién es impar o simétrica respecto al origen si cumple que f(—z) = —f(x). Las funciones
polinémicas que tienen solamente potencias impares son simétricas respecto al origen.

Una funcién periédica de periodo T es aquella cuyos valores se repiten a intervalos de longitud T, es
decir que:

fle+T) = f(z)

Figura 1.3: Funcién periédica

Ejercicio 1. Sea la funcién f(x) = 4€2® — 3, calcular f~!(z).

Intercambiamos las variables y despejamos:

3 3
z =4e?¥ — 3 ; e2y=x1— ; 2y=1nzl_ ; y:fil(x):*hl

ANAA

Ejercicio 2. Calcular el dominio de definicién de la funcién:

_ 3z +1In(x+1)

1@ =—r7=

Para que exista el numerador debe ser x > —1 y para que el denominador exista y sea distinto de cero debe ocurrir que
x € (—00, —V/3) U (v/3,0). Para que se cumplan las dos condiciones debe ser = > /3.

ANAA

1.2. Funciones de primer y segundo grado.

Recordemos que la representacion grafica de las funciones polindémicas de primer grado
fx)=mx+b

es una linea recta de pendiente m y cuya ordenada en el origen es b.

La representacién grafica de la funcién polinémica de segundo grado o funcién cuadrética
f(x) = az® +bx+c

es una pardbola. La pardbola presenta un minimo o un méximo segiin que el coeficiente de x? sea positivo
o negativo. El maximo o minimo de la funcién es el vértice de la parabola.
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y=ax’+br+ec \ /
) /
y=a(z —x9)" +yo /

/ \
/ \
/
J 10
R 2 Vofo 2 4 6 8
/ zg
/ | \ / —b
/ \ Ty =—
/ | \ / 2a
/ | /
/ B "/ )
| ~ oy = 22— 7z +10 Yo = aw% + bxy+ ¢

Figura 1.4: Funcién cuadratica

Las intersecciones de la parabola con los ejes se obtienen resolviendo el sistema formado por la ecuacién
de la pardbola y la ecuacién de los ejes.

y=ar’>+bxr+c=0 oy - y=azr?+br+c=0

0X .
y=20 z=0

Las coordenadas del vértice se calculan de la siguiente forma: la abscisa del vértice es el punto medio
de las intersecciones (si existen) con el eje OX. Una vez calculada la abscisa, se obtiene la ordenada

sustituyendo en la ecuacién de la parabola:

b

2
. — b
24’ Yo ary + 0xg + ¢

o =
Si la pardbola y = az? + bz + ¢ tiene su vértice en el punto V (zg, o) su ecuacién puede escribirse

y =az® +br +c=a(r —x0)* + Yo

Ejercicio 3. Representar graficamente la funcién y = 22 — 5z — 14.

El punto de interseccién con el eje de ordenadas es la solucién del sistema:

— 2 _
{y ot —Se—1d — A0, -14)
r=0

Los (posibles) puntos de interseccién con el eje de abscisas se obtienen del sistema:

2 2

{y:xQ—Sx—14 54+v25+56 5+9
> xr = =

y=0
Hay dos puntos de interseccién de abscisas —2 y 7. Los puntos son entonces B1(—2,0) y B2(7,0)

El vértice tiene como coordenadas

:7; :7_5, —
=g Yo =y 2 1

Con estos datos, la representacion grafica serfa:



1.3. FUNCION DE PROPORCIONALIDAD INVERSA. 11

y=x>—5z—14

14 \

ANAA

Ejercicio 4. Representar gréficamente la funcién y = 4z — x2.

Procediendo de forma similar al problema anterior resulta que la interseccién con el eje OY es el punto (0,0), las intersec-
ciones con el eje OX estdn en (0,0) y (4,0) y el vértice en (2,4).

La representacién grafica es:

Y
(2,4)
VRN
/ \
O |/ \

y =4z — z?

Obsérvese que, puesto que el coeficiente de x2 es negativo, la funcién presenta un méximo al contrario de lo que ocurria en
el ejemplo anterior.

ANAA

1.3. Funcidn de proporcionalidad inversa.

Dos magnitudes son inversamente proporcionales si su producto es constante. Las funciones definidas
mediante ecuaciones del tipo:

_ k P _ax+b
y_ca:+d y_cx—i—d

se llaman funciones de proporcionalidad inversa y la curva correspondiente es una hipérbola. Esta
curva puede dibujarse calculando sus intersecciones con los ejes:

_ax—i—b _ax—i—b
y_cx—i-d y_cx—|—d

y=0 z=0
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y sus asintotas. Mas adelante se vera cémo se pueden obtener las asintotas de cualquier curva. Para la
funcién de proporcionalidad inversa la asintota vertical se obtiene igualando a cero el denominador y la
asintota horizontal dividiendo los coeficientes de x:

, . a . . —d
asintota horizontal: y = — asintota vertical: x = —
c c
Conocidas las asintotas x = zg e y = o, la ecuacion de la hipérbola puede escribirse en la forma:
(x—zo)(y —yo) =k

donde se pone de manifiesto que las magnitudes inversamente proporcionales son x — xg e y — ¥o-.

2z +1
Yy =
r+1
y=2

r=-1

Figura 1.5: Funcién de proporcionalidad inversa

Ejercicio 5. Representar graficamente la funcién:
_2z—5
T z-3

La asintota vertical es x — 3 = 0, es decir, z = 3.

La asintota horizontal es y = 2 (y igual al cociente de los coeficientes de z).

Calculamos las intersecciones con los ejes. El punto de interseccién con el eje de abscisas es:

2z —5 5
- 3 = A (7, 0)
2
y=0
y el punto de interseccién con el eje de ordenadas:
2z —5 5
L — B (0, 7)
3
z=0

Con estos datos, la grafica de la funcién es la siguiente:
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1.4. Funciones exponenciales y logaritmicas.

Las funciones definidas por y = a® donde a es un nimero positivo cualquiera se llaman funciones
exponenciales. Sea cual sea el valor de a, la funcién puede escribirse en la base e, es decir como
y = e*® con k = Ina positivo o negativo seglin que a sea mayor o menor que 1. Como caracterfsticas mas
importantes de estas funciones destaquemos las siguientes:

kx

— Sea cual sea el valor de x, e*® es positivo.

kx

— El eje de abscisas, esto es la recta y = 0 es una asintota horizontal de y = e en —oo 0 400 seglin

sea k positivo o negativo.

— La curva y = " no corta al eje de abscisas. Corta al eje de ordenadas en el punto (0, 1).

|
y=e " |\ S /ﬁﬁ y=c¢e" i
/ y=lnx
: /"/ —
// _ - -
\ V /‘/ // — -
\ / 1,0)
4 ; ol e
- - ) /
(@) X /

Figura 1.6: Funciones exponenciales y logaritmicas

Se llaman funciones logaritmicas las definidas por f(x) = log, . Con ayuda de la férmula del cambio de
base de los logaritmos, cualquier funcién logaritmica puede expresarse como y = k - In x, donde Inz es el
logaritmo neperiano o sea el logaritmo en la base e. Como propiedades fundamentales de estas funciones
citaremos:

— Las funciones logaritmicas solo existen para z positivo.
— La recta z = 0 (el eje de ordenadas) es asintota vertical de y = k - Inz.

— La curva y = k- Inz no corta al eje de ordenadas. Corta al eje de abscisas en (1, 0).

1.5. Funciones circulares.

Las funciones y = senz, y = cosx e y = tgx asi como sus reciprocas cosecante, secante y cotangente,
tienen la particularidad de que son periédicas, es decir toman valores iguales cada 27 radianes.

Como se ve (figura 1.7), las graficas de las funciones seno y coseno son iguales pero desfasadas en 7. La
funcién tangente tiene asintotas x = £(2k +1)§ para k=0, 1, 2, ....

Las inversas de estas funciones se llaman arcoseno, arcocoseno y arcotangente. Estas funciones se
definen de la siguiente manera:

— arsen x es el angulo (en radianes) comprendido entre —F y & cuyo seno vale .
— arcos z es el angulo comprendido entre 0 y 7 cuyo coseno vale x.

— artg x es el dngulo comprendido entre —3 y 7 cuya tangente vale x.
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‘ t \‘ ‘ |
“ — €Tl | |
Yy = senx 3 y & | ‘q ‘
Y = COST “ |
1
///7 \ N\ r’f
X N\ /
7 3m /" y_— 3
/ 2 2 / /2 2 2
0 ™ 2 / /o ™/ /
) / / / /
\. / \ / “”
- 1 / /
Figura 1.7: Funciones circulares
1.6. Transformacion de funciones

Sea la funcién definida por y = f(x).

o

Traslaciones.

La grafica de y = f(z — x¢) se obtiene trasladando la grifica de y = f(z) hacia la derecha xg
unidades.

La gréfica de y = yo + f(x) se obtiene trasladando la gréfica de y = f(x) hacia arriba yo unidades.
Simetrias.

La grafica de y = f(—=x) es simétrica de y = f(x) respecto al eje de ordenadas.
La gréfica de y = —f(x) es simétrica de y = f(x) respecto al eje de abscisas

Cambios de escala.

La grafica de y = f(kz), k > 0 es la misma que la de y = f(z) dividiendo por k la escala en el eje
de abscisas.
La gréfica de y = kf(x) es la misma que la de y = f(z) multiplicando por k la escala del eje de
ordenadas.

Funcién reciproca.

Para dibujar y = ﬁ a partir de y = f(z) tendremos en cuenta lo siguiente:

— Dibujamos las rectas y = 1 e y = —1. Los puntos de interseccién de y = f(x) con estas rectas
pertenecen también a la gréfica de la funcién reciproca.
— Los ceros de una funcién son asintotas verticales de la otra y viceversa.

— Cuando una de las funciones es creciente la otra es decreciente. Los maximos y minimos de
una funcién son minimos y maximos de la otra (salvo que tengan ordenada cero).

— Si una de las funciones tiende a infinito la otra tiende a cero y viceversa.

— Para cada valor de x las dos funciones tienen el mismo signo.

Valor absoluto.

Para x > 0 la grifica de la funcién y = f(|z|) es igual que la de y = f(x). Para < 0 es la imagen
reflejada en el eje de ordenadas de la parte correspondiente a los x positivos.

La gréfica de la funcién y = | f(x)]| es igual que la de y = f(z) si f(z) > 0. Cuando f(z) <Oesla
simétrica de y = f(x) respecto al eje de abscisas.
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Ejercicio 6. Dibujar aproximadamente el gréfico de y = |22 — 42 — 5| e y = 22 — 4|z| — 5.
Solucidén:

La gréfica de la funcién f(z) = 22 — 4z — 5 es:

La gréfica de y = |22 — 4z — 5| es:

La gréfica de y = 2 — 4|z| — 5 se obtiene reflejando en el eje OY la parte correspondiente a las  positivas:

ANAA
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Ejercicio 7. Sean las funciones

f@=; gw=1-

z+3

(a) Explicar qué transformaciones permiten pasar de f(x) a g(z).
(b) Representar la curva y = g(z) indicando sus asintotas y sus intersecciones con los ejes de coordenadas.

Solucién:

(a) Pueden aplicarse sucesivamente las siguientes transformaciones:
1 1 2

- N oy _
x T+ 3 T+ 3 x4+ 3 T+ 3
Es decir:

— Traslacién en el eje OX
— Cambio de escala en el eje OY
— Simetria respecto a OX
— Traslacién en el eje OY

(b) Es una funcién de proporcionalidad inversa. La gréfica es:

1
'
'
'
'
'
1
'
'
1
'
1
'
1
'
1
'
1
1
1
1
1
'
1
'
________________________ e
1
'
'
1
'
T
'
'
1
'
1
'
'
'
1
1
'
'
1
1
1
'
1
'
1
'

6 -4 2 0 2 4
24

Las asintotas son las rectas y = 1 y z = —3. Los puntos de interseccién con los ejes son (—1,0) y (0, %)
LY T
Ejercicio 8. Representar la curva

. 1

v= In(z 4+ 1)

Solucién:

Primero representamos la curva y = In(z + 1) trasladando y = Inz una unidad hacia la izquierda:

&
0
B
°
=
N
w
IS
&
o




1.6. TRANSFORMACION DE FUNCIONES 17

Y después representamos la reciproca y =

ANAA
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Tema 2

Limites de funciones. Continuidad

2.1. Limite cuando la variable tiende a infinito.

Cuando escribimos

lim f(z) =1

T—r00

queremos decir que cuando la variable x se hace muy grande los valores de la funcién son muy proximos
al nimero [. Graficamente seria asi:

y=fz) |

/

Figura 2.1: Limite cuando la variable tiende a infinito

Vemos que en este caso la grafica de la funcién cuando x se hace muy grande se aproxima a la recta
horizontal = [. Veremos mds adelante que esta recta se llama asintota horizontal de la funcién (ver
figura 2.1 izquierda).

Si el limite es infinito (y de modo muy parecido si es menos infinito) escribimos:

Mg Sy =

y significa que eligiendo x suficientemente grande la funcién toma valores tan grandes como se quiera, es
decir, la grafica de la funcién corta a cualquier recta horizontal (ver figura 2.1 derecha).

De forma més precisa (figura 2.1):

Definicién 1 (Limite finito cuando x — o0). El limite de la funcién f(x) cuando x tiende a infinito es
l, y se escribe:

g, o) =t

19
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lim f(x) =1 Y llglalcf(.l‘) =00

y=f(=)

Figura 2.2: Limites cuando z tiende a infinito

si dado un numero cualquiera € mayor que cero, existe un valor de la variable xo tal que para los valores
de x mayores que xg, la distancia entre los valores de la funcion y el limite son menores que €:

Ve>0 Fag | z>z0=|f(z)-Il<e

Definicién 2 (Limite infinito cuando x — 00). Se dice que el limite de la funcién f(x) cuando la variable
x tiende a infinito es infinito y se escribe:

A, fe) =0

si dado cualquier nimero M, existe un valor de la variable xo a partir del cual los valores de la funcidn
son mayores que M :

VM 3Jzo | x>x0= f(z)>M

Los limites cuando la variable tiende a menos infinito se definen de modo similar.

Todas las reglas de calculo de limites que hemos visto en el tema de sucesiones pueden aplicarse al cdlculo
de limites de funciones cuando la variable tiende a infinito.

Ejercicio 9. Calcular los siguientes limites:

2 _ 2 3 _ 2 1 1— 3
(a) I z°—5z+2 (b) lim 23zt +1 (¢) lim -
z—oo 3 4 4x z—=oo x4z —2 z—o0 223 — 322 + 6
. 1 2z 3 z2 -3z i 1 o+l
(d) Ilm (1+;> (¢) lim_ (1—93—2) (f) Jlim_ (1+ 2x+3)
2\ %t? ( 2 )z 0 2\
i h) lim (1-— =¢ . ,
(0 (1+3z+3) R (@) i, (”ﬁ)
«2—1 , 2z —3\7 . 3z +2\°
G) tim (1-—> (k) lim_ (3 ) (1) lim ( )

Aplicando las reglas que se vieron para los limites de sucesiones:

3 _ 2 1
(b) lim w:o@
z—=oo x4 —2

() I 1—z3 1
C m —F = — =
z—00 233 — 312 4 6 2

1 2x
(d) lim (1 + 7) =é?
T—00 €T
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22 -3z
(e) lim (1 — %) =e3

T —r 00

(/) lim

(9) lm

2.2. Limite cuando la variable tiende a un numero finito.

Y y= f(z) Y

Figura 2.3: Limite cuando la variable tiende a un valor finito

Cuando escribimos

lim f(z) =1

T—To
queremos decir que cuando la variable x toma valores proximos a x(, pero distintos de xg, la funcién
f(x) toma valores préximos a [ (ver figura 2.3 izquierda). Es importante destacar que el limite de una
funcién en un punto no depende del valor de la funcién en ese punto sino de los valores que toma en los
puntos proximos. Para que haya limite, ni siquiera es necesario que exista la funcién en ese punto pero
debe existir en los puntos préximos.

De forma mds precisa (figura 2.4):

Definicién 3 (Limite cuando x — x). El limite cuando x tiende a xo de la funcidon f(x) es igual al y
se escribe:

A, T =1

st Ve>0 30 | |z—mo| <d=|f(z)-1<e.
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Y y = f(x)

Figura 2.4: Limite cuando z tiende a un ntmero finito

Si en los puntos proximos a zq la funcién toma valores muy grandes, mayores que cualquier nimero fijado
previamente, diremos que la funcién tiende a infinito (ver figura 2.3 derecha).

lim f(x) =00
T—xTo

El limite igual a menos infinito se define de modo similar. Si el limite x tiende a z( es infinito (0 menos
infinito), la recta © = xo es una asintota vertical de la funcién.

2.3. Funciones continuas. Casos de discontinuidad.

Con las funciones que utilizamos habitualmente, si tienen limite finito, suele ocurrir que el limite de la
funcién en un punto xg coincide con el valor de la funcion:

lm f(z) = f(z0)

T—x
En este caso se dice que la funcién es continua en xg.
Destaquemos que para que una funcién sea continua en xg debe cumplirse que:
- Existe el limite de la funcién en el punto xg.
- Existe la funcién en el punto xg, es decir, el punto zg pertenece al dominio de la funcion.

- Ambos ntmeros lim f(z) y f(zo) son iguales.
rT—rTo

Cuando una funcién no es continua en un punto se dice que es discontinua en ese punto. Pueden presen-
tarse los siguientes casos:

¢ Discontinuidad evitable. Hemos dicho que el limite depende del valor que toma la funcién en
los puntos préximos al punto pero es independiente del valor de la funcién en el punto. Asi, es
posible que una funcién tenga limite en el punto zy pero no exista la funcién en ese punto (o no
coincida con el limite). En este caso se dice que la funcién presenta una discontinuidad evitable.

f tiene una discontinuidad evitable en zy <= 3 lim f(x) # f(xo)

T—rxTo

Por ejemplo, la funcién:

senx

fz) =

X
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no estd definida en el punto = 0 (ver figura 2.5). Sin embargo puede demostrarse que:

., senzx
lim =1
x—0 X

senx senz
y= sixz#0
Y= x

1 siz =10

Figura 2.5: Discontinuidad evitable

Se llama discontinuidad evitable porque es posible darle un nuevo valor a la funcién en el punto de
discontinuidad de modo que la nueva funciéon asi definida sea continua. Por ejemplo en la funcién
anterior, definiendo:

f(x)z{lf” -

obtenemos una funcién continua igual a la anterior en todos los puntos salvo en x = 0.

o Salto finito. Algunas funciones tienen limites diferentes segin que la variable se aproxime al
punto por la derecha o por la izquierda (ver figura 2.6). Los limites laterales se indican mediante:

lim f(z); ll'm+ flx)

I*}ZL’O I*}ZL’O

donde los superindices — y + indican que x tiende a xg por la izquierda y por la derecha respec-
tivamente. Que x tiende a xg por la izquierda significa que x es préximo a xy pero menor que g
y que x tiende a xy por la derecha significa que x es préximo a xgy pero mayor que xg.

Por ejemplo, la funcién:

F@) = —2?+4r -3 <2
2% —4x+38 T > 2

tiene un salto finito en z = 2, puesto que:

lim f(z)=1; lim f(z) =4

¢ Infinitos. El tercer tipo de discontinuidad son los infinitos de la funcidén, es decir, los puntos xg
tales que:

lim f(z) =00
r—To

Por ejemplo, la funcién:

z+1
x—1

fz) =
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9= —zl+4r -3 z<2
: 2?—drx+8 x>2

Figura 2.6: Discontinuidades por salto finito y por limite infinito

tiene un punto de discontinuidad en = = 1 ya que (ver figura 2.6):

. xz+1
lim =00
z—=1qx —1

¢ Discontinuidad esencial. Se produce este tipo de discontinuidad cuando no existen los limites
laterales ni son infinitos. Por ejemplo, la funcién:

1
f(z) = sen -

no tiene limite cuando z tiende a 0 (figura 2.7). Podemos ver que, cuando la variable es muy
préxima a cero, la funcién oscila rdpidamente entre —1 y 1 con una frecuencia que tiende a infinito
a medida que z tiende a cero.

A N
‘

i

Figura 2.7: Discontinuidad esencial

Ejercicio 10. Estudiar la continuidad de la funcién:

2+ +2
)= """
f(@) z2 — 22 —3
Los puntos de discontinuidad dela funcién son x = -1y = = 3.

El limite de la funcién cuando x tiende a —1 es:

, 4z +2 L (D)2 —2+2) . xl—xz+2
lim = lim =1 _— =

= = -1
e——1g2 -2z -3 2—=-1 (z+1)(z—23) -1 1 —3




2.4. ASINTOTAS. 25

Puesto que existe el limite, en £ = —1 la discontinuidad es evitable.

Cuando z tiende a 3:
, 4+ +2
lim ——— =
3 32 — 2 — 3

La funcién presenta un salto infinito en = 3.

AdAA

Ejercicio 11. Dada la funcién:

212+3z
=5 <0

f@)=1qa =0
1
e = x>0
determinar el valor de a para que f sea continua en z = 0.

Para que la funcién sea continua en x = 0, su limite cuando = tiende a cero debe ser igual al valor de la funcién en cero.
Calculamos el limite:

222 + 3
lfm f(z) = lim = 157 _
z—0" z—0— x—1
1
lim z)= lim e =z =e > =0
z—0+ f( ) r—0t

Asi pues, el limite de la funcién es igual a cero. Si la funcién es continua, este limite debe coincidir con el valor de la funcién
en cero. Por consiguiente a debe valer cero.

AAAA

2.4. Asintotas.

Consideraremos tres tipos de asintota:

o Asintotas verticales (ver figura 2.6 derecha):

x = x asintota vertical de f(z) <= lim f(z) =00
T—T0o

Por ejemplo la funcién:

r+1
r—1

tiene una asintota x = 1 puesto que:

., x+1
lim =00

z—=1x —1

¢ Asintotas horizontales (ver figura 2.8 izquierda):

y = yo asintota horizontal de f(z) <= lim f(x) =y

T—00

porque:

5
Por ejemplo, y = 0 es una asintota horizontal de la funcién y = %
x

; 5%
A5 247 0
o Asintotas oblicuas (ver figura 2.8 derecha):

y = mx + b asintota oblicua de f(z) <= lim [f(z)— (mx+b)] =0

T—r00
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26
B 4z47
Toa2+1

Figura 2.8: Asintota horizontal y oblicua

Puesto que y (la ordenada de la asintota) y f(z) son iguales cuando z tiende a infinito, podemos

calcular la pendiente m de la asintota, del siguiente modo:
—-b

f@)=b S

Tr—00 €T

y=mr+b — m=Y""— 1m
€T T—00 €T
Una vez calculada la pendiente, se obtiene la ordenada en el origen b:

b=y—mz= mlingo [f(z) — ma]

y=mzr+b =
Por ejemplo, para obtener la asintota de la funcion:
3
+x+7
se calculan los siguientes limites:
L1 234247 R R ¢
lim — - = lim - =1
T—00 I 2 +1 T—00 3+
, B+ T-2-2
= lim = lim =
2 +1 z—oo 2 4+ 1

(:c3+;z:+7 )
-1z
Tr—>00

lim 5
de forma que la asintota es y = x.
Ejercicio 12. Calcular las asintotas oblicuas de la funcién f(z) = V&2 — 4z — 5.

Cuando z tiende a infinito, la pendiente de la asintota es:
Va2 —4x —5
m — =1

m= lm £ _
r—+4oco r—+o0 x
y su ordenada en el origen:
b= lim (f(z)—mz)= lim (\/m2—4m—5—m> = -2
:—+ 00 r—+o0

La asintota oblicua por la derecha es y = = — 2.

De forma similar, cuando z tiende a —oo la pendiente de la asintota es:
Va2 —4z -5
e S G |

7f(:c) = lim
T——00 €T

m = lim
T——00
lim (\/:1:274a:f5+x>:2
T——o00

y su ordenada en el origen:
)=

b= lim (f(z)-
La asintota oblicua por la izquierda es y = —x + 2.

ANAA



2.5. NUEVA DEFINICION DE CONTINUIDAD 27

2.5. Nueva definicion de continuidad

)/’
fao + Aa)
Af
o)
I
(0] To Ax Tot @ X

Figura 2.9: Funcién continua

Llamemos x = x¢ + Az (figura 2.9):

Jim )=S0 = Jim e+ Aa) = fla

= lim [f(zo + Az) — f(20)] =0

—  lfim Af=0
Az—0

donde se ha llamado Af a la variacién de la funcién f cuando la variable x cambia en la cantidad
Az. Esta nueva definicién puede expresarse de la siguiente forma: una funcion es continua, si a varia-

ciones infinitesimales de la variable dependiente, corresponden variaciones infinitesimales de la variable
dependiente.

2.6. Reglas para el calculo de limites

Limites cuando z — oo

Reglas generales: Para calcular estos limites pueden aplicarse las siguientes reglas:

k
cotk=o00 k-co=00 (k#0) %:oo 5=
ok 1@ sik>0 poo _ ) sir>1

0 sik<O 0 si0<r<«1

Cuando no se pueden aplicar esas reglas, los limites se llaman indeterminados y es preciso aplicar
otros procedimientos. Son limites indeterminados los del tipo:
0 0 0

00 — 00 0- 00 — - 0o 1 0°
00 0

Funciones polinémicas y racionales: Las indeterminaciones que se presentan se resuelven teniendo
en cuenta solamente los términos de mayor grado de cada polinomio. Para calcular el limite de la
diferencia de dos fracciones que tienden a infinito se hace previamente la resta.

Otras funciones: Si hay que comparar infinitos de distintos tipos en indeterminaciones del tipo co/co
0 00 — 00 se tiene en cuenta que los infinitos méds grandes son los exponenciales (a”), después los
potenciales (z™) y finalmente los logaritmicos (log, x)
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Limites cuando z tiende a un numero ¢

Regla general: Se aplica la definicién de funcién continua, es decir, se sustituye = por c.

Limites infinitos: Si al calcular el limite de una fraccién por el procedimiento anterior, el denominador
es cero y el numerador es distinto de cero, el limite es infinito. Para saber si es +00 0 —o0, se
calculan los limites laterales.

Limites indeterminados: Si al calcular el limite de un cociente de polinomios resulta que, tanto el
numerador como el denominador tienden a cero (indeterminacién del tipo 0/0), puede resolverse
esta indeterminacion dividiendo numerador y denominador por = — c.

2.7. Dos limites importantes

L. . osenx
El limite lim
z—0 I

B

Figura 2.10: Limite de senw

En la figura 2.10 se ha representado un dngulo x sobre una circunferencia de radio 1. Si el radio es igual
a la unidad, la longitud del arco coincide con la medida del dngulo en radianes. El seno y el coseno del
angulo son iguales a la ordenada y la abscisa del extremo del arco y asi se han representado en la figura.
También se ha representado un segmento de longitud igual a tgx.

De la figura se deduce que:
senxy < x < tgwx

y dividiendo por sen x:

T tgx T 1
1< < -
senr  senx senxr  cosx

Cuando z — 0:

, T , 1 ; T ; T
1 < lim < lim = 1< lim <1 = Ilim =1
z—0senx ~ z—0 COST z—0 sen x z—0 Sen x
y también:
sen x 1 1
lim =lim —=-=1
z—0 X z—0 1
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El limite 1fm 20T 7)
x—0 x

La base de los logaritmos neperianos (In) es el nimero e. Este nimero se define como el limite de la
siguiente funcion:

1 xr
e= lim (1 + )
xTr—r00 xr

o cambiando z por 1/z:

1
z

e=lim (1+x)

z—0
Entonces:
In(1 1
lim In(1 +) = 1lim —In(1 + z) = lim In(1 +x)i" =lne=1
z—0 T z—0 X z—0

Aplicaciones al calculo de limites

El hecho de que los dos limites que acabamos de calcular sean iguales a 1 quiere decir que cuando z es
préximo a 0, las funciones senz y In(1 + z) son aproximadamente iguales a . Esto lo podemos expresar
de la siguiente manera:

sizx—=0 senz~z yhh(l4+z)~z

A partir de estas aproximaciones podemos obtener valores aproximados para otras funciones cuando
z—0:

tgx ~x
arsens ~ T

artgr ~ x

2

T
1—cosx ~ —
2

er —1~zx
1+xz)" ~1tnx

Estas aproximaciones pueden utilizarse para calcular limites. Pueden cometerse errores si se sustituye
una funcién por su equivalente en una diferencia y el resultado es cero.

A partir del limite del logaritmo puede obtenerse una expresién 1til para calcular limites indeterminados
del tipo 1°°. Hemos visto que:

x—0 = h(l+z)~z

Si llamamos 1 + = = u esto es equivalente a:
u—1 = hu~u-—1

Ahora supongamos que u — 1y v — o0:

u—1, v—ooo = limu’ =M%= elm(u—1)v
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2.8. Propiedades de las funciones continuas

Admitiremos sin demostracion los siguientes teoremas relativos a funciones continuas:

Teorema 1. Si f es una funcidn continua en xo y f(x9) # 0, en un entorno de zq la funcidn toma el
mismo Signo que en xg.

Teorema 2. Si f es continua en xy estd acotada en un entorno de xq.
Teorema 3. Una funcion continua en un intervalo cerrado, esta acotada en ese intervalo.

Teorema 4 (Bolzano). Si la funcidn f es continua en un intervalo cerrado [a,b] y toma valores de signo
contrario en los extremos del intervalo a y b entonces existe un punto interior del intervalo £ en que el
valor de la funcion es cero (figura 2.11):

f continua en [a,b] y signof(a) # signof(b) = I € (a,b)]| f(§) =0

Y

Figura 2.11: Teorema de Bolzano

Como consecuencia del teorema de Bolzano se verifica también que:

Teorema 5 (Darboux). Si f es una funcidn continua en [a,b] f toma en el interior de ese intervalo
todos los valores comprendidos entre f(a) y f(b).

Teorema 6 (Weierstrass). Toda funcién continua en un intervalo cerrado alcanza un valor mdzimo y
un valor minimo en ese intervalo.

Si el maximo o minimo absoluto de la funcién se encuentra en el interior del intervalo serd también un
maximo o minimo relativo y lo podremos encontrar por los procedimientos que veremos en el tema si-
guiente. Sin embargo, es preciso tener presente que el méaximo y el minimo absoluto de la funcién también
pueden encontrarse en los extremos del intervalo.

EjeI‘CiCiO 13. Demostrar que la ecuacién e~ 3% 4+ 4z — 2 = 0 tiene, al menos, una solucién real en el intervalo [0, 1].

El problema es equivalente a demostrar que la funcién f(z) = e~3% + 4z — 2 se anula en el intervalo (0, 1). Esta funcién es
continua en el intervalo [0, 1] puesto que es suma de funciones continuas en ese intervalo. Ademds:

fO)=e"+4.0-2=-1<0
fy=e344.-1-2=e342>0

De acuerdo con el teorema de Bolzano existe un nimero £ comprendido entre 0 y 1 en el que f vale 0. Entonces £ es una
solucién de la ecuacién.

AANAA



Tema 3

Derivadas

3.1. Funcion derivada

En temas anteriores se ha explicado el concepto de pendiente de una recta. Dada una recta y = mx + b,
la pendiente m es el cociente de las variaciones de y y de = entre dos puntos cualesquiera de la recta:

Ay

m:A:E

Esta idea puede generalizarse para una curva y = f(x) de la forma que veremos a continuacién. La
diferencia fundamental es que la pendiente de la curva que llamaremos derivada no es constante sino que
varia de un punto a otro de la curva.

Y L,/ v=1@
A ,
flz + Ax) y,
Y
Af /
//
/)
A/
f(z) .
(0) a8 T + Az X

Figura 3.1: Derivada de una funcién

Sea una funcién f. Su representacién grafica es la curva de ecuacién y = f(x). Sean A y B dos puntos
de la curva de abscisas  y « + Az (ver figura 3.1). Cuando la variable independiente cambia en una
cantidad Az, la funcién varfa en la cantidad:

Af = f(z+ Azx) — f(x)

La tasa de variaciéon media de la funcién en este intervalo, o pendiente media de la curva corres-
pondiente se define como el cociente de los incrementos de la funcién y de la variable entre los dos puntos
de la curva:

Af _ flaz+Az) - f(z)

mAB:E: Az

31
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La pendiente de la curva en un punto se define mediante un paso al limite.

La tasa de variacion instantanea de una funciéon o pendiente de la curva en un punto es la tasa
de variacién media entre dos puntos cuando la distancia entre ellos tiende a cero, es decir, el limite de la
expresion anterior cuando Ax tiende a cero:

my = lim — = lim fle+Az) - f(2)
AT Moo AT Ar0 Ax

Veamos con més precision el significado de la pendiente de una curva. La tangente a una curva en un
punto A es la recta que une dos puntos de la curva A y B cuando la distancia entre ambos tiende a
cero. La pendiente media de una curva entre dos puntos A y B, es la pendiente de la recta que une los
dos puntos de la curva (ver figura 3.2). Al aproximarse los dos puntos, la pendiente media pasa a ser la
pendiente en el punto A, y la recta AB se transforma en la tangente a la curva en el punto A. Asi pues,
la pendiente de una curva es la pendiente de la recta tangente a la curva.

Y y = f(x)
flx + Ax) b
; : /,
///
///
Af /
//
/L
A AN
f(z) / A
0] T T+ Az X

Figura 3.2: Interpretacion geométrica de la derivada

De forma general, la derivada de la funcién f(x) en un punto cualquiera x se define como el limite:

/ 1z Af_ ; f(x—i—Ax)—f(x)
[la)= Jim =l Az

El incremento de la variable se suele representar también por h o por dz. La derivada de la funcién f(x)

se representa por f'(x) y también por D f(x) o %_

La derivada de una funcién debe interpretarse geométricamente como la pendiente de la curva que repre-
senta la funcién o como la pendiente de la recta tangente a esa curva.

Ejercicio 14. Calcular la derivada de la funcién y = z2.

De acuerdo con la definicién:

h)? — 22 2 4 oha + h? — a2 2ha + h2
Y G ) ek VO e e e O L o L PO S S P
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

ANAA
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Teorema 7. Toda funcion derivable en un punto es continua en ese punto.

Demostracion. En efecto:

) — um A A - m _
Al AT = g Ay B0 7 A, S () A =0

O

El reciproco no es cierto, la funcién f(z) = |z| es continua en x = 0 y, sin embargo, no es derivable en
ese punto.

Ejercicio 15. Demostrar que la funcién y = V22 1o es derivable en z = 0.

Esta funcién es continua en todo su dominio puesto que se trata de una funcién potencial. Veamos que no tiene derivada
en z = 0. La funcién derivada es:

’ P 3\/ (x+h)? — Va2
y =lim Y——F———
h—0 h
En el punto de abscisa x = 0:
Y0+ n)? — V02 h3 1 1
y' (0) = AIHB % — lim 22— i — =
—

= lim —= =
h—0 h h—0p3s  ho0 VR

ANAA

Puesto que la pendiente de la recta tangente es igual a la derivada de la funcién en el punto, la ecuacién
de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto de abscisa x( (y ordenada f(xg)) es:

y = f(xo) + f'(z0)(z — x0)

2 en el punto de abscisa zg = +

Ejercicio 16. Calcular la ecuacién de la recta tangente a la pardbola y = 3

La ordenada del punto de tangencia es:

1\ 1
Yo = 3 =9
La pendiente de la recta tangente es la derivada en el punto. En un ejercicio anterior calculamos la funcién derivada y’ = 2.
La pendiente de la tangente es:
1 2

m=2- - = —
3 3

Conocido el punto y la pendiente, puede calcularse la ecuacién de la tangente. En la forma punto-pendiente:

12 1
_l_z2/ 1
Y7973 3

ANAA

3.2. Reglas de derivacion

Las derivadas de las funciones elementales pueden obtenerse a partir de la definicién; los limites pueden
calcularse con ayuda de las técnicas que se han visto en el tema anterior. A continuacién se deducen
algunas de estas derivadas:

\/J:—i—h—\/E: i (Vx+h—z) (VT +h+/7)
h

h—0 h(Vz + h+ /)

D =1

= lim _ZTth-z = lim #
h=0 h(Ve +h+x) =0 f(Ve +h+ /)

2V
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Se ha multiplicado numerador y denominador por la expresién conjugada del numerador para poder
efectuar la diferencia.

] ~1 1
Ding — lm 2@ TR -z o 1, zth
h—0 h h—0 h x

L1 h .1 p
—mhm(”x)—mm

1
T

Se ha aplicado la aproximacién In (1 + %) ~ %

. sen(z+h) —senz ,  2cos THAEL gop THR=T
Dsenx = lim = lim
h—0 h h—0 h
2x+h
3 QCos—zz;rhsen% i ZCOST'ﬂ
—m 22 e g, T 2 3
h—0 h h—0 h
= lim cos =cosz
h—0

Donde se ha aplicado la aproximacion sen% ~ %

h T x  h T
eTth ¢ . eTelh—e
De*=1lm — = lim
h—0 h h—0
. e(el —1) . h
=lim ——= = lim
h—0 h =0
= el‘

Aqui hemos tenido en cuenta la aproximacién e® — 1 ~ h.

A partir de las propiedades de los limites y de la continuidad de las funciones derivables pueden demos-
trarse las siguientes propiedades:

o Suma y diferencia de funciones: D (u £ v) = u' £/

¢ Producto de funciones: D (u - v) = v'v + v'u

! !
. . U uw'v —v'u
o Cociente de funciones: D ( ) —_—

2

¢ Funcién compuesta: D flg(z)] = f'[g(z)] ¢'(x)

En la tabla 3.2, en la que hemos representado mediante u y v funciones cualesquiera de z y mediante K
una constante, se recogen las reglas de derivacion:
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REGLAS GENERALES

FUNCIONES SIMPLES

FUNCIONES COMPUESTAS

Dutv]=u £

D [Ku] = Ku’

D[K] =0

D[z"] = na"~!

1
D[lnz] = —
x
1
DL =
[log, 2] = ———
D[e”] = e®

D[a*] = a®Ina

D[senz] = cosz

Dlcosz] = —senzx
Dltgz] = ——
[t 2] cos?
D arsenx] = _ 1
V12
-1
D[ arcosz] =

V1—22

D[artgx] = W

D [u"] = nu"~ 1/

1
D[lnu] = —v/
u

D [log, u] =

D[a"] = a“(Ina)u’
D [senu] = (cosu)u’

D [cosu] = (—senu)u’

1
Dt = !
[t cos?u "
D [[arsen ] = ———u’
arsenu] = ———u
V1—u?
-1
D arcosu] = ——u'
V1—u?
1
D] art = !
[ artg u] 2t

Ejercicio 17. Calcular la derivada de las siguientes funciones:

o y=a3—3z24+7x—10
y':3332—6a:+7

1
3/:1:2
v

2
o Yy = =x 3

5
= ——r 3 = —

o y=sen’z

y' = 2senzcosx
o y = sen(z?)

y' = cos(z?) - 2z

<o y:ln(m—km)

y' = . <1+
z+Vx2+1 2

1
y =evn® (lner 71) =e®MT (Inz+1)=2% (Inz+ 1)
x

ANAA

Cuadro 3.1: Reglas de derivacion
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3.3. Funciones crecientes y decrecientes
Una funcién f(z) es creciente en un intervalo si a valores mayores de la variable corresponden valores
mayores de la funcién:

f creciente <= x1 >x2 = f(z1) > f(z2)

De forma similar, una funcién f(z) es decreciente en un intervalo si a valores mayores de la variable
corresponden valores menores de la funcién:

f decreciente <— x1 >y = f(z1) < f(x2)

Los puntos en que la funcién pasa de creciente a decreciente o de decreciente a creciente se llaman,

Y y= f(x)

creciente decreciente creciente

maximo

relativo

I

minimo
relativo

Figura 3.3: Intervalos de crecimiento y decrecimiento

respectivamente, maximos y minimos relativos o maximos y minimos locales (ver figura 3.3).

La derivada de la funciéon permite obtener los intervalos de crecimiento y decrecimiento. Para funciones
derivables se cumple el siguiente teorema:

Teorema 8. Si la derivada de la funcidn f(x) es positiva (negativa) en xg, la funcién es creciente
(decreciente) en xq:

f'(xg) >0 == f creciente en wo; f'(x9) <0 == f decreciente en xg

y como consecuencia, la derivada en los maximos y minimos relativos debe ser cero.

Segun el teorema anterior, los maximos y minimos relativos de la funcién deben buscarse entre los puntos
de derivada cero. Sin embargo, esto no significa que todos los puntos de derivada cero sean maximos o
minimos.

Geométricamente, el que la derivada en un punto sea cero quiere decir que en ese punto la recta tangente
es paralela al eje de abscisas, son puntos de tangente horizontal. Pueden darse varios casos (ver figura 3.4).

Sea f'(xg) = 0. Para determinar el comportamiento de la funcién en ese punto podemos utilizar el
siguiente criterio:

¢ Si la funcién es creciente a la izquierda y a la derecha de xzq, la funcién es creciente en x.

¢ Si la funcién es decreciente a la izquierda y a la derecha de zq, la funcién es decreciente en xg.
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Figura 3.4: Puntos de derivada cero

¢ Si la funcién es creciente a la izquierda y decreciente a la derecha de zq, la funcién presenta un
maéaximo relativo en x.

¢ Si la funcién es decreciente a la izquierda y creciente a la derecha de zq, la funcién presenta un
minimo relativo en xg.

También podemos hacer uso de los siguientes teoremas:

Teorema 9. Si f'(zg) =0y f’(z0) <0, o la funcidn presenta un mdzimo relativo en xg.

Demostracion. Si f"(xo) < 0 entonces f'(z) es decreciente en xo. Puesto que en ese punto la derivada

es cero, f'(x) deberd ser positiva a la izquierda y negativa a la derecha. La funcién pasa de creciente a
decreciente y, por consiguiente, tiene un maximo en xg.

O
De forma similar:

Teorema 10. Si f'(x9) =0 y f"(x0) > 0, 2o la funcidn presenta un minimo relativo en xg.

Ejercicio 18. Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos de la funcién

(@) = (@+ 1e

La derivada de la funcién es:
flx)=e®—e%(xz+1)=—ze®

El signo de la derivada lo podemos expresar mediante el siguiente esquema:

S —— O

Asf pues, la funcién es creciente en (—o0,0), tiene un méximo en « = 0 y es decreciente en (0, o).

ANAA

3.4. Concavidad y convexidad

Una funcién f(x) es céncava en el punto z si en los puntos préximos a xg la tangente a la curva y = f(x)
en el punto de abscisa x¢ queda por debajo de ella:

f concava en zg = f(x) —ys = f(z) — [f(20) + f(x0)(z — 20)] > 0

37
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Una funcién f(x) es convexa en el punto z( si en los puntos préximos a zg la tangente a la curva
y = f(x) en el punto de abscisa zy queda por encima de ella:

[ convexa en xg = f(x) —y = f(z) — [f(2o) + ['(20)(z — 20)] <O
Teorema 11. Si f"(x) > 0, la funcion f(z) es concava en xg

Teorema 12. si f"(xg) <0, la funcion f(x) es convexa en xg

convexa coéncava

X

inflexion

Figura 3.5: Concavidad y convexidad

Los puntos en que la funcién no es céncava ni convexa se llaman puntos de inflexién de la funciéon. En
esos puntos la derivada segunda es igual a cero.

Teorema 13. si f"(x0) =0y f"'(x9) £ 0, 29 es un punto de inflexion.

Ejercicio 19. Estudiar los intervalos de concavidad y convexidad de la funcién:
3z2 + 5z — 20
fo =0
Calculamos las derivadas:
(6z +5)(x +5) — (3% + 52 — 20)  3(z? + 10z + 15)

fw = @+ 5 ECESE
ooy _ o (224+10)(z +5)% — 2(z + 5)(2® + 10z + 15)
f(x)=3 @+5)
(22 + 10)(z + 5) — 2(22 + 10z + 15)
—=3.
(z+5)3
20
=% Grop

El signo de esta fraccién depende solamente del denominador. La funcién es convexa para x < —5 y es céncava para z > —5.
En z = —5 hay una asintota vertical.

AMAA

3.5. Diferencial de una funcion

En la figura 3.6 se ha representado una funcién derivable f(z) asi como la tangente a la curva y = f(z)
en un punto cualquiera de abscisa z. Si se incrementa la variable en una cantidad dx la funcién cambia
en una cantidad Af.
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4 y = f(z)

x x+dx X

Figura 3.6: Diferencial de una funcién

Se llama diferencial de la funcién df al producto de la derivada por el incremento de la variable:
df = f'(x) de

Geométricamente, la diferencial es el incremento sobre la recta tangente correspondiente al incremento
dx de la variable.

El incremento de la variable lo hemos representado por Az o por dz, es decir Az y dx es lo mismo.
Sin embargo, en general, Af y df son nimeros distintos. En la figura 3.6 Af es igual a la longitud del
segmento AB mientras que df esigual a AC.

Pese a ser diferentes Af y df son muy préximos para valores pequenos de dx. Asi, la diferencia Af — df
tiende a cero mas rapidamente que dz cuando dx tiende a cero:

Af—df <Af;if

I
P dx dx

dx—0 dx dxz—0

) — @)~ f'@) =0

Es por esta razén que se suele interpretar df como el incremento de la funcién correspondiente a un
incremento infinitesimal de la variable dz.

3.6. Propiedades de las funciones derivables

Teorema 14 (Teorema de Rolle). Sea f una funcidn continua en [a,b], derivable en (a,b) y que cumple
que f(a) = f(b). Entonces, existe un punto de (a,b) en el que la derivada vale cero.

f continua en [a, b]
f derivable en (a,b) = € (a,b) | f1(€)=0
fla) = f(b)
Geométricamente, el teorema de Rolle significa que en una curva, entre dos puntos de de igual ordenada,
debe haber al menos un punto de tangente horizontal.

El teorema de Rolle se deduce facilmente del teorema de Weierstrass: por ser la funcién f continua en
[a, b] tiene un maximo y un minimo absoluto en ese intervalo. Pueden darse dos casos:
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Y
y = flx)
fla) = f(b)
@) a 3 b X

Figura 3.7: Teorema de Rolle

¢ Que el méximo y el minimo absolutos se encuentren en los extremos del intervalo. Como la funcién
toma el mismo valor en los dos extremos el maximo y el minimo seran iguales y, por consiguiente,
la funcién serd constante. En este caso el teorema se cumple porque una funciéon constante tiene
derivada cero en todos sus puntos.

¢ Que o bien el maximo o bien el minimo absoluto se encuentre en el interior del intervalo. En este
caso el maximo o minimo absoluto serd a su vez maximo o minimo relativo y la derivada en ese
punto serd cero (ver figura 3.7).

Como consecuencia del teorema de Rolle resultan las siguientes propiedades:

© Si f es una funcién derivable entre dos ceros de la funciéon debe haber al menos un cero de la
derivada.

¢ Si la derivada no tiene ceros, la funciones tiene a lo sumo un cero.

Teorema 15 (Teorema del valor medio, de Lagrange o de los incrementos finitos). Sea f continua en
[a,b] y derivable en (a,b). Entonces existe un punto £ € (a,b) que cumple que:

fb) = f(a) + f1(€)(b —a)

Demostracion. Escojamos A de forma que la funcién F(z) = f(z) — Az cumpla las hipétesis del teorema
de Rolle. Desde luego, se cumplen las condiciones de continuidad y derivabilidad. Para que se cumpla la
tercera condicién:

f(0) = f(a)

Fla)=F(b) = [fla)=da=[)- b = I="7—

Para este valor de A, como consecuencia del teorema de Rolle, existe £ € (a,b) tal que:

Fo=0 = ror=0 = re=2=20D — 50— sar©0-0

O

Consecuencias del teorema del valor medio:
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Figura 3.8: Teorema del valor medio

— Si f/(z) > 0 en (a,b), f(x) es creciente en (a,b). En efecto, sean x1, zo, dos puntos del intervalo
(a,b). Aplicando el teorema del valor medio:

xo > = f(x2) = f(z1) + f(€)(x2 — 11) puesto que f'(£) >0
f(@2) > f(x1)
De la misma forma se demuestra que si f/(z) < 0 la funcién es decreciente.

— Si una funcién tiene derivada cero en un intervalo (a, b) es constante en ese intervalo o, lo que es lo
mismo, toma el mismo valor en todos sus puntos.

En efecto, sean 1 y x2 dos puntos del intervalo (a,b). En el intervalo [z1, 2] la funcién cumple las
condiciones del teorema del valor medio de forma que:

fla2) = f(z1) + f/(E) (22 — 21) 5 € € (z1,22)
y como la derivada es cero en el intervalo, resulta f(z2) = f(z1).

— Si dos funciones tienen la misma derivada, su diferencia es constante.

En efecto, si f/'(z) = ¢'(z), la diferencia F(x) = f(z) — g(z) tiene derivada cero y de acuerdo con
el apartado anterior es constante.

Teorema 16 (Teorema de Cauchy). Sean f y g continuas en [a,b] y derivables en (a,b). Supongamos
ademds que la derivada de g no se anula en el intervalo (a,b). Existe un punto £ € (a,b) que cumple que:

f) = fla) _ [(§)
g(0) —g(a) (&)

Demostracion. En efecto, el denominador del segundo miembro es distinto de cero y también el del primer
miembro puesto que, por el teorema del valor medio:

g9(b) = g(a) + ¢'(c)(b - a) # g(a)
Formemos la funcidn:
F(z) = f(z) — Ag(x)

y escojamos A de forma que pueda aplicarse el teorema de Rolle a F'(x). Para ello:

F(a) = f(a) — Ag(a)
E(b) = f(b) — Ag(b)

Fla)=F() — f(a)—Agla) = f(b) = Mg(t) —>
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Como consecuencia del teorema de Rolle, existe un € € (a,b) tal que F'(§) = 0. Es decir:

fl&) =M =0 =

O

Teorema 17 (Regla de 'Hopital). Sean f y g funciones continuas y derivables en un entorno del punto

xo. Supongamos que f(xg) = g(xo) = 0 y que la derivada de g no se anulan en un entorno reducido de

xo. Entonces:

/ !/

Tim L8 3 ) gy, L@
T—10 g’(q}) T—10 g(x) T—10 g’(q})

Demostracion. En efecto, puesto que f(zg) = g(xg) = 0:

f@) _ e F@) = flzo)

por el teorema de Cauchy
M2 g(a) ~ A gla) — glaw) ( :
f'(x)
g'(x)

= lim (puesto que existe el limite de

)

a>a0 g'(z)

La justificacién del ultimo paso de la demostracién es el siguiente: & es un nimero comprendido entre x
vy xg, de forma que, cuando x tiende a xg también & tiende a zy. Entonces:

. f1(6) . f'(6) . f(z)
1 =1 =1
zLH;O g’(f) §i>nz10 g’(&) mi)Hle g’(m)

3.7. Teorema de Taylor

Sea f una funcién n veces derivable en el punto z = a. El polinomio de Taylor de grado n de esta funcién en ese punto
(también llamado desarrollo de Taylor en el punto) es un polinomio:

Px)=ao+ai(z—a)+az(z—a) +az(z—a)®+ ...+ an(z —a)"
tal que:
P(a) = f(a)
P'(a) = f'(a)
P'(a) = "(a)

P (a) = £ (a)
Es facil ver que, para que se cumpla esto, el polinomio debe ser:

f'(a) 1" (a) n
1 2! (@—a)

El desarrollo de Taylor de una funcién en torno al punto a = 0 se llama desarrollo de McLaurin. Asi, el polinomio de
McLaurin de la funcién f seria:

1'(0) i
TR 31 nl

P(z) = f(a) +

(x—a)+

£ (a)
|

(m_a)2+f375a)(x_a)3+_“+ -

1 (n)
© 2, 7O 5, F0)

P(x) = f(0) + x

Ejercicio 20. Obtener el desarrollo de McLaurin de las funciones e*, senz y cosx.

Todas las derivadas de la funcién exponencial son iguales a e®. Por consiguiente, las derivadas en el punto z = 0 valen 1.
El desarrollo es:

1 1 1
T __ 2 3
e —1+—1!x+—2!x +—3!x + ...
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Las derivadas de la funcién seno son:

y' =cosz y'(0)=1 y’ = —senx y”’(0) =0
y" = —cosz y"'(0) = -1 y® =senz y®(0) =0
y(®) = cosz y®(0) =1 y(®) = —senz y©®(0) =0
Y teniendo en cuenta que sen 0 = 0 el desarrollo queda:
_ 1 s, 15
senasfx—gx +533 — ...

Procediendo de la misma manera con la funcién coseno:

y = —senzx y'(0)=0 Yy’ = —cosz y’(0) = -1
y"" =senx y"’(0) =0 y@ = cosx y®(0)=1
y®) = —senw y®(0) =0 y(® = —cosz y(©(0) = -1

Puesto que, ademads, cos 0 = 1, el desarrollo del coseno es:

1 1 1
2 4 6
cost=1— —z°4+ —z° — —x° +...
2| 4! 6!
Obsérvese que en el desarrollo de la funcién seno que es impar solamente hay potencias impares y en la funcién coseno (par)
solamente hay exponentes pares.

ANAA

El teorema de Taylor permite estimar el error que se comete al sustituir una funcién por su polinomio de Taylor.

Teorema 18 (Teorema de Taylor). Sea f(x) una funcidn n + 1 veces derivable en un entorno del punto x = a. En estas
condiciones, existe un punto & comprendido entre a y x tal que:
I'(@) 1"(a) L@ e STVE

T(xfa)+7(mfa)2+. (z—a)" 4+ — = (z —

n+1
2! nl (n+1) %)

f(z) = f(a) +
Es decir, la diferencia entre una funcion y su polinomio de Taylor de grado n puede expresarse como:

_ FD(g) (@ — a1
(n+1)! ’

n

§€(a,z)

Demostracidn. Vamos a aplicar reiteradamente el teorema de Cauchy a las funciones F(z) = f(z) — P(z) y G(z) =
(x — a)”*t!. La primera funcién es la diferencia entre la funcién f(z) y su polinomio de Taylor en el punto a. Ambas
funciones y sus n primeras derivadas son nulas en el punto a. Entonces, por el teorema de Cauchy:
F(x) _ F(x) = F(a) _ F'(&1)
G(z) G(z)-Gla) G'(&)

fl € (u‘7 m)

Volvemos a aplicar el teorema de Cauchy. Puesto que las derivadas son cero en el punto a:
Fz) _ F'(&) _ F/(€)~ F'(a) _ F"(€)
G(x) G'(&) G'(&a)—-G'(a) G"(&)
Prosiguiendo el proceso llegaremos a:

F(z) _ FCD(g)
G~ aring  SET

52 S (a7§1) C (a’va;)

Teniendo en cuenta que F(z) es la diferencia entre la funcién y su polinomio de Taylor, que G(z) = (z — a)"*! y que
Gt () = (n + 1)! resulta:

f(x) = P(x)  f+D(©

@~ e SE@®o)
de donde
_ ForD) ntl
f(w)*P(x)‘*‘m(x—a) t §€(a,x)
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Tema 4

Integrales

4.1. Integral indefinida

Se llama primitiva de una funcién f a otra funcién F cuya derivada es f:

F(x) primitiva de f(z) <= F'(x)= f(z)
Si F(z) es una primitiva de f(z) también lo es F(x) + C donde C' es una constante cualquiera. Por otra
parte, si F(z) y G(x) son primitivas de la misma funcién, tienen la misma derivada y, de acuerdo con

el teorema del valor medio, difieren en una constante. Llegamos entonces a la siguiente conclusién, una
funcién puede tener infinitas primitivas que son iguales a una cualquiera de ellas méas una constante.

El conjunto de todas las primitivas de una funcién f(z) se llama integral indefinida de f y se representa

por
/ f(z) dx

Si F(x) es una primitiva cualquiera de f(x) entonces

/f(x)dx:F(x)—FC’

donde C' es una constante arbitraria.

En otras palabras, f f(z) dz es el conjunto de todas las funciones que derivadas dan f(z) o el conjunto
de todas las funciones que diferenciada dan f(z) dz.

Asi definida, la integral tiene las siguientes propiedades:

1. La integral de una suma o diferencia de funciones es la suma o diferencia de las integrales:
[ @+ @) do= [ f@ o+ [ o) o

2. La integral del producto de una constante por una funcién es igual a la constante por la integral de
la funcién:

/K f(x) dsz/f(x) dz
Es decir, es indiferente poner las constantes multiplicativas dentro o fuera del signo integral.

45
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3. Los signos integral y diferencial seguidos se anulan:

/du = u+C
d/udz = wudx

4. No existe una regla para integrar el producto de dos funciones. Sin embargo, de la regla de derivacién
del producto:

dlwv)=udv+vdu <= wdv= d(uv)—ovdu

se deduce la siguiente regla de integracién:

/udv:/d(uv)—/vdu = /udv:uv—/vdu

que se llama regla de integracion por partes.

4.2. Meétodos de integracion: integrales inmediatas

De las reglas de derivacién se deducen las siguientes reglas de integracion:

o Funciones potenciales:

xn-&-l
/x"dx: +C (n#-1);

n+1

/ldx:1n|x|+C
x

¢ Funciones trigonométricas:

/sena: dz = —cosz + C;

1
/ s— =tgx+C;
cos? x

dz = arsenzx + C;

1
/\/1—x2
1
/mdx: artgz 4+ C;

o Funciones exponenciales:

/exdz:e‘r—i-C';

/cosa: dzr =senx + C

sen? x

1
/ = —cotgz +C

dz = arsen z +C

1
/m k

1 1 T

/azdx: a +C
Ina

Todas estas férmulas son vélidas si se sustituye x por x +b donde b es una constante. También son validas
cuando se sustituye x por ax + b con tal de dividir el segundo miembro por a. Por ejemplo

K5
/(3175)4dz:w'é+0
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4.3. Meétodos de integracion: funciones racionales

Consideremos ahora la integracién de funciones del tipo:

p
/ () o\
Q(x)
donde P(z) y Q(z) son funciones polinémicas y el grado del numerador es menor que el grado del

denominador. Si el grado del numerador fuese mayor o igual que el del denominador, se hace la divisién
y el problema queda reducido al caso anterior. Por ejemplo:

23— 222 +3x+2 —x+3
dz = r—14+ ——— ) dx
2 —z+1 22—z +1

Si el denominador es de primer o de segundo grado, pueden darse los siguientes casos:

¢ Denominador de primer grado. En este caso la integral es de tipo logaritmo:

5 5
do =22z +1
/2x—|—1 v=ghZelf+0

¢ Denominador de segundo grado con dos raices. Descomponiendo en fracciones simples, la
integral resulta ser una suma de logaritmos. Por ejemplo sea la integral:

/ 5r +4
—— dx
2 —2x — 8

Descomponemos en fracciones simples:

5T + 4 or +4 A B
22 —-2x—-8 (v—4)(z+2) $—4+m+2 ’
Sustituyendo:
or +4 4 1
= = =41 — 4| +1 -2
/m2—2x—8dx /<x—4+m—|—2> dz nle—4|+njz-2/+C

¢ Denominador de segundo grado con una raiz doble. Descomponiendo en fracciones simples,
le integral es una suma de una de tipo logaritmo y otra de tipo potencial. Por ejemplo:

20 —1
—d
/(a?+2)2 :c

La descomposicion en fracciones simples es:

2¢ + 1 A B
= = A=2 B=-3
@12? 242 (@2 ’

Entonces:

2 — 1 1 1 3
T e =2 —— -3 ——— =21 2N+ 2 +C
/(x+2)2 . /x+2 /(m+2)2 nle+2+ ot

¢ Denominador irreducible. Vamos a ver que en este caso, la integral es suma de una de tipo
logaritmo y otra de tipo arcotangente.

Los casos mas sencillos se dan cuando el numerador es la derivada del denominador en cuyo caso
la integral es una funcion logaritmo:

2 4
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o cuando el numerador es constante que da lugar a una funciéon arcotangente:

/ 1 d / L d / 1 dr = = artg 22 4 ¢
_—_— xTr = _— Tr = r = —= I - =
x2 +4x + 7 (x+2)2+3 (vV3)2 + (z +2)2 V3 TR

En el caso general se obtiene una suma de integrales de ambos tipos. Veamos un ejemplo:

3z +1 2z 44 1
—— dx = —d —d
/x2+4x+7 . Cl/x2+4x+7 $+62/x2+4x+7 v

Las constantes c¢; y co las obtenemos resolviendo el sistema:

2c1 =3 3
— cp=—=, Co=—-9H
4Cl+02:1 2
Entonces:
3z +1 3 5 x+2
——  de=c-ln(*+42+7) - — artg=—— + C
/$2+4x+7x 2n(a:+1:+) \/garg\/g+

4.4. Meétodos de integracion: integracidon por partes

Ya hemos visto la férmula de integracién por partes:

/udv:uv—/vdu

Veamos cémo se aplica con algunos ejemplos. Sea la integral:

/xlnx dx

Llamemos:
1
u=Inx du=—dx
T
2
T
dv==xd = —
v=uxdr v 5
Sustituyendo:
2 21 1 1 1 1
xlnxdx:x—lnx— x—fdz:flenx—f zdr=-2’lnz—-22+C
2 2 x 2 2 2 4

A veces es preciso aplicar varias veces la integracion por partes. Calculemos la integral:

/x2e_x dz

Integremos por partes con:
u = x> du =2z dz

dv=e""dx v=—e "%

/m%‘m de = —2%e7% + Q/xe_”” dx
Integramos de nuevo por partes con:

U=z du = dz

dv=e"*dx v=—e "
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y obtenemos:
/x26_$ dz = —2%e 42 (—xe‘w + /e_’J dm) =22 " — 2z " — 2"+ C

También puede ocurrir que después de integrar por partes dos veces volvamos a encontrar la integral
original y la podemos calcular despejando. Sea la integral

/ex cosx dx

Integramos por partes:

u=e" du =¢e* dzx
dv = cosx dx v =senx
con lo que:

/eg”cos;v dx:eg”senx—/ezsenx dx

Integrando de nuevo por partes:

u=e" du =e€" dz
dv =senx dx V= —COST
se obtiene:

/er cosz dzx = e®senx — /e‘r senx dr
=e¥senx — (—ew cosx + / e” cosw dx)
=" (senx 4 cosx) — /e“” cosz dx
Pasando la integral al primer miembro y despejando, resulta:

1
/ercosx dz = 56“7 (senz + cosz) + C

4.5. Meétodos de integracion: cambio de variable

Se trata de sustituir en la integral

/f(a:) dz

la variable x por una nueva variable ¢ definida por = ¢(t), con lo cual da = ¢'(¢) dt. Con el cambio de
variable la integral queda:

/ o) (1) di

Se calcula esta integral con la variable ¢ y finalmente se deshace el cambio con la sustitucién t = =1 (x).

Veamos un ejemplo. Sea la integral:

1
/mdx
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Hagamos el cambio y/Z = t o bien x = t2. Diferenciando obtenemos dx = 2t dt. Sustituyendo:

1 1 t 1
/1+ﬁdx /1+t tdt /1+tdt /( 1+t> dt=2(t—1In(1+1t)+C

Deshaciendo ahora el cambio, resulta finalmente:

1
/mdx:2f—2ln(1+\/§)+c

4.6. Integral definida

Y y = f(z) Y| y = f(z)
dS = f(x) da
flx)
0 a d b X o a b X
Y y = f(z) Y y = f(z)

(0] a b X O a b X

Figura 4.1: Integral definida

Sea f(z) una funcién continua en el intervalo [a, b]. Dividamos este intervalo en subintervalos de longitud
dz (ver figura 4.1). Para cada subintervalo multipliquemos la longitud del subintervalo por el valor de
la funcién en uno de sus puntos (ver figura 4.1):

dS = f(z) dz

y sumemos todos estos productos. Esta suma cuando la longitud de los subintervalos tiende a cero se
llama integral definida de f(z) en el intervalo [a, b] y se representa por:

/ab f(z) dx

Desde el punto de vista geométrico, la integral definida esté relacionada con el area del recinto limitado
por la curva y = f(x), el eje OX y lasrectas c = a y z = b.

El médulo de la integral definida representa el drea comprendida entre la curva y = f(z), el eje OX y
las rectas x = a 'y © = b (ver figuras 4.2, 4.3 y 4.4). En el caso a < b la integral es positiva si f(z) toma
valores positivos en el intervalo [a,b] y es negativa si f(x) toma valores negativos. En el caso de que f
tome valores positivos y negativos la integral es la diferencia entre la porcién de drea que queda sobre el
eje de abscisas y la que queda por debajo.

Asi definida, la integral definida tiene las siguientes propiedades:
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Si

S5

b
Figura 4.4: Integral definida y drea: / f(z)de =51 — Sy

a
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oLaf(x)dx:o

o/abf(g;)dx:—/baf(x)dx

<>/abf(x)dxz/:f(x)da:+/:f(x)dx

4.7. Teorema fundamental del calculo integral

Teorema 19 (Teorema del valor medio del cdlculo integral). Si f es una funcidén continua en el intervalo
[a,b] la integral de f en [a,b] es igual a la longitud del intervalo por el valor de la funcidon en un punto
intermedio:

b
/1ﬂwdx=®—aﬁﬁx £ € (ah)

M
f©)

m

Figura 4.5: Teorema del valor medio

De acuerdo con el teorema de Weierstrass, por ser f una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b]
toma un valor maximo M y un valor minimo m. Se cumple entonces que:

1
b—a

b b
m(b—a)g/f(a:)dargM(b—a) = m< /f(a:)deM

por el teorema de Bolzano, f toma todos los valores comprendidos entre M y m. Por tanto, existe un

punto & que cumple que:

1
b—a

b b
/ﬂ@m:ﬂazi /ﬂmm:wﬂwm

Teorema 20 (Teorema fundamental del cdlculo integral). Sea f una funcién continua en [a,b]. Consi-
deremos la funcion

F(z) = / " r) dt

dependiente del limite superior de la integral. Con estas condiciones, F(x) es una primitiva de f(x):

il%@Mﬂ@
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/
Y] Y]
Jy=10 Ju=f0

O / a x T+ h T O / a z x+h T

[0} / a z z+h T

Figura 4.6: Teorema fundamental del cdlculo integral

En efecto (ver figura 4.6):

F,(I):}llll% F(zx+h)— F(x)

x+h x
= Jim % (/ £(1) dt—/a 0 dt)

— lim %/ £t dt

h—0

Por el teorema del valor medio del cédlculo integral sabemos que existe un & comprendido entre z y = + h
que cumple que:

x+h
/) £(t) dt = hf(€)

Cuando h tiende a cero, £ que estd comprendido entre z y x + h tiende a = y, puesto que f es continua
(&) tiende a f(z) (ver figura 4.6). Entonces:

x+h 1
Fo) = Jim o [ £0) dt = i £hf©) = lim 1) = Fle)

h—0
y, por consiguiente, F'(x) es una primitiva de f(x).

Teorema 21 (Regla de Barrow). Sea f una funcidn continua y F una primitiva cualquiera de f. En-
tonces:

b
/ f(t) dt = F(b) — F(a)
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En efecto, por el teorema fundamental del cdlculo integral

/j £(t) dt

es una primitiva de f(z). Puesto que F(x) es otra primitiva de la misma funcién y dos primitivas difieren
en una constante:

/xf(t)dt:F(JC)+C
Haciendo =z = a:
0:/af(t)dt:F(a)+C = (C=-F(a) = /If(t)dt:F(x)—F(a)

v haciendo x = b se obtiene la regla de Barrow.

4.8. Ejemplos

Ejercicio 21. Representar grificamente la pardbola y = 322 — x + 1 y calcular el 4rea comprendida entre esa curva, el
eje X ylasrectasx =0y « = 4.

La parabola tiene como vértice el punto:

1 3 1,,_u v(l 11)
Ty = —; = — — — = — N - —
°= % =366 12 612

No tiene puntos de corte con el eje X pues el sistema

y=322 -z +1
y=0

no tiene solucién. La interseccién con el eje Y es (0, 1).

y=322—z+1

\ r=4

Puesto que la curva no corta al eje X, el drea puede calcularse mediante la integral:

4 323 2? 4
S:/ (322 —zx +1) de = {——fjum} =(64—8+4)—0=60
0 3 2 0
AMAA
Ejercicio 22. Calcular el drea del recinto limitado por la curva y = 2z — 22, el eje de abscisas y las rectas z = —1 y

x = 1. Representar graficamente el recinto.

La representacién grafica del recinto es la siguiente:
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(0]

y:—x2+2$

Puesto que la curva corta al eje de abscisas en el interior del intervalo [—1,1], serd preciso calcular por separado las dos

4reas:
0 222 370 1 4
/ (2x—x2)dx:[i—x—:| :0—(14_7):_,
1 2 3 -1 3 3

! 222 237" 1 2
/(2x—x2)dx:|:i—x—} :(1—7>_0:,
0 2 3 0 3 3

Entonces, la superficie total es:

4 2
S=-4+-=2
3+3

ANAA

EjeI‘CiCiO 23. Calcular el 4rea comprendida entre las curvas y = 2 e y = —a2 + 2z.

Y _ .2

y=—a’+2%

Calculamos en primer lugar los puntos de interseccién de las curvas, es decir, resolvemos el sistema
y=a®
y=—x2+2z

Las soluciones de este sistema (para la incégnita ) son x =0y z = 1.

Calculamos la integral de la diferencia de las dos funciones:

1
/1(212—222)111: g—% :2—1:—l
0 3 2], 3 3

. . . 1
y, por consiguiente, la superficie es igual a 3.

ANAA
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Ejercicio 24. Calcula el drea limitada por la curva y = % — 222 +x y la recta tangente a ella en el origen de coordenadas.

Y

y::vasz—ﬂ—x

Calculamos la ecuacién de la recta tangente. La derivada de la funcién es
y/ =3z° — 4z +1

La pendiente de la recta tangente es la derivada en el punto de abscisa 0:
m=1y'(0)=1

La ecuacién de la tangente es y — 0 =1 (z — 0), es decir, y = z.

Ahora debemos calcular el drea comprendida entre la curva y su tangente, es decir, entre y = % — 222+ y la recta y = z.
Como en el ejercicio anterior, calculamos los puntos de interseccién:

_ .3 2

=x° -2z 4+

{y = 21=0, z2=2
y=z

Como las dos gréficas se cortan solamente en dos puntos, para calcular el drea comprendida entre las dos, basta calcular la
integral de la diferencia, o sea,

2 2 4 232 1 4
/(13—212+z—z)dm:/(13—2332)dm: r_ :4——6:—7
0 0 4 3 1o 3 3

4

y la superficie encerrada por la curva y la tangente es igual a 3.

AMAA



Tema 5

Matrices y determinantes

5.1. Matrices

Una matriz de orden m x n es un conjunto de m - n nimeros ordenados en m filas y n columnas. Por
ejemplo,

es una matriz de orden 3 x 5.

Una matriz cualquiera de orden m X n se escribird de la siguiente forma:

ailr a2 Q1n
21 A22 a2n,
am1l am2 - Amn

donde cada elemento de la matriz se ha senalado mediante dos subindices, el primero que indica la fila y
el segundo que indica la columna correspondiente al elemento. En lo que sigue, nombraremos a las filas
de la matriz como Fp, Fs, etc, y a las columnas C7, Cs, etc.

La traspuesta de una matriz A es una matriz A* que se obtiene cambiando filas por columnas. Asi, la
primera fila de la matriz A? es la primera columna de la matriz A, la segunda fila de A es la segunda
columna de A, etc.

1 3
A= Lo 2 — A'=[(0 2
3 2 -1 9 _1

La traspuesta de una matriz de orden m X n es una matriz de orden n x m.

Algunas matrices, bien por su forma o por la distribucién de sus elementos reciben nombres especiales.
Veamos algunas de ellas:

¢ Si una matriz tiene una sola fila se llama matriz o vector fila. Si tiene una sola columna, se
llama matriz o vector columna. Por ejemplo

1
A=(1 2 3) B=|2
3

La primera es una matriz fila y la segunda una matriz columna.

o7
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La traspuesta de una matriz fila es una matriz columna y viceversa. En el ejemplo anterior, A y
B son traspuestas una de la otra.

¢ Una matriz que tiene el mismo ntumero de filas que de columnas se llama cuadrada. En este caso,
el nimero de filas y columnas es el orden de la matriz. Por ejemplo

1 -1 2
0 2 1
2 -1 3

es una matriz cuadrada de orden 3.

En el caso de matrices cuadradas, los elementos ai1, asa, ass, etc. forman la diagonal principal
de la matriz.

Si la matriz A es cuadrada, A! es una matriz cuadrada del mismo orden.

¢ Si los elementos por encima o por debajo de la diagonal principal de la matriz son ceros, la matriz
se llama triangular. Por ejemplo

1 00

A=12 3 0
-1 4 3

es una matriz triangular.

¢ Si los elementos de la matriz se distribuyen simétricamente respecto a la diagonal, esto es, si
ai; = aj;, la matriz se llama simétrica. Si a;; = —a;;, la matriz es antisimétrica. En este tltimo
caso, todos los elementos de la diagonal son ceros. Por ejemplo en:

1 2 -2 0 2 -2
B=|2 3 -1|, o¢c=(-2 0 -1],
—2 -1 3 2 1 0

B es simétrica y C antisimétrica. Una matriz simétrica coincide con su traspuesta.

5.2. QOperaciones con matrices

En el conjunto de las matrices, estdn definidas las siguientes operaciones:

¢ Suma. La suma de matrices del mismo orden se efectia sumando sus elementos término a término.
Por ejemplo:

—134+2—5—371—21
2 -6 3 6 4 1) \8 -2 4

Dos matrices que no sean del mismo orden no pueden sumarse.

La suma de matrices tiene las mismas propiedades que la suma de ntimeros: es asociativa, tiene
elemento neutro (cero), cada elemento tiene un opuesto y, finalmente, es conmutativa. La matriz
cero es la que tiene todos sus elementos iguales a cero. Podemos decir que el conjunto de matrices
m X n con la operacién suma forman un grupo conmutativo o abeliano.

¢ Producto por nimeros. El producto de una matriz por un nimero se obtiene multiplicando
por ese nimero todos los elementos de la matriz. Por ejemplo

1 2 =2 3 6 —6
3-1 2 3 —-1]=|6 9 =3
-2 -1 3 -6 -3 9

Con respecto a la suma y la multiplicaciéon por niimeros, las matrices tienen las mismas propiedades
que los vectores, forman un espacio vectorial.
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¢ Producto de matrices. El producto de dos matrices A y B se define para el caso de que el
numero de columnas de la primera matriz sea igual al nimero de filas de la segunda. Si A es una
matriz m X n y B es una matriz n X p, el producto AB es una matriz m X p.

El elemento c¢;; de esta matriz, es decir, el correspondiente a la fila i-ésima y a la columna j-ésima
se obtiene multiplicando ordenadamente los elementos de la fila i-ésima de la matriz A por los de
la columna j-ésima de la matriz B y sumando estos productos:

Cij = aibij + aiobaj + - + ainbn,
Ejercicio 25. Calcular el producto de las matrices:

1 -1 2 -2 1 5
A=(-2 1 3); B=[3 -4 2
-1 3 1 -1 5 -2

Los elementos de la matriz producto C = AB se obtienen multiplicando las filas de la matriz A por las columnas
de la matriz B del modo explicado en el parrafo anterior. Asi se obtiene:

c11=1-(-2)+(-1)-3+2-(-1)=7 ci2=1-14(-1)-(-4)+2-5=15
c13=1-54+(-1)-24+2-(-2)=-1 c1=(-2)-(-2)+1-3+3-(-1)=4
cp2=(—2)-14+1-(—4)+3-5=9 ca3=(-2)-54+1-24+3-(-2)=-14
c31=(-1)-(-2)+3-3+1-(-1)=10 cz2=(-1)-143-(—4)+1-5=-8
33 =(—1)-54+3-2+1-8—-2)=—1

de modo que:

1 -1 2 -2 1 5 -7 15 -1
AB=(-2 1 3|-(3 —4 2|=|4 9 -14
-1 3 1 -1 5 -2 10 -8 -1
LT

El producto de matrices no tiene la propiedad conmutativa. En el caso de que A y B no sean
matrices cuadradas, es posible que exista el producto AB y no exista el producto BA. Por ejemplo,

sean:
1 2 -1 3 -2
= &) =4 F)

El producto AB no existe porque la matriz A tiene 3 columnas y la matriz B solamente tiene
dos filas. Sin embargo, si existe el producto BA pues el nimero de columnas de la matriz B y el
nimero de filas de la matriz A son ambos iguales a 2.

Si A y B son matrices cuadradas del mismo orden, ambos productos existen aunque en general,
no son iguales, esto es, tampoco en este caso el producto de matrices es conmutativo. Por ejemplo:

GG -Gy
(43)G D=6 o)

La matriz unidad de orden n es una matriz I tal que para cualquier matriz cuadrada A del
mismo orden cumple que:

Al =1A=A

Esta matriz es:

10 0
e
0 0 1

La inversa de una matriz cuadrada A es otra matriz A~! de la misma dimensién que cumple
que su producto por A por la izquierda o por la derecha es igual a la matriz unidad I:

AAT =A"1A=1
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La matriz inversa puede servir para despejar la matriz incégnita en una ecuacién matricial. Por

ejemplo:
AX =B Multiplicando por la matriz inversa
A7'AX =A"'B Teniendo en cuenta que A™1A =1
IX=A"'B Y puesto que IX = X
X=A'B

El producto de metrices cuadradas de orden n cumple la propiedad asociativa y tiene elemento
neutro. Sin embargo, no todas las matrices tienen inversa y, como consecuencia, no forman un
grupo multiplicativo. Para ver qué condiciones debe cumplir una matriz cuadrada para que exista
su inversa, se deben entender previamente los conceptos de dependencia e independencia lineal.

5.3. Rango de una matriz
Una fila de una matriz F} es combinacién lineal de otra fila F; si es igual a ésta multiplicada por un
nimero:

F combinacién lineal de Fy <= F| = af

Por ejemplo en la matriz:

1 2 -1 =2
2 4 -2 -4
0 0 O 0

la segunda fila es combinaciéon lineal de la primera, puesto que es igual a la primera multiplicada por
2 (Fy = 2Fy). También la tercera es combinacién lineal de cualquiera de las otras puesto que se puede
obtener a partir de ellas multiplicindolas por cero. En general, una fila de ceros es combinacién lineal de
cualquier otra fila.

De forma similar, F; es combinacién lineal de Fy y F3 si se pueden encontrar dos numeros o y 8 de
tal forma que se cumpla que F) = aFs + SF3. Estas definiciones se extienden sin dificultad a cualquier
numero de filas o columnas. Por ejemplo en:

1
4
7

co Ut N
O O W

la tercera fila es combinacion lineal de las dos primeras puesto que F3 = 2F5 — F7.

En general, la fila F' es combinacién lineal de las filas Fy, Fy, - -, F}, si pueden encontrarse niimeros «;,
g, -+, Oy, de tal forma que se cumpla:

F:a1F1+a2F2+"'+anFn

Las filas (o columnas) de una matriz son linealmente independientes si ninguna de ellas es combinacién
lineal de las restantes. En caso contrario, se dice que son dependientes. Por ejemplo, en las matrices:

<_12_3> (123) igg
-3 6 -9 0 0 0 7 8 9

las filas son dependientes porque, segin hemos visto, hay filas combinacion lineal de otras.

El nimero de filas independientes en una matriz es el mismo que el de columnas independientes. Este
namero se llama rango de la matriz.
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Una matriz se llama escalonada si cada fila tiene un cero en la misma posicién que la anterior y alguno
mas. En una matriz escalonada, las filas con elementos distintos de cero son linealmente independientes.
Por ejemplo, en

1 3 =2
0 2 4
00 3
La fila F5 no puede ser combinacién lineal de la F3 porque no se puede obtener 2 multiplicando 0 por
un nimero. Las filas Fy y F3 son, entonces, linealmente independientes. Adem4s, la fila F; no puede ser

combinacion lineal de las filas F» y F3 porque no puede obtenerse 1 multiplicando por nimeros los ceros
de la primera columna. De esta forma, las tres filas son independientes.

Las siguientes transformaciones no cambian el rango de una matriz:
¢ Cambiar de orden filas o columnas.
¢ Suprimir las filas o columnas combinacién lineal de las restantes.
o Multiplicar filas o columnas por nimeros distintos de cero.

¢ Sumar a una fila o columna otra multiplicada por un niimero o, en general, una combinacién lineal
de las restantes.

Un método para calcular el rango de una matriz consiste en aplicar estas propiedades para transformar
la matriz en una escalonada como se ve en el siguiente ejemplo.

Ejercicio 26. Calcular el rango de la siguiente matriz:

1 -1 1 -1 2
2 1 0o -1 2
3 3 -1 -1 2
-4 -2 0 2 -4

La quinta columna es igual a la cuarta multiplicada por —2 de forma que puede suprimirse sin cambiar el rango:

1 -1 1 -1 1 -1 1 -1

1 0 —1| mom+r 2 1 0 -1
3 3 -1 -1 = Tamse | 4 9 g 2
4 -2 0 2 4 —2 0 2

rango A = rango

La cuarta fila es igual a la tercera multiplicada por —1 de forma que la podemos suprimir. Como F3 = 2F> suprimimos
también la tercera fila:

-l 1 -1 1 -1
rango A=rango (2 1 0 —1| =rango (2 1 0 _1) =2
4 2 0 =2

AdAA

Otro método para calcular el rango se basa en el concepto de determinante que estudiamos en la secciéon
siguiente.

5.4. Determinante de una matriz

El determinante de una matriz cuadrada es un nimero que se calcula a partir de los elementos de
la matriz y que tiene la propiedad de que se anula si y solo si las filas de la matriz son linealmente
dependientes. El determinante de la matriz A se representa por |A|.

En e caso mas sencillo de las matrices 2 x 2 el determinante es:

ailp a2

= 11022 — 12021
a1 a2
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El célculo de los determinantes de orden 3 es un poco mas complicado:

a1 a2 ais
a1 Q22 (23| = Q11022033 + G12023031 + A13021032 — 413022031 — (12021033 — 011023032
az1 asz ass

férmula que puede recordarse con ayuda de la regla de Sarrus: se escriben bajo el determinante las
dos primeras filas, se suman con su signo los productos de los elementos de la diagonal principal y sus
paralelas y se cambia el signo de los productos de los elementos de la otra diagonal y sus paralelas.

Ejercicio 27. Calcular el determinante:

1 2 -1
A=1|3 =2 1
2 -3 5
Escribimos
1 2 -1
3 -2 1
2 -3 5 |=1-(-2)-54+3-(-3)-(-1)+2-2-1—(-1)-(-2)-2—1-(-3)-1—-5-2-3
1 2 -1
3 -2 1
=-104+9+4-4+3-30
= —-28
AMAAL

Para calcular determinantes de orden superior al tercero, necesitamos definir previamente el adjunto de
un elemento.

El menor complementario de un elemento es el determinante que resulta de suprimir la fila y columna
correspondiente al elemento. El adjunto es el menor complementario con signo més o menos dependiendo
de que la suma de sus subindices sea par o impar. El adjunto del elemento a;; se representa por A;;. Por
ejemplo en

1 2 -1
A=13 -2 1
2 -3 5
-2 1 3 1 3 -2
T T
2 -1 1 -1 1 2
A”:_‘—za 5‘:_7 A”:‘z 5':7 A23:_‘2 —3‘_7
2 -1 1 -1 1 2
ASI‘_Q 1‘0 A32’3 1‘4 A33‘3 _2‘8

Este concepto es importante porque permite obtener un determinante de orden cualquiera calculando
determinantes de orden inferior. Ello es posible porque se cumple la propiedad siguiente:

Propiedad. El determinante de una matriz es igual a la suma de los productos de los elementos de una
linea (fila o columna) por los adjuntos correspondientes. As{ por ejemplo, puede obtenerse un determinante
de orden 4 calculando cuatro determinantes de orden 3 (los adjuntos de una linea cualquiera):

a11 aiz2 @13 ai4
@21 A22 Aa23 A24
=a11411 + a12412 + a13413 + a14A14
aszr a3z aszz ass
41 Q42 Q43 G44
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Este modo de calcular un determinante se suele llamar desarrollar por los elementos de una linea.

En el ejemplo anterior podria calcularse el determinante desarrollando por ejemplo por la primera co-
lumna:
1 2 -1
A=13 =2 1|=1-(-+3-(-7)+2-0=-28
2 -3 5

El mismo resultado se obtiene desarrollando por la segunda fila:

5.5.

1.

2.

12 -1
A=1[3 =2 1|=3-(-7)7—2-7T+1-7=-28
2 -3 5
Propiedades de los determinantes

Transformaciones de los determinantes

¢ Si se intercambian filas y columnas el determinante no varfa. Otra manera de expresar esta

propiedad es decir que el determinante de una matriz cuadrada es igual al de su traspuesta.

Si se intercambian dos filas o dos columnas, el determinante no cambia de valor absoluto pero
si de signo.

Si se multiplica una fila por un numero, el determinante queda multiplicado por ese niimero.
Si a una fila se le suma otra multiplicada por un nimero, el determinante no varia. Tampoco

cambia si a una fila se le suma una combinacion lineal de las restantes.

Factor comun. Otra forma de expresar una de las transformaciones anteriores es la siguiente:
puede sacarse factor comun de las filas o columnas fuera del determinante.

Qajlp Qa2 @ais a1 ai2 a3
a21 a22 G23 | = (x|A21 G22 @23
as as2 ass as azz2 as3
Propiedad distributiva:
air +bir a2 +bi2 a3+ bis ai1 G2 a13 bir bz b3
a2 a22 a23 = |a21 a22 a3+ |a21 a2 a23
as as2 as3 az azz2 ass az azz2 ass

. Determinantes y dependencia lineal. En general, un determinante es cero si sus filas (o co-

lumnas) son linealmente dependientes y es distinto de cero si sus filas (o columnas) son linealmente
independientes. De aqui se deduce que, en particular, un determinante serd cero:

¢ Si tiene una fila o una columna de ceros.

¢ Si tiene dos filas o columnas iguales.

¢ Si tiene dos filas o columnas proporcionales.

¢ Si una fila o columna es combinacidn lineal de las restantes.

El hecho de que un determinante sea cero si sus filas son linealmente dependientes y distinto de
cero si son linealmente independientes, proporciona un método de calcular el rango de una matriz
mediante determinantes: el rango de una matriz es el orden del determinante mas grande que puede
formarse con las filas y columnas de la matriz.

Si dos filas son dependientes, todos los determinantes de orden 2 que se pueden formar con ellas
deben ser iguales a cero. Si tres filas son dependientes deberdn ser iguales a cero todos los deter-
minantes de orden 3 que pueden formarse con ellas. Esta propiedad puede aplicarse también a un
ntumero cualquiera de filas.
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5. Adjuntos y determinantes: la suma de los productos de los elementos de una fila por los adjuntos
de otra es igual a cero.

Como se dijo anteriormente, el determinante de una matriz cuadrada puede obtenerse multiplicando
los elementos de una linea por los adjuntos correspondientes:

a1 ai2 a3
as  az  aGo3| = a11Ai1 + a2di2 + aizAis
asy az2 ass

Si ahora sustituimos los elementos de la primera fila por los de la segunda resulta:

Q21 Q22 Aa23
a1 aza a3 = ag1Ai1 + azeAiz + azzAiz
asy azz ass
que es igual a cero porque el determinante tiene dos filas iguales.

Por ejemplo,si en

1 2 -1
A=1|3 -2 1
2 -3 5

se multiplican los elementos de la primera fila por los adjuntos de la segunda resulta (los adjuntos
de esta matriz se han calculado en la seccién anterior:

1-(=7)+2-7—1-7=0

6. Determinante del producto de matrices. El determinante del producto de dos matrices
cuadradas es igual al producto de sus determinantes:

|AB| = |A]|B|

5.6. Matriz inversa

Como se explicé anteriormente, la inversa de una matriz cuadrada A es una matriz A~! que cumple
que

AAT =A"TA=1T

Sobre la existencia de la matriz inversa se cumple el siguiente teorema:

Teorema 22. La condicion necesaria y suficiente para que exista la inversa de la matriz A es que el
determinante de A sea distinto de cero:

Al #0 <« 347!

En efecto, si existe A~! debe cumplirse que

[AlAT =T1=1 = [A]#0

Por otra parte, si |A] # 0 definimos la matriz adjunta de A como la matriz que resulta de sustituir
cada elemento de esa matriz por su adjunto:

Ay A Ass
adj A= | Aar Asx A3
Az Azz Ass
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La matriz inversa de A puede calcularse obteniendo la matriz adjunta de la traspuesta de A dividida por

|Al:

1

A=
A

adj A

Para comprobarlo basta hacer el producto y aplicar las propiedades que se han visto anteriormente del
desarrollo del determinante por los elementos de una linea:

a1l aiz a13 Ay Ag
A-adjA' = (a2 a2 ass Az Agxp
a3y asz Ga33 Az Ags
de forma que
1
—adjAt =1
|A]

Ejercicio 28. Calcular la inversa de la matriz:

3 -1 5
A=|4 -3 7
6 0 =3

Se calcula en primer lugar el determinante de la matriz:

3 -1 5
|Aj=]4 -3 7|=63
6 0 -3

Az A 0 0
A | =0 14 o
Ass 0 0 [4]

Puesto que el determinante es distinto de cero existe la inversa de la matriz A. Calculamos adj A y trasponemos:

9 54 18 9
adjA=[-3 -39 -6 adj A* = [ 54
8 -1 -5 18

Dividiendo ahora por |A| se obtiene la matriz inversa:

1 (9 -3 8
A7l=— (54 -39 -1
63\18 -6 -5

ANAA

-3 8
-39 -1
-6 =5
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Tema 6

Sistemas de ecuaciones

6.1. Definiciones

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas es un conjunto de expresiones de la forma:

a11T1 + a12T2 + - + A1 Ty =
2121 + Q22%2 + -+ A2pTy = C2
am1T1 + AmaZ2 + -+ AGupTn = C;m

que puede escribirse en forma matricial como:

a11 a2 -+ Qln x1 C1
a21 G2z -+ Q2pn T2 C2
Am1 Am2 tee Amn Tn Cm

y en forma abreviada como:

AX=C
Los ay1, a1, -+, son nimeros que se suponen conocidos y forman la matriz A que se llama matriz de
coeficientes; x1, o, ..., T,, son las incégnitas y los c¢1, ¢a, ..., son los términos independientes. Las

matrices X y C se llaman matriz de incégnitas y matriz de términos independientes respectivamente.

Si a la matriz de coeficientes se le anade una columna con los términos independientes, se obtiene una
nueva matriz que se llama matriz ampliada del sistema:

ail a2 - A1n C1
A a21 a2 -+ G2p  C2
aml Am2 - Omn Cm

Ejercicio 29. Escribir el sistema

T -y 4+ 5z = 2
—2x + 3y — =z =T
Tx -y + 3z = 5

en forma matricial. Escribir la matriz ampliada del sistema.
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En forma matricial el sistema es:
1 -1 5 T 2
-2 3 -1 yl =17
7 -1 3 T 5

La matriz de coeficientes y la matriz ampliada son:

1 -1 5 1 -1 5 2
A=|-2 3 -1, A*=[-2 3 -1 7
7 -1 3 7 -1 3 5

AdAA

Una solucién esta formada por n niimeros que sustituidos en lugar de las incégnitas hacen que se cumplan
las igualdades. Cuando un sistema admite alguna solucién se llama compatible; en caso contrario, se
llama incompatible. Si la solucién es tnica el sistema es compatible determinado; si admite infinitas
soluciones es compatible indeterminado.

Si dos sistemas tienen las mismas soluciones se llaman equivalentes. Las siguientes transformaciones no
cambian las soluciones de un sistema (lo transforman en otro equivalente):
¢ Cambiar el orden de las ecuaciones (intercambiar filas en la matriz ampliada)

o Multiplicar los dos miembros de una ecuacién por el mismo numero distinto de cero (multiplicar
por un numero distinto de cero una fila de la matriz ampliada)

¢ Sumar a una ecuacién otra multiplicada por un ntimero o, en general, sumar a una ecuaciéon una
combinacién lineal de las restantes (sumar a una fila de la matriz ampliada otra fila multiplicada
por un nuimero)

© Suprimir cualquier ecuacién que sea combinacién lineal de las restantes (suprimir las filas de la

matriz ampliada que sean combinacién lineal de las restantes)

La aplicacion sistematica de estas transformaciones para resolver el sistema, transformando la matriz de
coeficientes en una de tipo escalonado, se llama método de Gauss.

EjeI‘CiCiO 30. Resolver el sistema del ejercicio 29 por el método de Gauss.

Basta aplicar transformaciones a la matriz ampliada hasta transformarla en una matriz escalonada:

Lot 5 2\ pmer (L7 8 2 mnmrm (VT 2 2N mper
—2 3 -1 7|TiTn 19 n| 7RI e 1 9 1] BTRTE
7T -1 3 5 7T -1 3 5 0 6 =32 -9
1 -1 5 2
0 1 9 11
0 0 —86 —75

» 34 271 75

que conduce a la soluciéon x = —, y=—, z=
43 86 86

AANAA

6.2. Regla de Cramer

Se llaman sistemas de Cramer aquellos que tienen el mismo nimero de ecuaciones que de incognitas,
y el determinante de la matriz de coeficientes es distinto de cero.

Estos sistemas son siempre compatibles y tienen una sola solucién (son determinados). En efecto, si la
matriz de coeficientes A tiene un determinante distinto de cero, existe la matriz inversa A~'. Sea el
sistema en forma matricial:

AX =C
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multiplicando por la izquierda por la inversa de la matriz A:
A A=A""C=X=4"'C
y ésta es la tinica solucién.

Si, por ejemplo, tenemos un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:

ail a2 ais x 1
a21 ag22 G23 Yyl =1¢2
a31 asz a33 z C3

Despejando la matriz de incégnitas:
-1

x a1 a2 ais C1 1 Ann A Az C1
Yyl = |a21 a22 az3 C2 ] = m Az Aa A32 C2
z a3y asz as3 C3 Az Azz Ass C3

Para la primera incégnita x se obtiene:
_ Ana + Asico + Asics
Tr =
4]
En el numerador tenemos la suma de los productos de los términos independientes por los adjuntos de la

primera columna. Podemos escribir esta expresién como un determinante de forma que resulta m s facil
de recordar:

¢ a a

o Ajrer + Agrca + Azies 1 Cl a12 a13

= = =7 |C2 a2 a3

A A
4] 4] C3 azz2 as3
De forma similar obtendriamos para y y z:

1 |%11 €1 a1 1 |®11 G231
Y= m az1 C2  az23 z = m ag1 G2 C2
a3z1 €3 as3 a3z1 agz C3

Aunque este resultado lo hemos obtenido para un sistema de tres ecuaciones y tres incoégnitas, puede
extenderse con facilidad a cualquier sistema de Cramer. En conclusién tenemos:

Teorema 23 (Regla de Cramer). En un sistema de Cramer, una incdgnita se puede despejar como
el cociente de dos determinantes; el denominador es el determinante de la matriz de coeficientes y el
numerador es el determinante de esta misma matriz, sustituyendo los coeficientes de la incégnita que se
quiere despejar por los términos independientes.

Ejercicio 31. Resolver el sistema:

2 — by + 2z = =3
- 4y + 2z = 0
3r — 2y — 3z = -—11
se calcula en primer lugar, el determinante de la matriz de coeficientes:
2 =5 2
0 -4 2|=26
3 —2 -3
Ahora, aplicando la Regla de Cramer:
-3 -5 2
1 — 110 — —12
=210 4 9| 36 + 110 — 88
26|_17 _9 _3 26
2 =3 2
1 —18+ 44
y=-—10 0 9 | =184
2613 _11 _3 26
2 -5 -3
1 88 — 36
z=—|0 —4 0 |= =2
2613 _9 _11 26

ANAA
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6.3. Teorema de Rouché

Teorema 24 (Teorema de Rouché). La condicidn necesaria y suficiente para que un sistema sea compa-
tible es que el rango de la matriz de coeficientes sea igual al rango de la matriz ampliada:

AX = C compatible <=  rango A= rango A*
Puesto que la matriz ampliada A* se forma anadiendo a la matriz A una columna con los términos inde-

pendientes, el hecho de que los rangos sean iguales quiere decir que la columna de términos independientes
es combinacién lineal de las columnas de la matriz A.

Si este rango es igual al niimero de incognitas, el sistema es compatible determinado, si es menor es
compatible indeterminado.

Para demostrar este teorema escribamos el sistema

1171 + a12T2 + -+ A1y = C1
2171 + Q22T + -+ -+ A2p Ty, = C2
Am121 + Gm2T2 + - + AmpTy = Cnp

en la forma equivalente:

a11 a12 A1n C1
a1 @22 A2n C2
x1 . + z2 . +o Tty . =
Am1 Am2 Amn Cm
= Supongamos que el sistema es compatible. En ese caso existen n numeros aj, ag, -+, g, que

sustituidos en lugar de las incognitas verifican el sistema. Entonces:

a1l a12 A1n C1

a21 a22 a2n C2
ar| . | Foa| L | Feedan | =

am1 Am2 Amn Cm

De esta igualdad se deduce que la columna de términos independientes es combinacién lineal de las
restantes y que al afiadirla a la matriz A no se ha anadido ninguna columna independiente y por
tanto rango A = rango A*.

< Supongamos ahora que las dos matrices A y A* tienen el mismo rango. Entonces la columna de
términos independientes debe ser combinacién de las demds de forma que existen n ntimeros aq,

Qas, -, Qy, que cumplen
aii a2 QA1n C1
a21 a22 Q2p, C2
ar| . | Foa| L | Feedan | =
am1 Am?2 Amn Cm
Pero si se cumple esto, (a1, a9, - ,a,) es una solucién del sistema y éste es compatible.

Como consecuencia del teorema de Rouché, si n es el nimero de incognitas, pueden darse los siguientes
casos:

o rango A = rango A*: sistema compatible:
— rango = n: determinado

— rango < n: indeterminado

¢ rango A = rango A* — 1: sistema incompatible.
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6.4. Sistemas homogéneos

Los sistemas homogéneos son aquéllos en que los términos independientes de todas las ecuaciones son
iguales a cero. Un sistema homogéneo tiene la forma:

a11r1 +appxa + - +apr, = 0
a2171 + agex2 + -+ agpr, = 0
Am1%1 + AmaZ2 + -+ GpnTn = 0

que en forma matricial puede escribirse AX = 0, donde 0 representa una matriz columna de ceros.

Los sistemas homogéneos son siempre compatibles pues siempre admiten la solucién x; = 0, z5 =0, ...,
z, = 0 que se llama solucién trivial. Para que existan soluciones distintas de la trivial debe verificarse
que el rango de la matriz de coeficientes sea menor que el nimero de incégnitas. de esta forma el sistema
ser indeterminado y tendrd més soluciones.

Las soluciones de un sistema homogéneo cumplen las siguientes propiedades:

¢ Si Xy es una solucién, también lo es Xy siendo a un nimero cualquiera.

¢ Si X7 y X2 son soluciones, también lo es X7 + Xo.

Un caso particularmente importante se sistema homogéneo es el formado por dos ecuaciones indepen-
dientes con tres incégnitas:

anr+apytazz = 0
ag1r +azytayz = 0

Una solucién particular de este sistema es:

ailr a2
az; a2

ais aii
az3 a21

a12 Aai13
a22 A23

xTr = = =

estos ntimeros son solucién del sistema porque, sustituyendo por ejemplo en la primera ecuacion resulta:
aip a2 a3

=la11 a2 a3 =0
az1 Q22 423

a1l a2
a21 Aa22

a1z ail
a23 a21

a1z a3
Q22 A23

ail +a +a

Este ultimo determinante es cero porque tiene dos filas iguales. De la misma forma se comprueba que
también se cumple la segunda ecuacién.

De las propiedades de los sistemas homogéneos se desprende que la solucién general es:

ail az
a1 a2

a1z ai
a3 A21

a12 a3
a2 A23

rT=A =\

en donde A es un nimero cualquiera. Este procedimiento de resolucion del sistema se extiende sin dificultad
a cualquier sistema homogéneo de n ecuaciones independientes con n + 1 incégnitas.

Ejercicio 32. Resolver el sistema:

3x — 2y +5z =0

6x+T7y— =z =0
Una solucion de este sistema es:
-2 5 5 3 3 -2
7 T VT o6 6 7
La solucién general del sistema es el producto de una solucién particular no trivial multiplicada por un par metro A:

r = —33\ y = 33\ z =33\
Puesto que al multiplicar soluciones de un sistema homogéneo por niimeros se obtienen nuevas soluciones, podemos dividir
la solucién general por 33 y obtenemos:

r=—-\ y=A z=A
que es la solucién general escrita de una forma maés sencilla.

=33

xr =

ANAA
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6.5. Resolucion del sistema

Para resolver un sistema cualquiera aplicaremos los resultados que hemos obtenido anteriormente. En
general, procederemos de la siguiente forma:

¢ Se calculan los rangos de la matriz de coeficientes y de la matriz ampliada para ver si el sistema es
compatible.

¢ Se busca un determinante en la matriz de coeficientes de orden igual al rango y distinto de cero.

¢ Se suprimen las ecuaciones que queden fuera del determinante puesto que son dependientes de las
otras.

¢ Las incognitas que queden fuera del determinante se pasan al segundo miembro y se las considera
como parametros. El niimero de parametros es la diferencia entre el niimero de incégnitas y el rango
de la matriz.

¢ Se resuelve el sistema resultante (por ejemplo mediante la regla de Cramer).

Ejercicio 33. Resolver el sistema:
2c — 3y — 5z = 7
-3z +4y+ 2z =—-4
—T7r 4+ 8y —15z = 8

En primer lugar veamos si el sistema es compatible. Para ello calculemos en primer ligar el rango de la matriz de coeficientes.
Puesto que

2 -3 =5
-3 4 1 |=-1204+120+21—-140—-16+135=0
-7 8 —15
el rango es menor que 3. Dado que
2 -3
3 4|70

el rango de la matriz de coeficientes es 2. Calculemos ahora el rango de la matriz ampliada. Puesto que la tercera columna
de la matriz de coeficientes es combinacién lineal de las dos primeras (ya que el determinante de esta matriz es cero) se
tiene que:

2 -3 -5 7 2 -3 7
rango [ -3 4 1 —4 ] =rango | -3 4 —4
-7 8 —-15 8 -7 8 8
Calculemos el determinante de esta tltima matriz:
2 =3 7
-3 4 —4/=64—-168—84+4+196+64—-72=0
-7 8 8

Entonces el rango de la matriz ampliada es también 2. El sistema es compatible y solamente tiene 2 ecuaciones indepen-
dientes. El sistema es equivalente a:

20 — 3y — 5z = 7
-3z +4y+ z =-4

Lo resolvemos pasando la incégnita z al segundo miembro
20 — 3y = 7+ 5z
—3r+4y =—4— =z

y resolviendo por la regla de Cramer:

7+5z -3
—4 -z 4 2 20z — 12 — 1 1
v _ 8+ 20z 3z: 6 + 7Z:7172716
2 -3 8—9 -1
-3 4
2 7452
-3 —4-=z -8 -2 21415 13+ 13
= - 2l loe 15+ 152 44 3
2 -3 8—9 -1
-3 4

Llamando z = )\, se pueden expresar todas las soluciones como (—17X — 16, =13\ — 13, \).

ANAA
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Geometria en el espacio

7.1. Coordenadas de un vector

En el conjunto de los vectores libres del espacio el concepto de dependencia lineal tiene una interpretacion
geométrica sencilla. Dos vectores son dependientes o uno de ellos es combinacién lineal del otro si pueden
ser representados sobre la misma recta. Tres vectores son dependientes si pueden ser representados en el
mismo plano.

Supongamos tres vectores independientes (es decir, no coplanarios) €7, €3 y €3. Vamos a ver que cualquier
otro vector ¥ puede escribirse como combinacion lineal de estos tres vectores.

Z€3

<L

Figura 7.1: Coordenadas de un vector

En efecto de la figura se desprende que:
U= xé] + yes + z€3

y por consiguiente ¢/ es combinacién lineal de €7, €5 y €3. El nimero maximo de vectores libres indepen-
dientes es 3 y por eso se dice que el espacio es tridimensional. Un conjunto {€7, €3, €3} formado por tres
vectores independientes es una base del conjunto de vectores libres del espacio. Los nimeros (z,y, z) que
permiten expresar un vector ¥ como combinacién lineal de los vectores de la base se llaman coordenadas
de ¥ en la base {€1, é3,€3}.

Las operaciones de suma de vectores y de producto de vectores por nimeros resultan muy sencillas cuando
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los vectores se representan por medio de sus coordenadas. Asi

U = u1€] + U€a + uUz€3
/l_)):

V1€] + v2€3 + U3€3 } = AT F )l + (w4 02)8 + (s + Us)Es

de forma que la suma de dos vectores tiene como coordenadas la suma de las coordenadas de ambos
vectores.

De forma similar si @ tiene como coordenadas (u1, us, u3), el vector A% tiene coordenadas (Auy, Ausa, Aug).

Ejercicio 34. Dados los vectores (3, m,5) y #(6,4,m — 3) calcular el valor que tiene que tomar m para que los dos
vectores tengan la misma direccién.

Si dos vectores 4 y ¥(v1,v2,v3) tienen la misma direccién son linealmente dependientes, es decir, debe cumplirse que

up = vy
- — u1 u2 us
U=X = (u1,u2,u3) = A(vi,v2,v3) = uz = A\v2 - — ===
uz = A\vs vioov2 w3

en donde la dltima igualdad es valida unicamente en el caso de que vi, v2 y v3 sean distintos de cero. En caso de que
algin denominador sea cero, el numerador también debe serlo. En conclusién, dos vectores tienen la misma direccién si sus
coordenadas son proporcionales.

Aplicando este resultado a los vectores del problema resulta:
3 m 5
i = —-=-—=

6 4 m—3

La igualdad entre la primera fraccién y la segunda produce:

3 m
C=r = 6fm=12 = m=2
6 4
y la igualdad entre la primera y la tercera:
3 5
—=— = 3IMm-9=30 — m=13
6 m-—3

Como deben cumplirse ambas igualdades, el problema no tiene solucién.

AMAA

7.2. Producto escalar. Base ortonormal
El producto escalar de dos vectores es igual al producto de sus médulos por el coseno del angulo que
forman:
- U = |U]|V] cos
donde « es el dngulo que forman los dos vectores.

El producto escalar puede definirse también como el producto del médulo de uno de los vectores por la
proyeccién de otro sobre él (ver figura 7.2:

A —
@7 =|d| |7]cos O = ||| OA|

Muchas veces se utiliza el producto escalar para calcular el angulo que forman dos vectores. En este caso,
despejando el angulo en la definicién anterior se obtiene:

)
<y

Cosx =

El médulo de un vector puede obtenerse a partir del producto escalar del vector por si mismo:

=
S

i |_’|

@i = |i||d]cos0 = |i]* = |if*=u-1 =

I
S
S



7.2. PRODUCTO ESCALAR. BASE ORTONORMAL (0]

£l

Figura 7.2: Producto escalar de dos vectores

Ejercicio 35. Demostrar que:

¢ El producto escalar de dos vectores perpendiculares es cero.

¢ El producto escalar de dos vectores co la misma direccién es igual a mas o menos el producto de sus médulos.

Si los vectores son perpendiculares forman un dngulo de 90°. Entonces, puesto que cos 90° = 0 el producto escalar de los
dos vectores es cero.

Si los vectores tienen la misma direccién forman un dngulo de 0° o 180° segun tengan o no el mismo sentido. En el primer
caso, cos0° = 1 y el producto escalar es igual al producto de los médulos. En el segundo caso cos 180° = —1 y el producto
escalar es igual al producto de los mdédulos con signo menos.

AlAA

El producto escalar asi definido tiene las siguientes propiedades:

ow-u>0, @-i=0 = u=0

—

ou-v=70-4

<o
2
<
&
I
—
o]
&
<y

Y=u- -+ 4 W
Si los vectores @ y ¥ estdn dados por sus coordenadas @(uq, us,us) y 9(vi,ve,vs) el producto escalar se
expresa en funcién de las coordenadas de la siguiente formas:
U U= (u161 + ugés + v3€3) - (V161 + V263 + v3€3)
= UV1€] - €] + UgV2€3 - €3 + UZV3E3 - €3
+ (u1ve + ugvy)eq - €3 + (u1vz + uzvi)eq - €3 + (ugv3 + uzva)és - €3
Esta expresion se simplifica si la base es ortonormal. La base {7, 7, k} es ortonormal si estd formada por

vectores ortogonales (es decir que forman un dngulo de 90°) y unitarios (de mddulo 1). En este caso se
verifica que

—

Ti=Jg=k-k=1 7 J=T-k=7k=0

de forma que si las coordenadas de los dos vectores en la base ortonormal son @(ug, ty, 4z) ¥ 0(vg, Uy, Vz)
el producto escalar es igual a:

UV = UgpVy + UyVy + UV,
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El médulo del vector 4 seria

| vﬁ~ﬂ':,/u§+u§+u§

y el angulo de los dos vectores seria:

il

-

Ug Vg + UyVy + ULV,
cos =

TEMA 7. GEOMETRIA EN EL ESPACIO

[l \/ui—l—ug—i—ug\/v%—kvg—kvg

EjeI‘CiCiO 36. Calcular todos los vectores perpendiculares a @(ug, Uy, uz) y & U(vz, vy, v2) donde las coordenadas estan

dadas en una base ortonormal.

Sea el vector W(z,y, z) perpendicular a @ y a ¥. Este vector cumple:

WIUANWLT — W d=0AN0-79=0 — {

Ug T + UyY +uzz2 =0

Ve +vyy +vz2 =0

Este es un sistema homogéneo que, como se sabe por el tema anterior tiene una solucién particular

y la solucién general es wW(Azo, Ayo, A\z0).

En el apartado siguiente veremos que la solucién particular obtenida se llama producto vectorial de los dos vectores.

ANAA

7.3. Producto vectorial

Ug Uz
Dados dos vectores = [ uy | y 0= | vy
Uy Uz
el vector:
x|t Vu|py|us U it Up V|
Uy Uy Uy Vg Uy Uy

Ejercicio 37. Calcular el producto vectorial de los vectore

El producto vectorial es:

en la base ortonormal {7, 7, E} el producto vectorial # x ¥/ es

S U =

713
ixo=7 -2 o|=22 %lep [t Hip |l 3lE=ovyai46k
E 1 1 1 —1 1 3 -2 0

AdAA




7.4. PRODUCTO MIXTO

S0
X
Sl

Figura 7.3: Producto vectorial de dos vectores

El producto vectorial tiene las siguientes propiedades:
© U X U es ortogonal a 4y a v.
CUXT=—-UXx1U
o UX (M) =i x U

o UX (V4+ W) =uUxT+dxd

o U x 9] = |d]|v]| sen ¢

7

Basandonos en la primera propiedad, utilizaremos el producto vectorial cada vez que queramos calcular

un vector que sea ortogonal a dos vectores dados.

El producto vectorial tiene también una interesante propiedad geométrica: el mdédulo del producto vec-
torial es igual al area del paralelogramo que tiene como lados los dos vectores. Esto es asi porque la base
del paralelogramo es el médulo de uno de los vectores y la altura es el médulo del otro por el seno del

angulo que forman ambos.

7.4. Producto mixto

—

El producto mixto de tres vectores se representa mediante [u, ¥, W] y es el producto escalar del primero

por el producto vectorial del segundo y el tercero:

[—»—;—;

w, U, W] = - (U X W)

Si las coordenadas de los tres vectores en una base ortonormal son:

Uy Vg Wy
U= |uy |, v=1vy |, W= | wy
Uz Uz W

puede calcularse el producto mixto mediante el siguiente determinante:

Uy
R T % w v w v w

(W, 0,0] =t (Ux W) =ug | ¥ Yidu,| * ZlHu|” Fl=]uy

v, w, Uy Wy vy wy| |

z

De su expresiéon como determinante se deducen estas propiedades del producto mixto:
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o El producto mixto cambia de signo cuando se intercambian dos vectores pero no cambia en una
permutacién circular de los tres vectores.

¢ El producto mixto es cero cuando los tres vectores son linealmente dependientes o lo que es lo
mismo, cuando los tres vectores son coplanarios.

Geométricamente, el médulo del producto mixto es el volumen del paralelepipedo que tiene como aristas
concurrentes los tres vectores o seis veces el volumen del tetraedro que tiene como vértices el origen
comun de los tres vectores y sus tres extremos.

g
—
T
T —

Figura 7.4: Producto mixto de tres vectores

7.5. Sistema de referencia en el espacio

Un sistema de referencia en el espacio estd formado por un punto O llamado origen de coordenadas
y una base del espacio vectorial {77, k}. Las rectas que pasan por el origen y tienen la direccién de
los vectores de la base se llaman ejes de coordenadas.

Z

—

zk

Figura 7.5: Sistema de referencia en el espacio

A cada punto P se le asocia un vector llamado vector de posicién del punto P y es el vector O? que une
el origen de coordenadas con el punto. Por definicion, las coordenadas del punto P son las coordenadas

del vector O? .
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Llamaremos vector E al vector que tiene su origen en el punto A y su extremo en el punto B. Las
coordenadas del vector 1@ pueden calcularse facilmente cuando se conocen las coordenadas de los puntos
Ay B. En efecto, de la figura 7.6 se deduce que:

oA+ AB-0B — iB-0B- 0l

A

A (xlv Y1, Zl)

]

AB

Sy

Y

=y
)

// B (2, ya, 22)
X

Figura 7.6: Vector definido por dos puntos

—
y, puesto que las coordenadas de O? y OA son iguales que las coordenadas de los puntos B y A, resulta
que las coordenadas del vector 1@ pueden obtenerse restando las coordenadas del extremo B menos las
coordenadas del origen del vector A.

Ejercicio 38. Dados los puntos A(x1,y1,21) y B(x2,y2, z2) calcular las coordenadas del punto medio del segmento AB.

Sea M(z,y, z) el punto medio del segmento.

Az, 91, 21) M(z,y,2) B(za,y2,22)

y
T

Dado que zﬁ = ZW resulta:

T — IT1 Tr—T1
AB — 2AM = (yz—m):?(y—yl)

z9 — 21 z—2z1

y2 —y1 = 2(y — y1)
2o — 21 =2(z — z1)

{ CEQ—Z‘1=2(I—JH)

xo +x1 = 22
= y2+y1 =2y
2o+ 21 =2z
y de aqui se obtiene:
_z1t+ @2 _ Y1 +y2 - z1 + 22
2 2 2

ANAA

7.6. Ecuacidn del plano

Asi como a los puntos se les asocian sus coordenadas en un determinado sistema de referencia, a los
planos y las rectas se les pueden hacer corresponder ecuaciones o sistemas de ecuaciones. Estas ecuaciones
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o sistemas son la condicién que tienen que cumplir las coordenadas de un punto para estar contenido en
un plano o una recta.

Ejercicio 39. Sabiendo que la ecuacién z — 5y — 3z + 1 = 0 representa un plano y el sistema
r+y+2—-1=0
bx —4dy+2z+1=0

representa una recta:
¢ Determinar si el punto P(3,2, —4) estd contenido en el plano o en la recta.

¢ Calcular el punto de interseccién (si existe) de la recta y el plano.
El punto P no estd contenido en el plano porque sus coordenadas no cumplen la ecuacién del plano:
3-5-2-3-(—4)=3-10+12=1+#£0
Sin embargo, si que estd contenido en la recta puesto que:
3424 (—4)—1=0
5-3-4-2+2-(-4)+1=15-8-8+1=0

El punto de interseccién de la recta y el plano debe cumplir tanto la ecuacién como el sistema puesto que estd contenido
en el plano y en la recta. Por consiguiente debe verificar las tres ecuaciones:
r—5y—324+1=0
z+y+2z2—-1=0
br —4y+2z+1=0

La solucién de este sistema es (1,1, —1). Estas son las coordenadas del punto de interseccién. Si el sistema hubiese resultado
incompatible, querria decir que no habria puntos de interseccién, esto es, que la recta seria paralela al plano.

AdAA

Si

2
=

Figura 7.7: Ecuacién del plano

Un plano puede quedar definido mediante un punto P y un vector 7 perpendicular al plano (vector
normal) o mediante un punto Py dos vectores @ y ¥ paralelos al plano (vectores directores). Obsérvese
que existen infinitos planos que contienen a un punto y son paralelos a un vector por lo que son precisos
dos vectores directores para determinar un plano.

A partir de los vectores directores puede obtenerse un vector normal multiplicindolos vectorialmente.

Ecuaciones vectorial y paramétricas.

Si el punto X pertenece al plano determinado por el punto P y los vectores directores # y ¥, los tres
vectores PX, @ y ¥ son linealmente dependientes, es decir:

PX — sii+t7 —> OX—=OD+si+t
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Esta es la ecuacién vectorial del plano. Si la expresamos en funcién de las coordenadas queda:

T ity Ug Vg
Yyl =1y | +s|uy | +1] vy
z 20 Uy Vy

Ecuacién vectorial que equivale al siguiente sistema:

T = xg + Su, + tv,
Y = Yo + Suy + tuy
z=2zy+ su, + tv,

que se llaman ecuaciones paramétricas del plano.

Ecuacién en forma de determinante.

La dependencia lineal de los vectores P*Xk , Uy U puede expresarse también igualando cero el producto
mixto:

T —Tg Uy Vg
Y=Y Uy Uy = 0
Z—20 Uy U,

que se llama ecuacion del plano en forma de determinante. Aqui, las coordenadas de los tres vectores son
las columnas del determinante.

Ecuacién del plano en forma normal

Desarrollando el determinante anterior por los elementos de la primera columna resulta:

Uy Uy

Uy Uy

Uy Uz
Uy Vg

Uy Uy

Uy Uy (Z‘ B l‘o) +

(Y —vo) + (z—=20) =0

Los determinantes de segundo orden que aparecen en esta ecuacién, son las coordenadas del producto
vectorial & X Uy, por consiguiente, las coordenadas de un vector perpendicular al plano. Llamemos 7 a
este vector y A, By C a sus coordenadas.

La ecuacién del plano en forma normal se escribe:

A(x — o) + By —yo) + C(z — 20) =0

Ecuacién en forma general o implicita.

Quitando los paréntesis en la ecuacién normal, resulta una ecuaciéon del tipo:
Az +By+Cz+D =0

que se llama ecuacién general o implicita del plano. Los coeficientes A, B y C son las coordenadas de un
vector perpendicular al plano. Veremos mas adelante que el coeficiente D esté relacionado con la distancia
del plano al origen de coordenadas.

Ejercicio 40. Calcular la ecuacién del plano que pasa por los puntos A(1,1,1), B(—1,2,—1) y C(2,—1,0).

Basta considerar el plano determinado por el punto A y los vectores directores:

(i) ()
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La ecuacién en forma de determinante es:
r—1 =2 1

y—1 1 —2
z—1 -2 -1

=0

Desarrollando el determinante por la primera columna:
—5(x—1)—4(y—1)+3(z—1)=0
que es la ecuacién normal del plano. Quitando paréntesis obtenemos la ecuacién general:

—br —4y+324+6=0

AAAA

7.7. Ecuaciones de la recta

Una recta queda determinada mediante un punto P(xq,yo, 20) y un vector director ¥ que da la direccién
de la recta. La direccién también puede estar dada por dos vectores ny y 75 perpendiculares a la recta
(figura 7.8).

Figura 7.8: Ecuacién de la recta

Ecuaciones vectorial y paramétricas.

La condicién para que un punto cualquiera X (z,y, z) pertenezca a la recta es que los vectores P X y U
tengan la misma direccién o, lo que es lo mismo, que sean linealmente dependientes:

Xer <= ]?XZHE — PX=t5

y puesto que 1?() = (ﬂz — O? esta ultima igualdad se puede escribir:

x Zo Vg
O—XZ = 07 +i7 = yl=1v | +t]vy
z 20 (%

que es la ecuacion vectorial de la recta. Si la escribimos en funcién de las coordenadas obtenemos las
ecuaciones paramétricas: Esta ecuacién entre vectores puede escribirse en funcion de las coordenadas de
la siguiente forma:

T =9+ tv,
Y =Yyo +tuy
2=z + tv,
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Ecuacién en forma continua

Las ecuaciones paramétricas de la recta son un sistema de 3 ecuaciones con 4 incégnitas z, y, z y t.
Puede eliminarse ésta ultima y obtener un sistema de 2 ecuaciones con 3 incégnitas. Despejando ¢ en las
3 igualdades:

r—o Y—Yo 22— R0
Vg Uy v,

Esta es la ecuacién de la recta en forma continua. En principio, no podria escribirse la ecuacién continua
cuando alguna de las coordenadas del vector director fuese cero pero, a veces, se escribe cero en el
denominador sobreentendiéndose que en ese caso también el numerador es cero.

Ecuacién como interseccién de planos

Figura 7.9: Recta como interseccién de dos planos

En general, las soluciones de un sistema de 2 ecuaciones lineales independientes con 3 incégnitas forman
una linea recta. Es decir, la ecuacién de la recta se puede escribir en la forma:

Ayx+Biy+Ciz+ D1 =0
Asx + Boy+Coz+ Dy =0

Cada una de las ecuaciones representa un plano y por ello este sistema se conoce también como ecuacion
de la recta como interseccién de planos. El vector

perpendicular al plano m; es perpendicular a todas las rectas contenidas en m; y, por tanto, perpendicular
a r. Lo mismo puede decirse del vector n5. La recta estd definida en este caso mediante dos vectores
perpendiculares 7] y n5. El producto vectorial de estos vectores, tiene la direcciéon de la recta y es, por
consiguiente, un vector director.

Ejercicio 41. Calcular las ecuaciones paramétricas de la recta:

- r+y—2z=23
13z —y+2=0

Calculamos el vector director:

i 7k -1
11 Xnh = |1 1 2| = |-
3 -1 1 —4
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Para no escribir los signos menos tomaremos como vector director el opuesto a este. Necesitamos ahora un punto de la
recta. Para = 0 la ecuacién queda:

y—2z=3
—y+2=0

y resolviendo obtenemos el punto P(0, 3, —3). Las ecuaciones paramétricas son:

r=1t
y=3+7t
z=—-3+4t

ANAA

7.8. Haz de planos que contiene a una recta

Consideremos ahora una recta dada como intersecciéon de los planos:

e 7T1:A1£L'+Bly+012+D1:0
’ mo: Asx + Boy+ Coz+ Dy =0

Los vectores nj(A1, B1,C1) y n2(As, Ba,Cy) son vectores independientes perpendiculares a la recta.
Cualquier plano que contenga a la recta r deberd tener un vector normal combinacién lineal de 1} y ns.
Ademas, todos los puntos de la recta r deberan satisfacer la ecuacion del plano. En conclusion, cualquier
plano que contenga a la recta debera tener una ecuacién de la forma:

S(All’ + Bly + C’lz + Dl) + t(AQI’ + B2y + CQZ + DQ) =0

que se llama ecuacién del haz de planos de la recta r que, como se ve, tiene dos parametros s y t.
Dividiendo por s y llamando f = )\ se obtiene una ecuacién del haz con un solo parametro:

Az + Biy+Ciz+ Dy + )\(AQZ‘ + Boy + Coz + Dg) =0

El inconveniente de esta forma de la ecuacién del haz es que al dividir por s hemos eliminado del
haz al plano correspondiente al valor s = 0. El haz estd formado por todos los planos de la forma
Az + By + Ciz + D1 + AM(Azz + Baoy + Caz + Dy) = 0 y ademas el plano Asz + Boy + Caz + Dy = 0.

Ejercicio 42. Calcular la ecuacién del plano que contiene a la recta
3xr—by+2z—3=0
r+y—3z2—1=0

y pasa por el punto: (a) P(2,3,-1) (b) P(3,1,1) (c¢) P(14,11,8).

Puesto que contiene a la recta, el plano buscado pertenece al haz:
s(Bzx—by+2z—-3)+tlzx+y—32—1)=0

(a) Si el plano debe contener al punto P(2,3,—1), se cumple que:
s(3-2—-5-34+2-(-1)—-3)+t(2+3-3-(-1)—-1)=0
—14s+ 7t =0
—2s+t=0
Una solucién de esta ecuacion es s = 1, ¢ = 2. El plano buscado es:
3 —5y+2z—3+2x+y—32—-1)=0
y haciendo operaciones resulta
5r —3y—4z—-5=0
(b) Si el plano debe contener al punto P(3,1,1):
s3-3—-5-142-1-3)+¢t3+1-3-1—-1)=0
35+0t=0
y, por tanto, s = 0. Por consiguiente el plano que buscamos es:
r+y—32—1=0
(¢) En este caso, al sustituir las coordenadas del punto en la ecuacién del haz resulta:
$(3-14—5-11+2-8—-3)+¢t(14+11-3-8—-1)=0
0s+0t=0
Todos los valores de s y t son solucién. Esto significa que todos los planos que contienen a la recta r contienen
también al punto P, es decir, el punto P estd contenido en r y la solucién del problema es todo el haz de planos.

ANAA
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7.9. Posiciones relativas de rectas y planos

Posiciones relativas de dos planos

Dos planos pueden ser paralelos o cortarse en una linea recta.

Sean los planos:

m o Ajx+ By + Coz+ Dy =0
ot Asx + Boy + Coz+ Do =0

Si los planos son paralelos, sus vectores normales tienen la misma direccion. En este caso:

H | Ar By O
s T n T —_—= — = —
1]|m = 1llne = L B G

Si ademas se cumple:

Ay By Cp Dy

Ay By C» Dy

los planos son coincidentes puesto que las dos ecuaciones son equivalentes.

Posiciones relativas de tres planos

Sean los planos:

m o Az + Biy+ Coz+ Dy =0
T : AQ.’E-FBQy-l-CQZ-l-DQ =0
w3 : Asx + By + C3z+ D3 =0
y sean M y M= las matrices de coeficientes y ampliada del sistema formado por estas tres ecuaciones.
Pueden darse los siguientes casos:
© rango M = rango M* = 3.

En este caso, el sistema es compatible determinado. Los tres planos se cortan en un punto.

¢ rango M = 2, rango M* = 3.

El sistema es incompatible y los tres planos no tienen ningtin punto comun. Pueden darse dos
casos:

— Hay dos planos paralelos y otro que los corta.
— Los tres planos se cortan dos a dos en rectas paralelas.

=

/|

Figura 7.10: Posiciones relativas: rango M = 2
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o rango M = 2 = rango M* = 2.

El sistema es compatible indeterminado uniparamétrico. Los tres planos se cortan en una linea
recta.

o rango M =1, rango M* = 2.

Sistema incompatible y los tres planos tienen la misma direccion. Los planos son paralelos y puede
haber dos de ellos coincidentes.

o rango M = 1, rango M* = 1.

Los tres planos son coincidentes.

Posiciones relativas de un plano y una recta

Sea la recta dada en forma implicita:

) A1x+B1y—|—C'1z—|—D1=O
' AQSC+BQy+CQZ+D2:0

y el plano:
w:Asx+ Bsy+ C3z+ D3 =0
Sean M y M* las matrices del sistema formado por las tres ecuaciones. Pueden darse los siguientes casos:

© rango M = rango M* = 3.

El sistema es compatible determinado. El plano y la recta se cortan en un punto.
© rango M = 2, rango M* = 3.

El sistema es incompatible. El plano y la recta son paralelos.
¢ rango M = rango M* = 2.

El sistema es compatible indeterminado uniparamétrico. La recta estd contenida en el plano.

Figura 7.11: Posicion relativa de recta y plano

Supongamos ahora que la recta estd dada por el punto P y el vector v y el plano por el punto @ y el
vector normal 7:

o Siw-7 # 0, la recta y el plano se cortan en un punto.

© Si -7 =0, pueden darse dos casos:

— Si P ¢ 7: larecta y el plano son paralelos.
— Si P € 7: la recta estd contenida en el plano.
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Posiciones relativas de dos rectas

Sea la recta 11 definida por el punto P y el vector « y la recta ro dada por el punto @ y el vector

© Si rango (4, 7, P(ﬁ) = 3 las rectas no son coplanarias: se cruzan.

—

o Si rango (, 7, P(j) = 2 las rectas son coplanarias. Pueden darse dos casos:

— rango (i, ¥) = 2. Las dos rectas no tienen la misma direccién: se cortan.
— rango (t, ) = 1. Las dos rectas tienen la misma direccién: son paralelas.

o Si rango (, ¥, P(z)) =1 los tres vectores tienen la misma direccion: las rectas son coincidentes.

\

Figura 7.12: Posicién relativa de dos rectas

7.10. Angulos

El angulo de dos rectas es el angulo que forman sus vectores directores o su suplementario si es menor.
Si las rectas tienen vectores directores 4@ y v el angulo de las dos rectas es:

a7
g

cosa = |—
|||V

Si las rectas son perpendiculares forman un angulo de 90° y el producto escalar de sus vectores directores
es cero. Si las rectas son paralelas forman un adngulo de 0°, sus vectores directores tienen la misma
direccién y en consecuencia sus coordenadas son proporcionales.

De forma similar, el angulo que forman dos planos es igual o suplementario al que forman sus vectores
normales TT{ y TT%:

ny - 15
cosa =

[mi[n2]
Si los planos de ecuaciones 71 : Ajx + Biy + Ciz+ D1 = 0y 7o @ Agx + Boy + Coz + Doy = 0 son
perpendiculares, el producto escalar de sus vectores normales debe ser cero y en consecuencia:

T Ly —— A1A2+B1B2+0102 =0

Si los planos son paralelos, sus vectores normales tienen la misma direccién y, en consecuencia, son
linealmente dependientes de forma que:

Ay B Oy
A, By Oy
El dngulo que forman una recta y un plano es el &ngulo que forma la recta con su proyeccién sobre el plano.
Este dngulo es complementario del que forman el vector director de la recta y el vector perpendicular al

plano (ver figura 7.13). Asi, si ¥ es el vector director de la recta y 7 el vector director del plano se cumple
que:

71'1”71'2 E=4

cos(90° — o) = 1:72 — sena = QLZL
|4 |73] |4 |73]
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<
SL

Figura 7.13: Angulo de recta y plano

7.11. Distancias

Distancia entre dos puntos.

La distancia entre dos puntos A(x1,y1,21) ¥ B(x2,ys, 22) es igual al médulo del vector f@:

d(A,B) = |AB| = /(2 — 21)2 + (2 — 11)? + (22 — 21)°

Distancia de un punto a una recta

Calculemos ahora la distancia entre un punto y una recta. Sea el punto P(xg, yo, 20) y la recta r definida
por el punto A(x1,y1,21) y el vector director ¥(vg, vy, vs).

Figura 7.14: Distancia de un punto a una recta

En la figura se ha representado el vector director ¢’ sobre la recta r con origen en el punto A y extremo
en el punto Q. La distancia del punto P a la recta r es la longitud d del segmento perpendicular a r por
P.

El drea del tridngulo APQ es como sabemos la mitad del médulo del producto vectorial ﬁ x U. Por otra
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parte este area es también igual a la mitad de su base que es el médulo de v por su altura d. Igualando
ambas expresiones resulta:

1
5 ‘ AP x U
y despejando d obtenemos:

‘ﬁxz‘f

—

| 7]

1

d =

Distancia de un punto a un plano

Sea el plano 7 : Az + By + Cz + D = 0. La ecuacién de la perpendicular a 7 por el origen es:

= At
y = Bt
z=Ct

La interseccién de esta recta con el plano 7 es el punto P(z’,y’,2’). Las coordenadas de este punto se
obtienen resolviendo el sistema:

= At

y= DBt 2 2 2 -D
= At+Bt+Ct+D=0 — t=-—F———
z=Ct A2 4+ B?+C?

Ar+By+Cz+D =0
Las coordenadas del punto de interseccién son:
—AD —-BD -CD
A2+B2+02’A2+BQ+CQ’A2+BQ+CQ

La distancia del origen a P es:

A2D? + B2D? + C?D? D? |D|
d= /x’2+y’2+z’2: — —
(A2 + B?)? A2+ B? 4 (C? A2 4+ B2 4 (2

Sea ahora el punto P(xq,yo,20) v €l plano 7 : Az 4+ By + Cz + D = 0. Para calcular la distancia de P a
7 hacemos una traslacién que lleve el punto P al origen:

T =z — a0
Y =vy—o
Z=z—2
El plano trasladado tiene como ecuacion:
A" +20) + B +y0)+C(z' +20)+ D=0 o  Ax'+By +C2'+Azo+Byo+Cz+D =0
Aplicando ahora la férmula obtenida para la distancia desde el origen a un plano se obtiene:
. |A:170 + Byo + CZQ + D‘
VAZ+ B?2+(C?
férmula que es facil de recordar pues el numerador es el primer miembro de la ecuacion general del plano
7 sustituyendo, en lugar de las incognitas, las coordenadas de P.

d(P, )

La distancia entre dos planos paralelos puede calcularse tomando un punto cualquiera de uno de ellos y
calculando la distancia desde ese punto al otro plano. También puede obtenerse como suma o diferencia
de las distancias desde el origen.

Si las ecuaciones de los planos son 71 : Az +By+Cz+ D =0y m: Avr+ By+Cz+ D' =0, su
distancia es:

DD
VET O

d(ﬂ'l,ﬂ'g) =
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Distancia entre rectas que se cruzan

Calcularemos ahora la distancia entre dos rectas que se cruzan. Sea la recta r; determinada por el punto
P(x1,y1,21) v el vector 4 y la recta ro definida por el punto Q(z2,ys2, 22) y el vector v.

Una forma de calcular la distancia entre las dos rectas es la siguiente (ver figura 7.15):
¢ Calcularemos el plano m que contiene a r; y es paralelo a 7.

¢ Calcularemos la distancia de un punto cualquiera de ro (por ejemplo el punto @) al plano 7.

P 1

|
/
/
/
;
;.
—

Figura 7.15: Distancia entre dos rectas que se cruzan

También podemos obtener una férmula para la distancia entre las dos rectas a partir del paralelepipedo
que tiene como aristas los vectores u, v y PQ. El volumen de este paralelepipedo es, como sabemos, el
producto mixto:

7]

Por otra parte, el mismo volumen puede calcularse como el producto de la base |4 x 9] por la altura que
es igual a la distancia entre las dos rectas (ver figura 7.15):

V=

V=d|dx7
Igualando ambas expresiones resulta:
5.7

d= """
|@ x ¥

7.12. Dos problemas

Recta por un punto que corta a dos rectas que se cruzan

El procedimiento para obtener la ecuacion de una recta que pasa por un punto P y corta a dos rectas ry
y 72 serfa (figura 7.16):

(1) Calcular la ecuacién del plano que pasa por P y contiene a r1 (7).

(11) Punto de interseccién A de este plano con la recta rs.

(1) Ecuacién de la recta que pasa por Py A.
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T2

Figura 7.16: Recta que pasa por un punto y corta a otras dos (I)

El problema no tiene solucién si la recta AP es paralela a 71 o si la recta ro es paralela al plano 7w
determinado por Py r1.

Alternativamente puede utilizarse este segundo procedimiento (figura 7.17):

(1) Calcular la ecuacién del plano que pasa por P y contiene a r1 (71).
(11) Calcular la ecuacién del plano que pasa por Py contiene a ra (7).
(111) Recta interseccién de mp y ma.

El problema carece de solucion si el plano 7, es paralelo a r5 o el plano ms es paralelo a ry.

Figura 7.17: Recta que pasa por un punto y corta a otras dos (II)

Ejercicio 43. Halla la ecuacién de la recta que pasando por el punto P(2,0,—1) corta a las rectas:

r—2 y—2 z+4+1 ., .{x+y+4:0
2

nETyT T T T y—32+3=0

Resolvamos por el primer procedimiento:

(1) Plano que pasa por P y contiene a r1. Tomando como vectores directores, el vector director de la recta y el vector
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@ donde @ es un punto de r1, por ejemplo Q(2,2, —1) se tiene:

r—2 2 0
Y -1 2/=0

z+1 1 0

o bien:
—r+224+4=0
(11) Interseccién de este plano con la recta r2. Resolvemos el sistema:

—r+224+4=0
r+y+4=0
y—324+3=0

La solucién de este sistema es el punto A(2,—6,—1)

(11) Ecuacién de la recta AP. Tomando como vector director:

0 0
ﬁ =16 o mas sencillo u= 11
0 0

la ecuacién es:
z—2 'y z+1

0o 1 0
Por el segundo procedimiento obtendriamos:

(1) Plano que pasa por Py contiene a r1. Este plano hemos visto que tiene por ecuacién —x + 2z +4 = 0.
(11) Plano que pasa por Py contienen a r2. El haz de planos de rg es:
z+y+4+Ay—32+3)=0
Si el plano ha de contener a P(2,0,—1):
2404+4+X0-3-(-1)+3)=0 = A=-1
Por lo que el plano es:
z+y+4+(—1)(y—32+3)=0 o bien
(1) La ecuacién de la recta buscada como interseccién de los dos planos es:

—x+4+2z4+4=0
r+3z24+1=0

ANAA

Perpendicular comuin a dos rectas que se cruzan

T2

Figura 7.18: Perpendicular comin a dos rectas que se cruzan

Sean dos rectas que se cruzan 1 y ro. Existe siempre una tnica recta que las corta perpendicularmente.
La direccion de esta perpendicular comtn serd la del producto vectorial de los vectores directores de r1 y
ro. Una vez conocido este vector se puede obtener la perpendicular comtn a ambas rectas por el siguiente
procedimiento:
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(1) Calcular el plano m; que contiene a 1 y a la perpendicular comin. Este plano estd determinado
por un punto cualquiera de r1 y por los vectores directores de r; y de la perpendicular comun.

(1) De la misma manera se calcula la ecuacién del plano 7o que contiene a ro y a la perpendicular
comun.

(111) La recta buscada es la interseccién de los planos m y mo (ver figura 7.18).

Ejercicio 44. Calcular la ecuacién de la perpendicular comin a las rectas:

T —2 Y z+1 z+3 y+1 z—1
1 === ; TY ! = =
1 -1 3 2 1 1
El vector director de la perpendicular comin es el producto vectorial de los vectores directores de las dos rectas,
1 2 —4
u=1|-1], uz | 1], Ul X up = 5
3 1 3

El plano que contiene a r1 y a la perpendicular comun es:

T —2 1 —4
Y -1 5|=0 = —-18x—-15y+2+37=0
z+1 3 3
El plano que contiene a r3 y a la perpendicular comun es:
x+3 2 —4
y+1 1 5|=0 = —-zx-5y+72—-15=0
z—1 1 3

de forma que la ecuacién de la perpendicular comin como interseccién de planos es:

—18x — 15y +2+4+37=0
—x—b5y+7z—15=0

AMAA

Ejercicio 45. Calcular la ecuacién de la perpendicular comin a las rectas:
z—1 y—5 =z+5 =3 y+4 =z2—-2

T ro =
2 3 -3 1 2 -1
Resolveremos este problema por un procedimiento diferente. Los vectores directores de las rectas son:
2 1
w=1 3 |; ur = | 2
-3 -1

Sean Aj y Ag los puntos de corte de la perpendicular comin con las rectas r1 y r2. Puesto que estos puntos estdn sobre
estas rectas, sus coordenadas son:

AL(L420 543X, -5—3\);  Ag(3+4 1, —4 + 24,2 — p)

—
y el vector A1 Ag es:

=2\ +2
A1As = | 2u—3X—9
—p+3N+T7

Este vector tiene la direccién de la perpendicular comin, por ello el producto escalar de este vector por cada uno de los
vectores directores de las rectas debe ser cero:
2 —22+2)+32u—32—=9) = 3(—p+3X+7) =0
1(p—224+2)+22u—32—9) —1(—p+3X+T7)=0
Simplificando:
11p — 220 —44 =0
6p — 11X —23=0
Resolviendo este sistema resulta:
A=—-1; pu=2
Sustituyendo estos valores de A y u se obtiene que los puntos de corte de las rectas con la perpendicular comin son
A1(—1,2,-2) y A2(5,0,0). La ecuacién de la perpendicular comin es:
z—5 'y =z
3 -1 1
Este procedimiento permite calcular no solamente la ecuacién sino a la vez los puntos de corte de las dos rectas con la

perpendicular comin. Ademds podria obtenerse facilmente la distancia entre las dos rectas como la distancia entre A; y
As.

ANAA
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7.13. Lugares geométricos

El plano mediador de un segmento es el plano perpendicular al segmento por su punto medio. También
puede definirse como el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de los extremos del
segmento.

Sea el segmento determinado por los puntos A(x1,¥y1,21) v B(x2,y2,22). Sea X (z,y,z) un punto cual-
quiera del plano mediador AB. Se cumple que:

d(X,A) = d(X, B)
V@ =2+ (=g + (= 2% = V(@ -2 + (y — 32)? + (2 — 22)? o bien

(z—z21)*+(y—)?+(z—21)=(r—22)* + (y — y2)* + (2 — 22)*

Esta es la ecuacién del plano mediador de AB. Simplificando los términos de segundo grado queda:

2x(v2 — 1) + 2y(ya — y1) +22(22 — 21) + 2} +yi + 27 — a3 —ys — 25 =0

El plano bisector de dos planos que se cortan es el conjunto de puntos que equidistan de los dos planos.

Sean los planos 71 : A1z + Biy+Ciz+ D1 =0y ma: Asx 4+ Bay + Coz + Dy = 0. Si X(x,y) es un
punto del plano bisector, se cumple que:

d(X,7r1) :d(X,TK’Q)
|A11‘+Bly+012’+D1| _ |A2I+B2y+CQZ+D2|

VA2 + B? + C? VAZ+ B2+ C3

A1$+Bly+C12+D1 7:|:A21'+Bgy+CQZ+D2

VAI+ B+ C? VA2 + B2 +C3
Como vemos, hay dos bisectrices by y bs perpendiculares entre si.

La superficie esférica de centro C(a,b,c) y radio r es el conjunto de puntos que se encuentran a una
distancia r de C. La ecuacién de la superficie esférica es:

(z—a)+(y—b)°+(z - =7
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Estadistica

8.1. Introduccion

La Estadistica trata de describir colectividades formadas por un gran numero de objetos. El conjunto
de los objetos que se estudian se denomina poblaciéon. En ocasiones, el estudio se hace a partir de una
muestra, esto es, cierto nimero de objetos tomados aleatoriamente de la poblacién. El nimero de objetos
de la poblacién o de la muestra es su tamano.

Sobre la poblacién o sobre una muestra se mide una magnitud. Los valores que toma esta magnitud forman
la variable estadistica. Si la variable estadistica toma valores numéricos se dice que es cuantitativa.
Si no es asi (por ejemplo si se estudia la raza de una poblacién de gatos) la variable es cualitativa.

Una variable estadistica cuantitativa puede tomar un nimero finito de valores o los infinitos valores
comprendidos en un cierto intervalo. En el primer caso hablaremos de variable estadistica discreta y en
el segundo de variable continua. En realidad la variable nunca es estrictamente continua en el sentido
explicado pues la precisiéon de los instrumentos de medida no permite apreciar infinitos valores. En la
préctica, la variable sera continua cuando pueda tomar un niimero muy elevado de valores; en este caso,
los valores de la variable estadistica se agrupan en intervalos.

8.2. Frecuencias

La frecuencia o frecuencia absoluta de un valor = de la variable estadistica es el nimero de objetos de la
poblacién que presentan ese valor. Representaremos esta frecuencia por f. La frecuencia de un determi-
nado valor dividido por el niimero de elementos de la poblacién, esto es, la proporcién de elementos de la
poblaciéon que presenta este valor es la frecuencia relativa que representaremos por h. Evidentemente
se cumple que:

/
h=-=+—
N
donde N es el numero de objetos de la poblacion.

La frecuencia acumulada F' de un resultado x es el nimero de elementos de la poblacién en los que la
variable toma valores menores o iguales que z. Dividiendo por el nimero de elementos de la poblacién se
obtiene la frecuencia acumulada relativa H.

Los valores de la variable estadistica y las correspondientes frecuencias se representan en las llamadas
tablas de frecuencias, que tienen siguiente forma (se presentan dos tablas, una para variable discreta y

95
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otra para variable continua):

T f h F H T f h F H
T fi hi Iy H,y [z0, %1) fi hi Fy H,y
Z2 fa ha F, | Hs [z1,22) fa hao F, | Hs
3 f3 hs Fs; | Hj (T2, 23) JE! hs3 Fs | Hj

De las definiciones se deducen algunas condiciones que deben cumplir estos valores:

— La suma de todas las frecuencias debe ser igual al tamano de la poblacién o de la muestra.
— La tltima frecuencia acumulada también debe ser igual al tamano de la poblacién o de la muestra.

— La suma de las frecuencias relativas debe ser 1 y también la 1ltima frecuencia relativa acumulada.
También debe cumplirse que, por ejemplo:
Fy=fi+fot+ fa+fa
es decir a la suma de las frecuencias absolutas anteriores. O también:
Fy=fa+ F3

o sea, la frecuencia correspondiente mas la frecuencia acumulada anterior. Relaciones similares deben
cumplirse para las frecuencias relativas.

8.3. Graficos estadisticos

Los valores de la variable estadistica y sus frecuencias pueden representarse graficamente de muchas
maneras. Consideraremos solamente los mas comunes.

Para variable discreta se utilizan los diagramas de barras. Los valores de la variable se indican sobre el eje
de abscisas y sobre ellos se dibuja una barra de altura proporcional a la frecuencia. Pueden representarse
de esta forma tanto las frecuencias absolutas como las frecuencias relativas o las frecuencias acumuladas:

fi,

3
2
1
0 ! I ! I
1 3 8 S
(2

0 2

Figura 8.1: DIAGRAMA DE BARRAS

Si la variable estadistica es continua se utilizan los histogramas y los diagramas de frecuencias
acumuladas. Un histograma consiste en representar los intervalos en que hemos dividido la variable sobre



8.4. PARAMETROS ESTADISTICOS 97

el eje de abscisas y, sobre él, se dibuja un rectdngulo de area proporcional a la frecuencia correspondiente:
Si todos los intervalos (clases) tienen la misma longitud, la altura de los rectdngulos es proporcional a

fi,

6

Z;

Figura 8.2: HISTOGRAMA

la frecuencia de cada clase. Si los intervalos no tienen todos la misma longitud, las alturas son entonces
proporcionales a la densidad de frecuencia. La densidad de frecuencia de una clase es la frecuencia dividida
por la longitud del intervalo. Dicho de otra manera, la frecuencia de una clase es igual a la longitud del
intervalo por la densidad de frecuancia.

100

100

H 50
|||,| oL,
;-3 3

Figura 8.3: DIAGRAMAS GENERADOS MEDIANTE PYTHON

zu I “
LA | .
&5 0

Los diagramas de frecuencias acumuladas (absolutas o relativas) se obtienen tomando como ordenada
sobre el extremo derecho del intervalo la frecuencia acumulada correspondiente y uniendo los puntos asi
obtenidos mediante segmentos:

8.4. Parametros estadisticos

Parametros de posicién

Llamaremos cuantil ¢ a un valor de la variable estadistica tal que el ¢% de los valores de la variable
estadistica son menores o iguales que c.

Los cuantiles suelen definirse por grupos de valores que dividen los datos en partes del mismo tamano.
Suelen utilizarse cuantiles que dividen los datos en dos, cuatro, diez o cien partes iguales.
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1000 — 1000 —
800 ] 800

600 600 ;;;;;;7
400 400

200 200

Figura 8.4: HISTOGRAMA DE FRECUENCIAS ACUMULADAS Y POLIGONO DE FRECUENCIAS ACUMULADAS

El cuantil correspondiente al 50 % de los datos se llama mediana. Supongamos que todos los valores
obtenidos de la variable estadistica se ordenan de menor a mayor. El nimero que divide los datos en dos
partes iguales es la mediana. La mediana es el valor que deja el mismo nimero de términos a su izquierda
y a su derecha. Si el nimero de términos es par entonces se tomara como mediana la media de los valores
centrales.

La mediana se puede obtener ficilmente a partir de la tabla de frecuencias relativas acumuladas. Si no
aparece en la tabla el valor 0,50, entonces es el valor de la variable correspondiente al primer valor de
la frecuencia acumulada relativa superior a 0,50. Si en la tabla aparece la frecuencia acumulada 0,50 (o
sea el 50 %) entonces la mediana es la media entre el valor de la variable correspondiente a ese 0,50 y el
siguiente.

Si la variable es continua, esto es, si aparece dividida en intervalos, se puede localizar el intervalo mediano
tal como se ha expuesto en el parrafo anterior. Una vez conocido este intervalo se tomara como mediana
el valor de la variable correspondiente al 50 % en el poligono de frecuencias acumuladas relativas (Q2 en
la figura ?7).

De forma similar, se llaman primero, segundo y tercer cuartil, los valores de la variable correspon-
dientes a frecuencias acumuladas de 0,25, 0,50 y 0,75, es decir, aquellos que dividen al conjunto de
valores obtenidos en cuatro partes con el mismo nimero de términos. Se representan por Q1, Q2 v Qs.
El segundo cuartil coincide con la mediana.

Los valores minimo y méaximo de los datos y los cuartiles se representan graficamente mediante el diagrama
de cajas (ver figura 8.4).

Los cuartiles dividen los datos en cuatro partes del mismo tamano. De la misma forma se definen los
cuantiles que los dividen en 10 partes (deciles) o en 100 partes (percentiles).

Se llaman datos atipicos aquellos datos que aparecen significativamente distantes del resto de los datos.
En muchas ocasiones los datos atipicos no se tienen en cuenta por considerar que se deben a un error
o por no considerarlos representativos. Se suelen tomar como atipicos aquellos datoa que son menores
que el primer cuartil o mayores que el tercero en 1,5 veces el rango intercuartilico, es decir los que no se
encuentran en el intervalo:

(@1 —1,5(Qs — Q1),Q3 +1,5(Qs — Q1)]

Medidas de tendencia central

La moda es el valor que ocurre mas frecuentemente. En una tabla de frecuencias es el valor que se
corresponde con la frecuencia mas alta. Si la variable estadistica es continua, la clase modal es la que
tiene la frecuencia mas alta o, en caso de que las clases tengan longitudes diferentes, la que tenga la
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| —
0 5 10 15 20 5 30 s 40
min Q, Q> Qs max
| .

Figura 8.5: DIAGRAMA DE CAJAS

densidad de frecuencia mas alta.
La mediana ya la hemos tratado en el apartado anterior.

Si el intervalo mediano es (z1,22) y a los extremos del intervalo les corresponden unas frecuencias acu-
muladas relativas Hy y Hs, el valor de la mediana estd dado por:

. T2 — X1
Mediana = x1 + m
La media o media aritmética de una variable estadistica se define como la suma de todos los valores
de la variable dividido por el nimero de elementos de la poblacién:
Y
N

La suma de todos los valores de la variable estadistica se puede expresar mediante la suma de cada uno
de los valores que toma por sus correspondientes frecuencias. Asi:
Yfiwi

donde se ha hecho uso de la relacion f; = N-h;. En caso de que los datos aparezcan agrupados en intervalos,
tomaremos como valor de la variable la marca de clase, es decir, el punto medio del intervalo.

(0750 - Hl)

T =

La media es, como hemos visto, un nimero que cumple que Xx = NZ, es decir, si todos los valores de la
variable fuesen iguales a la media, su suma seria la misma.

Medidas de dispersion

La media nos permite comparar dos poblaciones sobre las que se ha medido la misma magnitud pero no
nos permite saber si los valores de la variable estdn préximos a la media o no. Por ejemplo, una media
de cinco se puede obtener con dos cincos o con un diez y un cero.

Para saber cémo estan distribuidos los valores en torno a la media son precisos otros parametros. Estos
son el rango, el rango intercuartilico, la varianza y la desviacién tipica.

El rango es la diferencia entre el mayor y el menor valor de la variable estadistica.
El rango intercuartilico es la diferencia entre el tercer y el primer cuartil.

La varianza se define por:

g2 = Silzi —2)?

N = Zhl(l‘l — .f)2
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y su raiz cuadrada o desviacién tipica:

(o — 7)2
o= 72f1($;v 7) = /2hi(z; — T)?

Desarrollando el cuadrado de la diferencia, podemos encontrar otra expresién para la varianza:

2 Zfl(l‘l — 5)2
N
Sfiw? + Sfiz? — N2fx,k
N
_ Sfu? n ?Yf; 223 fx

N N

N
:%ﬂ%—&—ff—m’ci‘
M_QQ
:xQJ\iﬁ

Esta expresion puede recordarse diciendo que la varianza es igual a la media de los cuadrados menos el
cuadrado de la media.

La media y la desviacién tipica tienen las siguientes propiedades:

— Si se suma el mismo ntimero a todos los valores de la variable, la media queda incrementada en esa
cantidad pero la desviacién tipica no varia.

— Si todos los valores de la variable se multiplican por el mismo numero, la media y la desviacién
tipica quedan multiplicados por ese niimero. La multiplicacién de todos los valores por un ntimero
puede interpretarse como un cambio de unidades. Esta propiedad dice que la media y la desviacion
tipica se expresan en las nuevas unidades.

El cociente de la desviacion tipica y la media se llama coeficiente de variacién:

CV =

SRS

Para comparar un valor de la variable estadistica con el resto de los valores obtenidos en una determinada
poblacion se utilizan las puntuaciones tipicas. En estas se toma como valor cero el de la media y como
unidad la desviacion tipica. El paso de la variable x al valor tipico z se hace mediante la férmula:

z =
g

0, despejando x = & + zo.

8.5. Ejemplo

Ejercicio 46. En una encuesta sobre trifico se ha preguntado a 1000 conductores sobre el niimero de multas recibidas.
Se dispone de la siguiente informacion:

N° de conductores | 180 | 280 | 150 | 200 | 110 | 80
N° de multas 0 1 2 3 4 5

Hacer la tabla de frecuencias con los datos necesarios para calcular:

(a) La mediana.

(b) Los cuartiles y el rango intercuartilico.
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(¢) La moda.
(d) La media.
(e) La desviacién tipica.

Solucién:

Construimos la tabla con las frecuencias, frecuencias acumuladas, productos de las frecuencias por los datos y productos de
las frecuencias por los cuadrados de los datos.

0 180 | 180 0 0

1 280 | 460 | 280 | 280

2 150 | 610 | 300 | 600

3 200 | 810 | 600 | 1800

4 110 | 920 | 440 | 1760

5 80 | 1000 | 400 | 2000
| Total || 1000 | | 2020 [ 6440 |

Con estos datos tenemos:

(a) La mediana serfa el valor medio de los datos que, ordenados, ocupasen los lugares 500 y 501. A la vista de la tablas
de frecuencias acumuladas, la mediana es Q2 = 2.

(b) De forma similar calculamos el primer cuartil (media entre los datos que ocupan el lugar 250 y 251) Q1 = 1y el
tercer cuartil Q3 = 3. El rango intercuartilico es Q3 — Q1 = 2.

(¢) La moda es el dato con mayor frecuencia. En este caso 1.

(d) La media es la suma de los f;z; dividido por el nimero de datos que es la suma de las f;:

_ 2020
T=——=2,
1000
(e) La varianza es la media de los cuadrados menos el cuadrado de la media:
6440
o= —— —7%=2,36
1000

y la desviacién tipica es la raiz de la varianza:
o =1+/2,3596 = 1,54
LI T

8.6. Muestras

Hemos visto que una poblacién es un conjunto de objetos sobre el que se desarrolla un estudio estadistico.
En muchas ocasiones, resulta dificil el estudio estadistico sobre la poblacién. Puede ocurrir, por ejemplo,
que el tamano de la poblaciéon sea muy grande. Por ejemplo, en un estudio sobre intenciéon de voto seria
muy complicado preguntar y obtener respuesta de todos los votantes. Otras veces, el proceso de medida
es destructivo, por ejemplo, cuando se mide la duracién de un tipo de bombillas. Es por estas razones
que se utilizan muestras.

Una muestra es un subconjunto de la poblacién. El nimero de objetos de la muestra es su tamano. Los
parametros obtenidos a partir de la muestra se llaman parametros estadisticos o simplemente estadisticos
muestrales. Asi, son estadisticos, la media, varianza o las proporciones muestrales.

A partir de los estadisticos se estiman los parametros poblacionales. Estas estimaciones tienen un caracter
probabilistico, por ejemplo, a partir de la media muestral no se puede decir cudl es la media poblacional
pero se puede afirmar que se encontrard en un cierto intervalo (intervalo de confianza) con una cierta
probabilidad o nivel de confianza.

El estadistico que utilizamos para estimar un parametro de la poblacién es un estimador de ese parame-
tro. Un estimador es no sesgado si la media del estimador para todas las muestras posibles coincide con
el parametro de la poblacién. Por ejemplo, la media muestral

n
>
i=1

T =

3=
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es un estimador no sesgado de la media poblacional u. Sin embargo, se puede demostrar que la varianza
de la muestra:

n-
=1
es un estimador sesgado se la varianza poblacional ¢2. Un estimador no sesgado de la varianza es el
estadistico:

llamado a veces cuasivarianza. Si el tamano de la muestra n es grande, los dos niimeros son muy parecidos.

Para poder estimar los parametros poblacionales es preciso que la muestra sea una muestra aleatoria,
es decir, que la muestra se escoja de tal forma que todos los elementos de la poblacién tengan la misma
probabilidad de aparecer en la muestra. Algunas técnicas de muestreo son las siguientes:

— Muestreo aleatorio simple. Todos los elementos de la muestra se obtienen aleatoriamente indepen-
dientemente unos de otros. No solo todos los elementos de la poblacion tienen la misma probabilidad
de aparecer en la muestra, también todas las muestras posibles tienen la misma probabilidad de ser
elegidas.

— Muestreo sistematico. Los elementos de la poblacién se suponen ordenados en una lista y se toma
aleatoriamente un elemento inicial y un intervalo para elegir los elementos siguentes.

— Muestreo estratificado. A veces, cuando los objetos de la poblacién aparecen clasificados en varias
categorias o clases, por ejemplo, hombres y mujeres, vino tinto o vino tinto, etc, las muestras que
no estan formados por elementos de todas las categorias se consideran poco representativas. Por
ello se seleccionan elementos de todas las clases para formar la muestra. Hay que darse cuenta que
la muestra puede ser aleatoria aunque no todas las muestras tienen la misma probabilidad.

— Muestreo estratificado proporcional. Es igual que el anterior pero el nimero de elementos de cada
clase es proporcional a la cuota que esa clase representa en la poblacién.

8.7. Correlacion y regresion lineal

Supongamos que sobre una poblacién se miden dos magnitudes X e Y. Para cada elemento de la poblacion
se obtienen un par de valores (z,y). Considerando estos pares de nimeros como coordenadas, podemos
representar los puntos correspondientes en unos ejes de coordenadas. Se obtiene un diagrama que se llama
nube de puntos. La nube de puntos puede ser de la siguiente forma:

.
ESS .
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.
10 o e
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. .
25
0 °o*
ot e o
0
* o °
. .
15 *
o®
L]
- .
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. .
o 20 40 60 B0 100

Figura 8.6: CORRELACION POSITIVA

En este caso, no podemos afirmar que cuando X aumenta necesariamente aumenta Y pero si que cuando
X aumenta es mas probable que Y aumente y diremos que entre X e Y existe una correlaciéon positiva.
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Si la correlacion entre X e Y la correlacidon es negativa, la nube de puntos tendra la siguiente forma:

Figura 8.7: CORRELACION NEGATIVA

y si no existe correlacién entre ambas variables:

Figura 8.8: CORRELACION CERO

La cuestiéon que nos vamos a plantear es decidir si las dos variables estdn correlacionadas, esto es, si
se puede afirmar que al aumentar una aumenta la otra (correlacién positiva) o que al aumentar la
primera disminuye la segunda (correlacién negativa).

Lo que se diga sobre las variables, forzosamente tendrd un cardcter probabilistico, es decir, si las dos
variables estan correlacionadas positivamente, quiere decir que si aumenta una, es probable que aumente
la otra (pero no necesariamente) y veremos una manera de evaluar esa probabilidad.

La situacién es diferente cuando existe una dependencia funcional entre las variables. En este caso, si la
funcion es creciente, cuando una de las variables aumenta, necesariamente aumenta la otra.

El hecho de que dos variables estén correlacionadas no implica que exista una relacién de causa-efecto
entre ellas. Para que esto suceda es necesario que, ademds de variar conjuntamente, una de ellas sea
anterior en el tiempo a la otra, debe existir una relacién temporal entre ellas, aspecto éste que no estamos
considerando.

El concepto clave para estudiar la correlacién entre las variables es el de covarianza que se define de la
siguiente forma:

Oy = (=D 7)
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Desarrollando la suma, obtenemos:
1 _ _
0oy =5 2 (1= 2)(y = 7)
RO DS DIEE DI
NI N LT N LTy 2
1 1 1 1
NI T D T T Yyt e Nag
1
:Nny—JEg—:E@—&-ﬁcy

:%ny—i‘gj

=7y — 1y

Como se ve, la covarianza puede calcularse (al igual que sucedia con la varianza) de dos formas diferentes,
calculando la media de los productos de las diferencias con las medias de las dos variables, o como
diferencia entre la media de los productos de las dos variables y el producto de las medias.

Si las dos variables estan correlacionadas positivamente, la covarianza serd positiva y si estan correlacio-
nadas negativamente serd negativa.

Figura 8.9: COVARIANZAS POSITIVA Y NEGATIVA

Esto se entiende si representamos la nube de puntos y dibujamos unos ejes centrados en las medias (en el
punto (Z,y)). Si la correlacién es positiva, la mayor parte de los puntos debe estar en el primer y tercer
cuadrante respecto a estos ejes. En este caso los dos factores del producto tienen el mismo signo, los
productos son positivos y también lo sera la covarianza. Lo contrario sucede si la correlacion es negativa
(figura 8.9).

Si las variables no estan correlacionadas, los puntos de la nube aparecen repartidos por los cuatro cua-
drantes, los productos de coordenadas de los puntos del primer y tercer cuadrante son positivos y los del
segundo y cuarto son negativos y la suma resulta ser préxima a cero (figura 8.10).

La covarianza permite saber si la correlacién es positiva o negativa pero no permite saber si es fuerte o
débil pues su valor depende de la unidades utilizadas. Por ello se utiliza el coeficiente de correlacion:

Oy
020y

que toma valores comprendidos entre —1 y +1. La correlacién es positiva y fuerte si el valor de r es
proximo a +1; es negativa y fuerte si el valor de r es proximo a —1. Si r es préaximo a cero, la correlaciéon
es debil.

Ejercicio 47. Los valores de las variables X e Y medidas sobre la misma poblacién estdn dados en la siguiente tabla:



8.7. CORRELACION Y REGRESION LINEAL

Figura 8.10: COVARIANZA PROXIMA A CERO

z |4 )16 |18 | 9| 15| 13 | 4 13 | 6

N

y |3 |18 |16 |7 |17 | 14 |6 |4 |11 |7

Calcular la covarianza y el coeficiente de correlacion.

Calculamos en primer lugar las media de las variables:

1 100
5’5:TO(4+16+18+9+15+13+4+2+13+6):ﬁzlﬂ
_ 1 103
y:E(3+18+16+7+17+14+6+4+11+7):ﬁ:10’3

La suma de los productos es:

D ay=4-3416-18+18-16+9-7+15-17+13-144+4-6+2-4+13-1146-7 = 1305

La covarianza es la media de los productos menos el producto de las medias:

1305

Oay =~ —10-103 =275

Para calcular el coeficiente de correlacién debemos hallar las desviaciones tipicas:

1
o= o (4% +16% + 182 + 9% + 152 +13% + 4% 4+ 22 + 137 4+ 62) — 10% = 129,6 — 10 = 29,6

El coeficiente de correlacién es:
27,5

1
o2 T (3% +182 + 162 + 72 + 172 + 147 + 6% + 42 + 11% + 7%) — 10,3% = 134,5 — 10,3% = 28,41

r=——""" _ ~0,948

V29,6 - /28,41

ANAA

105

Supongamos ahora que dos variables X e Y estan linealmente correlacionadas. Puesto que la relacién
entre ambas variables tiene un caracter estadistico, si para un dato la primera variable toma un valor x
no podemos conocer a partir de él el correspondiente valor de la otra variable, pero si puede calcularse
un valor probable o aproximado.

Se llama recta de regresién a la recta que mejor se ajusta a la nube de puntos (figura 8.11). Sea
y = mx + b la ecuacion de esta recta. El criterio de ajuste de la recta a la nube es hacer que la cantidad

N

> (i — ma; — b)?

=1

sea minima. Es decir debe ser minima la suma de los cuadrados de las diferencias entre los valores de la
variable Y y las ordenadas de los puntos de la recta.
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-5

Figura 8.11: RECTA DE REGRESION

Para calcular los valores de la pendiente y la ordenada en el origen de la recta de regresién hace falta un
poco de célculo diferencial que todavia no hemos estudiado. Por ello daremos simplemente el resultado
sin justificarlo.

La recta de regresién pasa por el punto (Z,y) y tiene como pendiente el cociente de la covarianza y la
varianza. Su ecuacién es:
— Ozy _
—g=—(x—2Z
yoU= g (z — )
Esta recta es la recta de regresién de y sobre z. Mediante esta ecuacion, dado un valor para = podemos
calcular el valor probable de y.

Si queremos calcular el valor probable de = conocido el de y basta intercambiar todas las = e y en la
igualdad anterior. Asi obtenemos la recta de regresién de x sobre y:
_ Oy

$—$=T§(y—y)

Ejercicio 48. Con los datos del ejercicio anterior calcular la recta de regresién para estimar el valor de y correspondiente
azr=3.
Debemos calcular la ecuacién de la recta de regresién de y sobre x. La pendiente de esta recta es:

27,5

m=2% _ ~ 0,93
o2 206

Y, puesto que la recta pasa por (Z,7), la recta es:
y—10,3=0,93 (z — 10) ; y =093z +1

Con la aproximacién pedida resulta que para x = 3, y = 4.

AdAA

8.8. Problemas

1. Considere el siguiente conjunto de datos 3, 6, 1, a, b, dosnde a > b. La moda de estos datos es 5. La mediana de los
datos es 4,5.
(a) Calcular el valor de a y el valor de b.
(b) Calcular la media de los datos.
2. (a) Un grupo de 10 amigos tiene un peso medio de 70 kg. Un nuevo amigo, Esteban, se incorpora al grupo. La
media de los 11 amigos es ahora de 72 kg. Calcule el peso de Esteban.

(b) Los nuevos cuartiles inferior y superior de los 11 amigos son, respectivamente, 66 y 76 kg. Determine si el peso
de Esteban es un outlier y justifique la respuesta.
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3. Susana ha recogido datos de la altura de las flores y los representa en la siguiente tabla:

Altura ( cm) | (0,10] | (10,20] | (20,30] | (30,40] | (40,50]

Frecuencia 40 45 50 60 5
(a) Escribir cudntas flores ha medido Susana.
(b) Calcular el punto medio del intervalo modal.
(¢) Calcular una estimacién de la media y de la desviacién tipica.
(d) La calculadora de Susana dice que la mediana es 25. Hacer una estimacién mejor aproximando la respuesta al

entero mas préximo.

4. Isabel y Roberto son profesores de distintas clases de matematicas de BI. En un examen, los estudiantes de Isabel
han obtenido los siguientes resultados 1, 1, 4, 7, 8, 8, 10, 10. En el mismo examen, los estudiantes de Roberto han
obtenido 4, 4, 4, 5, 6, 6, 10, 10, 10, 10.

(a) Calcular la media y la mediana de la clase de Isabel.
(b)
(¢) Dar una razén que justifique que los resultados de Isabel son mejores.
(d)
5. Los resultados de un examen de BI se muestran en la tabla siguiente:

Nota 1] 2 3 4 5 6 |7
Frecuencia | 4 | 8 | 16 | 20 | 16 | 8 | 4

Calcular la media y la mediana de la clase de Roberto.

Dar una razén que justifique que los resultados de Roberto son mejores.

(a) Representar estos datos mediante un diagrama de barras.
(b) Calcular la moda, la mediana y la media.
(¢) Explicar los resultados correspondientes a la mediana y la media a partir del diagrama de barras.
6. Unos pares de datos fuertemente correlacionados tienen una recta de regresién de y sobre x de la forma y = mx + c.
Cuando z = 70, una estimacion de yes 100. Cuando = = 100 la estimacién de y es 140.
(a) Calcular los valores de m y c.
(b) Comprobar si la correlacién es positiva o negativa.
(¢) El valor de & es 90. Calcular el valor de g.
(d) Cuando z = 60 estimar el valor de y supuesto que se trata de una interpolacién.

7. Se pregunté a diez estudiantes por su edad y niimero de hermanos. Se obtuvo la siguiente nube de puntos:

4 .
7]
o3 .
=
©
£
=
@2{e . .
=
@
o
a1 . . . .
=
0 .
13 1 15 16 17 18 19
Edad

(a) Con ayuda de la nube de puntos copiar y completar la siguiente tabla:

x| 13 |14 [ 15 ] 16 | 16 | 17 | 18 | 18 | 19 | 19
" 1 2 | 1

(b) Calcular el coeficiente de correlacién de Pearson para estos datos.

(¢) Dar dos razones por las cuales no serfa vélido usar la nube de datos para estimar el nimero de hermanos y
hermanas que un estudiante de 25 anos pueda tener.

8. Un conjunto de datos bidimensionales tiene un coeficiente de Pearson r = 0,87 para 25 pares (x,y). La recta de
regresiéon de y sobre z tiene como ecuacién y = 15z + 11. Considerar la nube de puntos, el valor de r y la recta de
regresion para responder las siguientes preguntas.

a os valores originales de = se les suma a los valores originales de y se les resta 4.
Al 1 iginales d 1 5yal 1 iginales d 1 ta 4
(1) Escribir el nuevo valor de 7.
(11) escribir el nuevo valor de la pendiente de la recta de regresién.
(1) Justificar las respuestas anteriores.
(1v) Describir con dos palabras la correlacién entre los datos.
(b) Los valores originales de y se multiplican por 2 y los de z se dejan igual.
(1) Escribir el nuevo valor de 7.
(11) Escribir el nuevo valor de la pendiente de la recta de regresién de y sobre x.
(1) Justificar las respuestas anteriores.
¢) Los valores originales de « se multiplican por — os valores de y no cambian.
L 1 iginales d Itipli 3yl 1 de y bi
(1) Escribir el nuevo valor de 7.
(11) escribir el nuevo valor de la pendiente de la recta de regresién de y sobre x.
(1) Justificar las respuestas anteriores.
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(1v) Describir con dos palabras la correlacién entre los nuevos datos.

9. Los siguientes datos representan las alturas (z metros) y longitudes (y metros) de un tipo de animal raro encontrado
en una pequeiia isla.

x| 24]36|28]|18]|20]22]| 30| 34
y | 3,040 |30 17|20 23| 31|27

(a) (1) Calcular el coeficiente de correlacién de Pearson.
(11) Describir con dos palabras la correlacién existente entre los datos.
(1) Calcular la recta de regresién de y sobre x.

(b) Otros cuatro ejemplos de este raro animal han sido hallados en otra pequena isla cercana. Estos datos son

z]23]27]30] 35
y | 41 |15 |42 | 15

(1) Calcular el coeficiente de Pearson de los datos combinados de los 12 animales.
(11) Describir en dos palabras la correlacién existente.
(1) Dar una razén que justifique por qué no es vélido calcular la reta de regresién de los datos combinados.

10. Se pasa un test de inteligencia a diez pares de gemelos. Los pares estdn formados por un hombre y una mujer. Los
datos se reflejan en la siguiente tabla:

Mujeres 100 | 110 | 95 | 90 | 103 | 120 | 97 | 105 | 89 | 111
Hombres 98 107 | 95 | 89 | 100 | 112 | 99 | 101 | 89 | 109

—
S}

) Calcular el coeficiente de correlacién r.

Describir con dos palabras la correlacién.

—_ o~
o <o
~ —

Sea x el resultado de los hombres e y el de las mujeres, calcular
(1) La recta de regresién de y sobre x.
(11) La recta de regresién de x sobre y.
(d) Se afiade a los datos una nueva pareja. El hombre tiene una puntuacién de 105 pero la mujer se encuentra
enferma y no puede hacer el test. Estimar el resultado que habria obtenido aproximando al entero més préximo.
(e) Se vuelve a afiadir otra pareja. La mujer obtiene 95 puntos pero el hombre se niega a pasar el test. Estimar el
resultado que habria obtenido aproximando al entero mas cercano.

(f) Si en una nueva pareja el hombre obtuviese 140 puntos, explicar por qué no se puede confiar en la recta de
regresién calculada para estimar la puntuacién de la mujer.



Tema 9

Probabilidad

9.1. Experimentos aleatorios

Experimentos como los de lanzar un dado, tirar una moneda, sacar una carta de la baraja, etc, se llaman
experimentos aleatorios.

Los experimentos aleatorios se caracterizan por:

— Cuando se realizan una sola vez no puede predecirse el resultado.

— Cuando el experimento se repite muchas veces pueden hacerse predicciones sobre las frecuencias de
los distintos resultados. Estas frecuencias se llaman probabilidades.

Para describir matematicamente un experimento aleatorio necesitamos:

— El espacio muestral que es el conjunto formado por los resultados posibles del experimento.

— Una funcién de probabilidad que asocia a cada elemento del espacio muestral un ntimero com-
prendido entre 0 y 1 (su probabilidad). La suma de todas las probabilidades debe ser igual a 1.

Por ejemplo, en el experimento de lanzar un dado, el espacio muestral seria:
E=1{1,2,3,4,5,6}

Si el dado es simétrico, a cada uno de estos resultados se les asocia una probabilidad igual a %.

Distinguimos tres formas de asignar probabilidades:

— Atendiendo a la simetria del experimento. Por ejemplo, en muchos juegos de azar se asigna la
misma probabilidad a todos los resultados.

— De forma empirica, repitiendo el experimento muchas veces. Las frecuencias relativas se toman
como probabilidades.

— Por medio de un modelo teérico. Estos modelos se llaman distribuciones de probabilidad.

9.2. Sucesos

Un suceso S es un subconjunto del espacio muestral E.
Por ejemplo en el espacio muestral F = {1,2,3,4,5,6}:
A = «obtener un resultado par» = {2,4, 6}

B = «obtener un ntimero mayor que 2» = {3,4,5,6}

109



110 TEMA 9. PROBABILIDAD

El espacio muestral considerado como subconjunto de si mismo se llama suceso seguro.
El suceso imposible es el que no tiene ningiin elemento.

La probabilidad de un suceso es la suma de las probabilidades de los resultados que lo componen.

Suceso contrario

9]

El conjunto de resultados de E que no estdn en S se llama suceso contrario de S y se representa
mediante S o S’

A=1{2,4,6};
B ={3,4,5,6};

={1,3,5}

a
B=1{12}

La probabilidad del suceso contrario es:

p(S) =1-p(S)

Unidn e interseccién de sucesos

El suceso A U B estd formado por los resultados que estdn en A o en B.
El suceso A N B esta formado por los resultados que estdan en A y en B.
Si AN B es el suceso imposible, A y B son incompatibles.

Los sucesos AU By AN B cumplen que:

p(AUB) =p(A) +p(B) —p(AN B)

Ademas verifican las relaciones de de Morgan:

AUB=ANB; ANB=AUB
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Diferencia de sucesos

La diferencia de A y B es el conjunto de elementos de A que no pertenecen a B. Se representa por
A—Bo ANB.

La probabilidad de la diferencia de sucesos es:

p(4— B) =p(4) —p(AN B)

9.3. Espacios equiprobables. Regla de Laplace

En muchos experimentos todos los resultados del espacio muestral tienen la misma probabilidad. En este
caso, el espacio se llama equiprobable.

Si el espacio tiene n resultados posibles, la probabilidad de cada uno de ellos es:

p=~-
n

La probabilidad de un suceso A de m resultados es:

m  n° de resultados del suceso

n  n° total de resultados
Esta férmula se suele recordar de la siguiente forma: la probabilidad es igual al niimero de casos favorables
dividido entre el nimero de casos posibles (regla de Laplace).
Ejercicio 49. Se lanza una moneda tres veces:

(a) Escribir el espacio muestral.

(b) Calcular la probabilidad de obtener exactamente una cruz.
Solucién:

Llamando a los resultados C (cara) y X (cruz), los posibles resultados son:
E = {CCC,CCX,CXC, XCC,CXX, XCX, XXC, XXX}

Todos los resultados son igualmente probables. Entonces:

3
p(«obtener exactamente una cruz») = 3

AMAA

Ejercicio 50. En una clase de 25 estudiantes, 15 estudian francés, 13 estudian malayo y 5 no estudian ninguna lengua.
Si se escoge un estudiante al azar, jcudl es la probabilidad de que estudie francés y malayo?

Solucién:
Llamemos F' = «el elegido estudia francés», M = «el elegido estudia malayo». Los datos son:
15 13 [ — 5
p(F)=35 pM)=-_; pFNM)

25 25 ~ 25
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Entonces:
. P 5 20
p(FﬁM):p(FUM):l—p(FUM):% == p(FUM):%

15 13 20 8
FNAM)=p(F M)—p(FUM)= — + = 2= = >
p( ) = p(F) +p(M) — p( ) 55t 95 T35~ o8

AANAA

9.4. Probabilidad condicionada

Supongamos que tenemos una informacion parcial del resultado de un experimento. Sabemos que ha
ocurrido el suceso A. No sabemos qué resultado se ha obtenido pero sabemos que es un resultado del
suceso A. ;Cémo cambian las probabilidades con esta informacién?

x P1

Las probabilidades de los resultados fuera de A pasan a ser cero. Las de los resultados de A se multiplican
por un factor . ;Cudnto vale a?

aps + aps + apg + apr = a(ps + ps + ps +p7) = ap(A) =1

1
o=—=

p(A)

La probabilidad del suceso B condicionada al suceso A es:

p(ANB)

p(Bl4) = P

Esto se puede escribir como:
p(ANB)=p(A4)-p(BlA) (regla del producto)

Ejercicio 51. En una fuente hay 5 naranjas y 3 limones. Se seleccionan dos frutas al azar. Calcular la probabilidad de
que sean
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(a) Dos limones

(b) Una naranja y un limén
Solucién:

Sean los sucesos L; = «la primera fruta es un limén», Ly = «la segunda fruta es un limén»,
Nj = «la primera fruta es una naranja» y No = «la segunda fruta es una naranjas».

3 2 6
LiNLy)=p(Ly) p(Le|lli) == == —
(a) p(L1NL2) =p(L1)-p(L2|L1) s 7= 6
30
56

(0) p((L1 N N2) U (N1 N L2)) =p(L1) - p(N2|L1) + p(N1) - p(L2|N1) =

oo w

| o
N w

ANAA

Sucesos independientes

Si p(B|A) = p(B) los sucesos A y B son independientes.

Por ejemplo la probabilidad de sacar un as de una baraja es:

( ) 4 1
«sacar un as») = — = —
P 40 10

Si sabemos que se ha sacado una carta de oros:

p(«sacar el as de oros»)
p(«sacar un as»|«sacar oros») = =
p(«sacar oros»)

»M»—t‘%‘»—t
=

Los sucesos «sacar un as» y «sacar oros» son independientes.

Si los sucesos son independientes:

p(ANB) =p(A)-p(B|A) =p(A)-p(B)

Probabilidad total

En ocasiones se conocen las probabilidades condicionadas de un suceso y se desea conocer la probabilidad
total. El problema responde al siguiente esquema:

A S
A<_
S
S
B<
B g

La probabilidad del suceso S es igual a:

p(S) =p(ANS)+p(BNS)=p(A)- p(S|A) +p(B) - p(S|B)

Formula de Bayes

Si en el problema anterior:



114 TEMA 9. PROBABILIDAD

p(S|A) S
(4~ A <

p(S|B)

-

se sabe que se ha realizado el suceso S y se quiere calcular la probabilidad de A o de B:

p(Als) = 2A05) p(4) - p(S14)

w0

Ul

p(9) p(A) - p(S|A) +p(B) - p(S|B)

Ejercicio 52. Una compaiifa farmacéutica vende un medicamento que alivia la dermatitis atépica en un 80 % de los casos.
Si un enfermo es tratado con un placebo, la probabilidad de mejoria espontdnea es del 10 %. En un estudio experimental,
la mitad de los pacientes han sido tratados con el medicamento y la otra mitad con un placebo.

(a) Determinar cuél es la probabilidad de que un paciente elegido al azar haya mejorado.

(b) Si un paciente elegido al azar ha mejorado, hallar la probabilidad de que haya sido tratado con el medicamento.

80
100,

M
10

100

Aplicando la férmula de la probabilidad total y la de Bayes:

D | =
Q

—

Q Q q

10 45

p(C) = p(M) - p(C|M) + p(P) - p(C|P) = = - = -

1
2100 ' 2 100 100

p(M|C) = p(MNC)  pM)-pClM) +-85 g

»(C) O B T w

AMAA
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Variable aleatoria

10.1. Distribuciones de probabilidad

Una distribuciéon de probabilidad es la representacién matematica de un experimento aleatorio.
Esta compuesta de:

(a) La variable aleatoria. Puede ser discreta o continua y toma como valores los resultados del
experimento. La variable aleatoria es discreta si toma un conjunto finito de valores. Es continua
si toma como valores un intervalo de niimeros reales.

(b) Una funcién de probabilidad. Se define de manera diferente segiin la variable aleatoria sea
discreta o continua.

10.2. Distribuciones de variable discreta

La variable aleatoria X toma un conjunto finito de valores {z1, 22,23, ..., Zp}.
La funcién de probabilidad (pdf) asigna una probabilidad a cada uno de estos valores:
f(z) =p(X = 1z)

La probabilidad se puede asignar también mediante la funcién de distribucién (cdf) que es la proba-
bilidad de que la variable aleatoria tome un valor menor o igual que x:

F(z) = p(X <)
Por ejemplo, supongamos que se lanza cuatro veces una moneda equilibrada y sea X la variable aleatoria

que representa el nimero de caras obtenidas en los lanzamientos. La variable X puede tomar los valores
0,1,2 3y4.

La funcién de probabilidad esta dada en la siguiente tabla:

T; 0 1 2 3 4
. 1 4 6 4 1
Di 16 16 16 16 16

Supongamos ahora que en una caja hay 3 bolas blancas y 5 bolas negras y se extraen al azar 3 bolas
sin reemplazamiento. Sea Y la variable aleatoria que representa el niimero de bolas blancas extraidas. La
variable Y puede tomar los valores 0, 1, 2 y 3.

115
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La funcién de probabilidad es la siguiente:

Di 28 28 56 56

Valor esperado, varianza, desviacion

Sea la variable aleatoria X cuya funcién de probabilidad estda dada por la siguiente tabla:

Zq 1 €2 Zs3 Ty

Di D1 D2 D3 D4

La media o valor esperado y la varianza se definen por:

La desviacidn tipica o es la raiz cuadrada de la varianza.

En el ejemplo que hemos visto anteriormente

T; 0 1 2 3 4
1 4 6 4 1
Di 16 16 16 16 16
La media seria:
1 4 6 4 1 32
E(X)—T6~0+T6~1+1—6'2+E'3+E- —1—6—2

y la varianza:

1 2 4 2 6 2 4 2 1 2
X)=—(0-2 — . (1-2 — . (2=2 — . (3-2 — . (4-2=1
Var(X) 16(0 )+16( )+16( )+16 (3 )+16( )

Mediante la otra férmula:

1 4 6 4 1 80
= — 024+ = 1"+ =224+ — .3+ — 42 -22=—_ _4=1

X) =
Var(X) = ¢ 16 16 16 16 16

La desviacion tipica es la raiz de la varianza y también es igual a 1.

10.3. Distribuciones de variable continua

La variable aleatoria puede tomar las valores de un intervalo [a,b] (a y b pueden ser infinitos.

La probabilidad queda determinada por la funcién de densidad (pdf) f(z) de tal forma que:
x2
p(r; < X <a9) = / f(z) dz
1

Puesto que la suma de todas las probabilidades debe ser igual a 1, se cumple que:

/abf(z)dasl
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La funcién de distribuciéon (cdf) representa la probabilidad acumulada:

F(z) = p(X < z) = / (@) de
también:

p(zr < X <x9) = F(xa) — F(xq)

La funcién de densidad es la derivada de la funcion de distribucion:

f(a) = F'(x)

Media, varianza y desviacion tipica

Las férmulas de la media y la varianza son iguales que las de la variable discreta sustituyendo la suma
por una integral:

b
E(X) :/ xf(z) do

b b
Var(X) = / (x —E(X))*f(z) de = / 22 f(x) dz — B(X)?
La desviaciéon tipica es la raiz cuadrada de la varianza.

Ejercicio 53. Una variable aleatoria continua tiene una funcién de densidad de probabilidad dada por:

k(2x — x2 sio<z<2
p(x):{( ) <z<

0 en el resto
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(a) Hallar el valor de k.
1 1
(b) Calcular p (§ < X < 3).

Solucién:

(a) Puesto que la suma de las probabilidades debe ser igual a 1:

2 22 312 4
k/(Qxfo)dx:k[ifm—} I P

0 2 3], 3 4

(b)
1 = 1 1

1 1 2 37222 2312 3(1 7 1 29
e X<c)=2 20 — 2 ) de = S| 22 2 —_2(Z_8_ - _ 64| _ 27
p(4< <2) /1(50 2”) dz 4[2 3]1 4(4 3 16 3 256

ANAA

Ejercicio 54. La funcién densidad de probabilidad de una variable aleatoria X viene dada por:

arcosr 0<zxz<Z
f(@) = 2
0 resto de valores

(a) Calcular a (b) Calcular la funcién de distribucién (¢) Hallar p (X < 2) Solucién:

(a) Puesto que la suma de todas las probabilidades
debe ser igual a 1:

™

2
a/ zcosxdr =1
0

Integrando por partes:

w3

a {x sen x + cos x}
0

y de aqui:

(b) La funcién de distribucién es entonces (si 0 < z < 7):

x

2
p(X <z)= 5 {xsenx-l—cosx}

™= 0

2
= (zsenz + cosz — 1)
T—2

siz> 3, p(X <z)=1

(¢) Con esa funcién de distribucién:

p<X<f): 2 <”‘/§+‘/§—1>:0,460

4 T—2\4 2 2

ANAA

10.4. La distribucion binomial o de Bernouilli
La distribucion binomial es un modelo matematico del siguiente experimento:

= Una prueba tiene dos resultados posibles: éxito con probabilidad p y fracaso con probabilidad
q=1—p.

= La prueba se repite n veces. Las pruebas son independientes.

= El resultado es el niimero de éxitos que se obtienen.
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Sea X = «numero de éxitos obtenidos». X puede tomar los valores 0, 1, 2, ..., n.
La funcién de probabilidad es:

p(X =k) = (Z)p’“q"’“

El valor esperado es E(X) = np y la varianza Var(X) = npq.

Si una variable aleatoria X tiene una funcién de probabilidad como esta, diremos que sigue la distribucién
binomial B(n, p) y escribiremos X ~ B(n,p).

Ejercicio 55. Supongamos que se lanza un dado 8 veces y contamos el niimero de ocasiones en las que se obtiene un
multiplo de 3.

Sea el éxito de la prueba obtener un miltiplo de 3 y X la variable que representa el nimero de éxitos.

X ~B (8, %) Las probabilidades son las siguientes:

p(X =0) = (i) (%)O (2)8 —0,0300 p(X=1)= (T) (%)1 (%)7 —0,1561 p(X =2)= (z) (%)2 @)6 —0,2731
p(X =3) = (2) (%)3 (2)5 —02731  p(X =4)= (i) (%)4 (%)4 =0,1707 p(X =5) = (i) <%)5 @)3 — 0,0683
p(X =6) = (i) (%)6 (2)2 —00171 p(X=7)= (i) (%)7 (;)1 =0,0024 p(X =8)= (Z) <%)8 (%)0 = 0,0002

El valor esperado es:

=5 e=VVaM =g

AdAA

Si representamos en un diagrama de barras las probabilidades obtenidas en el ejercicio anterior:

probabilidades paran=8y p=0.3333

0.25 A

0.20 4

0.15 A

probabilidad

0.10 A

0.05 A

0.00 -
0 2 4 6 8

nimero de éxitos

observamos que la probabilidades no se distribuyen simétricamente y hay un sesgo hacia la derecha.

Sin embargo si representamos el diagrama de barras para un valor grande de n, en este caso para n = 80,
la distribucion si es simétrica.
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probabilidades paran=80y p=0.3333 probabilidades paran=80y p=0.3333
0.08 0.08 A
T 0.06 B 0.06
he] he}
H 3
8 2
© 0.04 - S 0.04
Q [
0.02 0.02 A | ‘ ‘ ‘ |
0.00 - L., : . . . 0.00 T'Ill. lh'-.
15 20 0 35 40

0 10 20 30 40 50 60 70 80 25 3
nimero de éxitos nimero de éxitos

Cabria pensar que la distribucién es simétrica para valores grandes de n. La figura siguiente muestra que
esto no es asi. Si los valores de p, de la probabilidad de éxito son proximos a 0 o a 1, vuelve a aparecer
el sesgo:

probabilidades paran=80y p=0.95 probabilidades paran=80y p=0.95
0.200 0.200 -
0.175 0.175
0.150 0.150
% 0125 § 0125
£0125 o125
‘8 0.100 ® 0.100 A
Q Q
< 2
2 0.075 2 0.075
0.050 0.050
0.025 0.025
0.000 T T T T T T T !I 0.000 -
0 10 20 30 40 50 60 70 80 68 70 72 74 76 78 80
nimero de éxitos nimero de éxitos

En general, se estima que la distribuciéon es aproximadamente simétrica si los valores de np y ng son
mayores que 5. Esta propiedad la aprovecharemos més adelante para calcular los valores de la funcién de
distribucién de la distribucién binomial.

10.5. La distribucion normal

La distribucién normal standard N(0, 1) es una distribucién de variable continua. La variable aleatoria
se suele representar por Z y su funcién de densidad es;

M

1 =2
f(Z):\/%e 2

La media o valor esperado de esta distribucion es cero y la desviaciéon tipica es igual a 1.

La grafica de esta funcion es:
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Distribucién normal N{(0,1)

0.40 A

0.35 4

0.30 A

0.25 A

0.20 A

0.15 A

0.10

0.05 A

0.00 A

Las probabilidades de la distribucién normal son complicadas de obtener por integracion.

Se suelen usar tablas con los valores de la funcién de distribucién ®(z). La tabla de valores de esta funcién
aparece en la pagina siguiente,

En la tabla solamente aparecen los valores positivos de z. Para calcular los valores de ®(z) para los x
negativos hay que tener en cuenta que de la simetria de la funcién resulta que:

O(—x)=1-—P(x)
Por ejemplo:
p(1,25 < Z <2,23) = $(2,23) — (1,25)

= 0,9871 — 0,8944
= 0,0927

Si uno o los dos valores de z son negativos:

p(—1,25 < Z < 2.23) = (2,23) — B(—1,25)
= (2,23) — (1 — ©(1,25))
= 0,9871 — (1 — 0,8944)
= 10,9871 — 0,1056
= 0,8815
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p

Cuadro 10.1: Tabla de la funcién de distribucién ®(z)

z 0.00 0.01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
0.0 | .5000 | .5040 | .5080 | .5120 | .5160 | .5199 5239 | 5279 | 5319 | .5339
0.1 5398 | 5438 | .5478 | 5517 | .5557 | .5596 5636 | .5675 | .B714 | .5733
0.2 | .5793 .b832 .b871 0910 | .5948 | 5987 | .6026 | .6064 | .6103 | .6141
0.3 .6179 6217 .6255 .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 .6517
0.4 | .6554 | .6591 .6628 | .6664 | .6700 | .6736 6772 .6808 | .6844 | .6879
0.5 | .6915 | .6950 | .6985 | .7019 | .7054 | .7088 7123 | 7157 | 7190 | L7224
0.6 | .7257 | .7291 7324 | 7357 | 7389 | (7422 7454 | 7486 | .7517 | .7549
0.7 | .7580 7611 7642 | 7673 | 7704 | 7734 | 7764 | 7794 | 7823 | .7852
0.8 .7881 7910 .7939 .7967 .7995 .8023 .8051 .8078 .8106 .8133
0.9 | .8159 | .8186 | .8212 | .8238 | .8264 | .8289 8315 .8340 | .8365 .8389
1.0 | .8413 | .8438 | .8461 .8485 .8508 | .8531 85564 | .8577 | .8599 | .8621
1.1 .8643 .8665 .8686 | .8708 | .8729 | .8749 8770 | .8790 | .8810 | .8830
1.2 .8849 .8869 .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 .8980 .8997 9015
1.3 | 9032 | .9049 | .9066 | .9082 9099 | 9115 9131 9147 | .9162 9177
1.4 9192 .9207 9222 .9236 9251 .9265 9279 9292 .9306 9319
1.5 | 9332 | .9345 9357 | 9370 | 9382 | 9394 | .9406 | .9418 | .9429 | .9441
1.6 9452 9463 9474 .9484 .9495 .9505 9515 .9525 .9535 .9545
1.7 .9554 .9564 9573 .9582 .9591 .9599 .9608 .9616 .9625 9633
1.8 | .9641 9649 | 9656 | .9664 | .9671 9678 9686 | L9693 | .9699 | .9706
1.9 | 9713 9719 | 9726 | .9732 9738 | 9744 | 9750 | 9756 | .9761 9767
2.0 | 9772 9778 | 9783 | 9788 | 9793 | .9798 9803 | 9808 | .9812 9817
21 9821 9826 9830 .9834 9838 9842 9846 .9850 .9854 9857
2.2 .9861 .9864 9868 9871 9875 9878 9881 .9884 9887 .9890
2.3 | 9893 | 9896 | .9898 | .9901 29904 | .9906 29909 | 9911 9913 | 9916
24 | 9918 29920 | 9922 | .9925 29927 | 19929 9931 29932 | 9934 | .9936
2.5 | .9938 29940 | .9941 9943 | 9945 | .9946 29948 | 19949 | .9951 9952
2.6 19953 9955 .9956 .9957 19959 9960 9961 .9962 19963 .9964
2.7 | 9965 | .9966 | .9967 | .9968 | .9969 | .9970 | .9971 9972 | 9973 | 9974
2.8 | 9974 | .9975 9976 | 9977 | 9977 | 9978 9979 | 9979 | 9980 | .9981
2.9 | .9981 9982 29982 | L9983 | 9984 | 9984 | .9985 9985 | .9986 | .9986
3.0 | 9987 | 9987 | .9987 | .9988 | .9988 | .9989 29989 | 19989 | .9990 | .9990
3.1 .9990 9991 19991 19991 .9992 .9992 9992 .9992 19993 .9993
3.2 1 9993 | 9993 | .9994 | .9994 | .9994 | .9994 | 9994 | .9995 | .9995 9995
3.3 | 9995 9995 29995 | L9996 | .9996 | .9996 9996 | 9996 | .9996 | .9997
3.4 9997 9997 9997 .9997 9997 .9997 9997 .9997 .9997 .9998
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La distribucién N(u, o)

Haciendo el cambio x = p + oz se obtiene la distribucién normal de media ¢ y desviacién tipica o que se
representa por N(u, o). Su funcién de densidad es:

1 _e=w?
e 202
oV 2w

Las probabilidades de esta distribucién se pueden obtener a partir de las de la distribucién N(0, 1)
haciendo el cambio:

T —p
g

fz) =

que se llama tipificar la variable.
Por ejemplo, sea X ~ N(50, 10):

65 — 50

< 65) = <
p(X <65)=p <Z < 5

)—ngLm—m%w

En la siguiente figura podemos comparar las graficas de las funciones de densidad de N(1,0) y N(10,5).
Vemos que puede considerarse que se trata de la misma curva y simplemente se ha aplicado una traslacién
a la derecha de 10 unidades (la media) y un cambio de escala en ambos ejes igual a la desviacién tipica,
la escala en el eje de abscisas se ha multiplicado por 5 y la escala en el eje de ordenadas se ha dividido
por 5.

Distribucién normal N(0,1) Distribucién normal N(10,5)
0.40 4 0.08 4
0.35 A 0.07 A
0.30 A 0.06 1
0.25 A 0.05 A
0.20 4 0.04 4
0.15 A 0.03 A
0.10 A 0.02 1
0.05 A 0.01 A
0.00 A 0.00 A
4 -2 0 2 4 -10 0 10 20 30

En las figuras siguientes se pueden comparar las graficas de las funciones de densidad de varias distribu-
ciones normales utilizando la misma escala en ambos ejes. Puede observarse que el cambio en la media
produce una traslacién de la curva sin variar la forma. Al aumentar la desviacién la curva se ensancha y
disminuye la altura del maximo.

Distribucién normal Distribucién normal
0.40 4 — 4-00-1 0.40 1
0.35 L Olces2 035
— u=00=4
0.30 A 0.30 A
0.25 A 0.25 A
0.20 4 0.20 4
0.15 A 0.15 A
0.10 A 0.10 A
0.05 A 0.05 A
0.00 A - 0.00 A
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0.40 4

0.35 A

0.30 A

0.25 A

0.20 4

0.15 A

0.10 A

0.05 A

0.00 A

TEMA 10. VARIABLE ALEATORIA

Distribucién normal

Distribuciones binomial y normal

probabilidad

0.000 -

probabilidad

probabilidad

probabilidades paran=8y p=0.3

0.301

0.25 4

0.20 A

0.151

0.101

0.05 1

0 2 4
nuimero de éxitos

m— N(2.4,1.3)
Emm B(8,0.3)

probabilidades paran=500y p=0.3

0.040 A

0.035 A

0.030 A

0.025 A

0.020 A

0.015 A

0.010 A

0.005 A

120 130 140 150 160
ndmero de éxitos

=== N(150.0,10.25)
s B(500,0.3)

170 180 190

probabilidades paran=800y p=0.01

0.14 -

0.12 A

0.101

0.08 -

0 5 10
nuimero de éxitos

= N(8.0,2.81)
BN B(800,0.01)

15 20

probabilidades paran=80y p=0.3

0.10
7 — N(24.0,4.1)
= B(80,0.3)
0.08 A
3
£ 0.06 A
=
©
S
£ 0.04
0.02 A
0.00 T T T y T Y
10 15 20 25 30 35 40
ndmero de éxitos
probabilidades paran=800y p=0.3
0.030 4 m— N(240.0,12.96)
= B(800,0.3)
0.025 q
T 0.020
)
3
® 0.015 A
[
a
0.010 4
0.005 4
0.000 -
ndmero de éxitos
probabilidades paran=8y p=0.3
0.30 — N(2.4,1.3)

probabilidad

B B(8,0.3)
0.25 1

0.20 A

0.15 4

0.101

0.05 1

0 2 4 6 8
nlmero de éxitos
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En las graficas de la pédgina anterior se han representado los diagramas de barras de la distribucién
binomial y la funcién de densidad de la distribucién normal que tiene la misma media y desviacion tipica.

Podemos observar que, en los casos que hemos considerado anteriormente en que las probabilidades se
distribuyen simétricamente, los valores de estas probabilidades de la binomial, coinciden con los de la
funcién normal.

De forma més precisa, sea X ~ B(n,p) y X’ ~ N(u,0) con p =npy o = /npq. Sea f(z) la funcién de
densidad de X’ ~ N(u, o). Si np y ng son grandes:

La aproximacion se suele utilizar para calcular probabilidades acumuladas de la distribucién binomial. En
ese caso se aplica la correccién de continuidad o de Yates que asocia a cada niimero entero k el intervalo
[k — %, k+ %] para calcular las probabilidades:

1

p(XSk)Np(X’SkJrQ)
1, 1
plk1 < X <kg)~p kl—ggX Sk2+§

Como regla practica se suele decir que la aproximacién es buena si np y ng son mayores que 5.



