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Diferencial de una funcion
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Diferencial de una funcion
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Diferencial de una funcion

La diferencial de una funcién f es igual a su derivada por un
incremento arbitrario de la variable.

df = f'(z) dz

Geométricamente, la diferencial es el incremento en la ordenada
de la recta tangente en el punto x, correspondiente a un
incremento de la variable dz (diferencial de x).

Es comun representar la derivada de una funcién como cociente
de diferenciales:
df

I =
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Diferencial de una funcion

o En general Af y df no son iguales. Sin embargo, son
infinitésimos equivalentes cuando dx tiende a cero:

A
i A @)
dz—0 df  dz—0 % f'(x)

=1

Es por esto que se suele interpretar la diferencial df como
el incremento de la funcién correspondiente a un
incremento infinitesimal de la variable dz.
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Diferencial de una funcion

o En general Af y df no son iguales. Sin embargo, son
infinitésimos equivalentes cuando dx tiende a cero:

A
i A @)
dz—0 df  dz—0 % f'(x)

=1

Es por esto que se suele interpretar la diferencial df como
el incremento de la funcién correspondiente a un
incremento infinitesimal de la variable dz.

o Las regla de diferenciacién son similares a las reglas de
derivacién, por ejemplo:

d(uwv) = udv +vdu

d<g) B vdu—zudv

v v
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Primitivas de una funcién

Definicién

La funcién F'(x) es una primitiva de f(z) si F'(z) = f(z).
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Definicién

La funcién F'(x) es una primitiva de f(z) si F'(z) = f(z).
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Primitivas de una funcién

Definicién

La funcién F'(x) es una primitiva de f(z) si F'(z) = f(z).

e Si F(z) es una primitiva de f también lo es F(z) + C
donde C' es una constante cualquiera.
e Si F(z) y G(x) son primitivas de f su diferencia es
constante:
G(r)=F(z)+C

Integrales.



Integral indefinida

Definicién

El conjunto de todas las primitivas de la funcién f se llama
integral indefinida de f y se representa por:

/ f(z) da
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Integral indefinida

Definicién

El conjunto de todas las primitivas de la funcién f se llama
integral indefinida de f y se representa por:

/ f(z) da

Si F(z) es una primitiva cualquiera de f:

/f(m) de =F(z)+C

donde C es una constante arbitraria.

Integrales.



Propiedades de la integral indefinida

o La integral de una suma es la suma de las integrales:

[ @ £9) do= [ 1@ dot [ gla) as
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Propiedades de la integral indefinida

o La integral de una suma es la suma de las integrales:

[ @ £9) do= [ 1@ dot [ gla) as

o Las constantes pueden salir del signo integral:

/kf(a:) dx:k/f(:p) dz

o Integral de una diferencial:
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Propiedades de la integral indefinida

o La integral de una suma es la suma de las integrales:

[ @ £9) do= [ 1@ dot [ gla) as

o Las constantes pueden salir del signo integral:

/kf(a:) dx:k/f(:p) dz

o Integral de una diferencial:

Jar=r@+c

o Regla de integracién por partes:

/udv:uv—/vdu

JGJ Integrales.



Integrales inmediatas
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Integrales inmediatas: observaciones

o No existe nada parecido a la regla de la cadena que
permita integrar funciones compuestas.

Integrales.



Integrales inmediatas: observaciones

o No existe nada parecido a la regla de la cadena que
permita integrar funciones compuestas.

o Las férmulas anteriores siguen siendo validas si se sustituye
x por = + a (a constante). Por ejemplo:

/cos(:t;+7r) de =sen(z+m)+C
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Integrales inmediatas: observaciones

o No existe nada parecido a la regla de la cadena que
permita integrar funciones compuestas.

o Las férmulas anteriores siguen siendo validas si se sustituye
x por = + a (a constante). Por ejemplo:

/cos(:t;+7r) de =sen(z+m)+C

@ Si se sustituye x por kx hay que dividir en el segundo
miembro por k:

1
/00523: dz = isen2a:+C
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Integral definida

dS = f(z) dzx

Integrales.
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Integral definida: definicion

Definicién (Integral definida)

Sea f una funcién definida en [a, b]. Dividamos este intervalo en
subintervalos de longitud dz. La suma de los productos f(z) dz
cuando dz tiende a cero se llama integral definida de la funcién
f entre a y b y se representa por:

/abf(:v) dz

Integrales.



Integral definida: interpretacién geométrica

e Sila funcién f(z) es positiva en el intervalo [a, b, la
integral definida es el drea comprendida entre la curva
y = f(z), el eje de abscisas y las rectas xt = a y = = b.

Integrales.



Integral definida: interpretacién geométrica

e Sila funcién f(z) es positiva en el intervalo [a, b, la
integral definida es el drea comprendida entre la curva
y = f(z), el eje de abscisas y las rectas xt = a y = = b.

e Si f(x) es negativa en [a, b, la integral es igual al drea
comprendida entre la curva, el eje y las rectas cambiada de
signo.
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Integral definida: interpretacién geométrica

e Sila funcién f(z) es positiva en el intervalo [a, b, la
integral definida es el drea comprendida entre la curva
y = f(z), el eje de abscisas y las rectas xt = a y = = b.

e Si f(x) es negativa en [a, b, la integral es igual al drea
comprendida entre la curva, el eje y las rectas cambiada de
signo.

o Finalmente, si la funciéon cambia de signo en el intervalo, la
integral es igual a la diferencia entre la porcién de drea que
queda sobre el eje OX y la que queda por debajo.

Integrales.



Integral definida: propiedades

© Limites iguales:

/aaf(ac)d:n—O

GJ Integrales.



Integral definida: propiedades

© Limites iguales:
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Integral definida: propiedades

© Limites iguales:

/aaf(ac)d:n—O

@ Cambio de limites:

/abf(m)dx:—/baf(m)daz

© Aditividad respecto al intervalo:

/abf(m)d:c:/acf(:n)dx+/cbf(x)d:z

JGJ Integrales.
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Teorema del valor medio del célculo integral

Teorema (del valor medio)

Si f es una funcién continua en a,b la integral de f en [a,b] es
igual a la longitud del intervalo por el valor de f en un punto
intermedio:

b
/ f@)de = (b—a)f(€) €€ (ab)
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Teorema del valor medio del calculo integral

Teorema (del valor medio)

Si f es una funcién continua en a,b la integral de f en [a,b] es
igual a la longitud del intervalo por el valor de f en un punto
intermedio:

b
/ f@)de = (b—a)f(€) €€ (ab)

Demostracion.

| A

Por el teorema de Weierstrass la funcién f alcanza unos valores
M y m méaximo y minimo absoluto. Entonces:

b
m(b—a)ﬁ/ f(z)dz < M(b—a)

Integrales.



Teorema del valor medio del calculo integral

continuacion.

Dividiendo por b — a;

b
bla/ flx)de < M

m <
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Teorema del valor medio del calculo integral

continuacion.

Dividiendo por b — a;

b
bla/ flx)de < M

m <

Por el teorema de Bolzano, la funcién f toma todos los valores
intermedios entre m y M. Por tanto, existe £ € (a,b) tal que:

b
= [ @ =10
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Teorema del valor medio del calculo integral

continuacion.

Dividiendo por b — a;

b
bla/ flx)de < M

m <

Por el teorema de Bolzano, la funcién f toma todos los valores
intermedios entre m y M. Por tanto, existe £ € (a,b) tal que:

b
= [ @ =10

y por consiguiente:

b
/ f(z) do = (b— a) £ ()

JGJ Integrales.



Teorema fundamental del calculo integral

Teorema (Teorema fundamental del cdlculo integral)

Sea f una funcién continua en el intervalo [a, b]. La funcién:

Flz) = / " r) at

dependiente del limite superior de la integral, es una primitiva
de f, es decir, F'(z) = f(x).

Integrales.



Teorema fundamental del calculo integral
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Teorema fundamental del calculo integral

Demostracion.

Fl(z)=1i
(z) hli% h

:flfi% % [/aﬂhf(t) dt—/axf(t) dt]

1 x+h
:mnh/‘ £(6) dt

h—0

= lim —-
h—0 h

hf(£) £e(z,x+h)
= f(z)
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Regla de Barrow

Sea f una funcién continua en [a,b] y F' una primitiva
cualquiera de f. Entonces:

b
/ f(z) dz = F(b) — F(a)
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Regla de Barrow

Sea f una funcién continua en [a,b] y F' una primitiva
cualquiera de f. Entonces:

b
/ f(z) dz = F(b) — F(a)

Por ejemplo:

/senxdx:[—cosx} = (—cosm) — (—cos0) =2
0 0

Integrales.



Regla de Barrow

Demostracion.

Por el teorema fundamental:
/xf(as) de=F(z)+C
Para z = a:
/af(a:) de =F(a)+C=0= C = —F(a)
de modo que:

a

y sustituyendo x = b resulta el teorema. [

JGJ Integrales.



